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了 外 


十 余年 前 ,笔者 写 过 一 部 (数理 统计 引 论 》, 当 时 前 意图 是 作为 
一 本 专著 来 写 , 充 作 教材 的 想法 倒是 第 二 位 的 。 可 天 当时 百 庆 和 持 
兴 , 数 理 统计 学 的 教学 ,参考 用 书 都 很 献 乏 ,因此 该 书 出 般 后 烽 被 
充 作 这 一 用 途 。 由 于 该 节 和 包含 了 不 灾 超 出 基础 课 范 围 以 外 的 各 料 ， 
用 必 为 末 本 殊 有 其 不 便 之 外 。 另 站 ,习题 也 太 少 了 一 些 ,而 作者 一 
向 主张 ,在 打 基 础 的 阶段 ,应 强调 多 做 习 圳 。 

由 于 这 些 问题 的 存在 ,并 考虑 到 随 着 学习 数 理 统计 及 相近 专 
业 的 青年 人 的 队伍 僵 来 家 扩 大 ,这 类 教材 今后 的 需要 还 会 增加 ,多 
年 来 ,笔者 就 有 一 个 心 感 , 即 按 一 本 基础 课 教 科 书 这 个 唯一 的 目标 
来 重 写 这 本 书 , 并 大 大 扩充 其 习题 部 分 ,其 结果 就 是 呈现 在 读者 面 
前 的 这 部 书 篇。 

本 书 的 定 住 是 "基于 测度 论 章 数理 统计 学 基础 教科 书 ”。 内 容 
除 预 备 知 识 站 ,其 主体 是 关于 几 种 基本 统计 推断 形式 (点 及 区 河 千 
计 ，, 候 设 检验 ?的 大 小 祥 末 理论 和 方法 ,只有 一 章 讲述 斌 性 机 钼 前 
初 带 理论 。 凡 是 只 家 在 专门 课程 中 展开 讨论 的 内 容 ; 则 一 律 不 列 
入 。 这些 看 目录 即 可 了 然 , 故 不 在 此 细 加 说 明了 。 

书 中 习题 及 提示 占 了 近 半 的 篇 由 :从 写作 时 间 言 , 则 十 了 四 分 
之 三 以 上 。 总 计 担 题 五 百 , 若 计 小 题 , 则 不 止 千 数 。 其 中 除 少 和 量 选 
摘自 有 关 著 作 和 外 ,大 证 局 作者 自 创 .有 时 一 题 之 设 , 累 日 始 成 ,可 以 
说 倾注 了 不 少 心 力 。 这 祥 做 完 爹 是 因为 ,多 做 习题 ,尤其 是 多 做 难 
题 , 对 掌 提 并 台 练 数理 统计 学 基本 的 论证 方法 和 技巧 上 ,有 着 不 可 
替代 的 重要 性 。 如 果 通 过 一 个 基础 课 的 学 习 ，, 只 是 记 住 了 著 干 概 
念 ,并 了 几 个 定理 ,而 未 能 在 这 方面 有 所 长 进 , 那 就 真是 “入 宝山 而 
空运 ”了 。 技 瑟 的 融 练 国 非 一 日 之 功 , 但 取 法 乎 上 , 仅 得 乎 中 ,必须 
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在 开始 学 基础 课时 就 设 定 一 个 高 目标 。 日 后 进入 研究 工作 ,克服 难 
点 的 能 力 如 何 , 相 当 一 部 分 就 取决 于 桂 这 上 面 收 为 的 深浅 了 。 同 
时 ;经验 表明 ,在 打 基 础 的 阶段 因 起 视 习 题 而 导 我 素质 上 的 扎 隐 ， 
在 日 后 不 易 弥 补 , 或 事倍功半 。 

笔者 在 学 生 时 代 及 其 后 的 几 年 中 ,对 艇 习题 未 给 予 是 够 重视 。 
当时 误 认为 做 题 上 费时 间 , 不 增长 新 知识 ,不 如 多 读 些 书 , 占 得 实地 ， 
以 后 斌 做 研究 工作 ,就 日 渐 感 到 其 不 良 后 果 , 表 现在 梯 到 问题 办 法 
少 , 容 扬 钻 死胡同 , 交 服 难点 的 能 力 呢 , 以 致 对 自己 页 过 信 ' 心 ,对 诗 
多 方法 ,都 似 老 里 看 花 , 似 曾 识 面 ,而 不 能 切实 掌握 和 灵活 运用 。 有 
如 十 八 般 辣 跨 , 样 料 都 见 过 ,但 富 到 手 里 ,就 使 不 动 或 很 策 牛 。 答 以 
此 克 司 制胜 , 自 难 有 成 ,以 后 稍 明 和 白 了 这 一 点 ,做 了 些 亡 羊 之 社 ， 终 
完 蜡 了 一 些 , 所 谓 “ 困 而 学 之 ,又 其 次 也 ”热能 生 巧 ?, 前 人 的 经 验 
不 证 。 而 要 达到 “ 束 ”, 合 大 量 人 若是 ,无 它 捷径 可 牢 。 几 十 年 来 , 审 了 
大 量 的 杂志 稿件 ,每 见 革 些 工 作 , 由 于 未 经 深思 ,为 一 个 并 不 难 才 
服 之 点 加 上 了 著 干 不 必须 的 莫 复 条 件 , 从 而 使 整个 工作 流 于 肤浅 。 
这 报 子 ,天 咯 了 志 . 在 于 早先 在 习题 上 下 的 工夫 不够 ,以 致 难于 产生 列 
出 心 埠 的 想法 。 

以 本 书 的 习题 重 , 要 求学 员 在 课程 时 间 范 围 内 做 完 , 到 不 现 
实 。 但 作者 本 总 并 非 宛 这 一 组 题 金 作为 课 内 习题 ,而 是 把 它 作为 
“ 打 基 础 ”这 个 工作 的 一 环 ,一 两 年 .两 三 年 完成 都 可 以 ,有 空 就 做 
一 点 。 概 据 题 的 玲 易 将 其 分 为 三 类 ,加 “ %# ”号 的 难度 较 大 ,加 ?的 
相对 容易 , 载 师 可 考 处 作为 课 让 作业 ,不 加 住 何 记号 六 , 其 难度 介 
平 二 者 之 间 。 对 自学 者 、 已 经 研究 生 毕 业 的 青年 尺 师 和 研究 者 ,可 
利用 这 组 题 测试 一 下 自己 解 题 的 能 力 如 何 , 可 能 会 有 一 种 意见 , 认 
为 这 组 题 过 于 坊 难 。 作 为 课程 作业 ,这 的 确 如 此 。 但 笔者 觉得 ,从 
“ 打 基 础 ,从 银 炼 技巧 和 提高 能 力 这 一 目标 看 , 非 做 难题 不 行 ,这 
道理 正如 训练 运动 员 要 加 大 返 动量 ,做 高 难 动作 ,不 然 , 在 训练 的 
过 程 中 舒服 了 ,就 别 和 指望 出 好 成 绩 。 何 况 ,对 一 个 有 志 于 在 将 米 搞 
基础 研究 的 人 ,日 后 在 研究 工作 中 将 碰 到 的 难点 , 比 起 这 些 习 题 ， 
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及 要 高 出 著 干 个 数量 级 。 如 果 在 现在 面 对 这 种 习题 尚 有 里 难 , 那 又 
怎 能 指望 在 日 后 研究 工作 中 能 具备 克服 更 天 困难 的 能 力 和 信心 ? 

各 题 都 有 详细 提示 ,大 多 数 较 难 的 题 都 结 出 了 完整 解答 。 这 是 
因为 ,鉴于 这 些 题 的 难度 ,需要 有 一 个 解答 文本 在 ,以 作为 依据 。 对 
读者 而 言 , 笔 者 切 望 这 部 分 是 备 而 不 用 、 备 而 少 用 。 如 辜 到 一 个 题 
一 时 做 不 出 来 ,宁肯 上 暂 时 搁 一 搁 , 也 不 要 轻易 翻 着 解答 ,车 如 登山 ， 
经 过 珍 苦 努力 上 了 哮 顶 , 自 有 其 乐趣 和 成 就 感 。 反 之 ,如 在 未 尽 全 
力 之 前 就 住人 朱 上 去 , 则 不 惟 无 蔓 , 适 足以 挫折 信心 。 

以 上 就 习题 一 事 哮 叫 了 半天 ， 读 者 志 许 烦 了 ,就 此 和 打住。 后 言 
万 语 , 归 铬 到 一 点 ; 贡 望 天 家 多 做 题 ,做 难题 。* 千 里 之 行 ,如 于 足 
下 ”就 从 今日 开始 吧 ! 

本 书 的 出 版 ,得 到 中 国 科 学 技术 大 学 出 版 社 的 太 力 支持 。 赵 条 
堪 , 方 比 本 和 综 柏 其 等 诸位 教 搜 给 了 很 多 鼓励 和 帮助 ,特别 是 吴 订 
华 博士 ,在 百 忙 中 搜 宛 对 稿件 作 了 和 校 疗 , 花 费 了 不 宁 的 心力 和 时 
闻 。 对 以 上 机 构 和 同志 ,作者 谱 惜 此 机 会 表示 衷心 的 感谢 。 书 中 不 
委 以 至 诺 误 之 处 ,在 所 难免 , 尚 神 广大 读者 和 同行 专家 不 癌 指 教 。 
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第 一 章 预备 知识 


本 章 的 内 容 有 了 两 个 方面 :一 是 构成 一 个 统计 问题 的 诸 要 素 ,一 
是 统计 量 . 前 者 描述 了 一 个 统计 问题 的 提 法 中 所 涉及 的 种 种 概 
伪 ,而 统计 问题 的 解决 , 则 总 要 通过 统计 量 的 形式 去 表达 , 上 故此 二 
者 可 以 说 是 数理 统计 基础 中 的 基础 . 


1.1 样本 空间 与 样本 分 布 族 


数理 统计 学 的 任务 , 统 而 言 之 ,是 如 何 获得 样本 (观察 或 试验 
结果 ) 和 利用 样本 ,以 对 事物 的 某 些 未 知 方面 进行 分 析 、 推 断 以 至 
作出 一 定 的 决策 ， 对 “如 何 收集 样本 ”这 个 辣 题 的 研究 ,是 数理 统 
计 学 中 两 个 重要 分 支 学 科 一 一 试验 设计 和 抽样 调查 的 任务 ,本 书 
将 不 涉及 这 一 方面 ， 就 是 说 ,本 书 只 讨论 在 已 有 样本 的 情况 下 怎 
样 去 进行 统计 分 析 的 问题 . 

从 数学 上 说 ,样本 室 间 就 是 一 个 可 测 空间 (党 ,2) ,其 中 集合 
党 包 售 了 随机 元 天 的 一 切 可 能 取 值 ,用 是 名 的 某 些 子 集 构成 
的 a 域 . 依 专 的 概率 分 布 而 从 色 中 随机 地 抽出 的 一 个 元 素 ,就 
叫做 祥 本 .在 许多 常见 的 统计 问题 中 , 蕊 是 一 个 有 限 维 以 维 ? 随 
机 向 和 量 , 这 时 总 是 取 关 维 欧 氏 空间 R' 或 及 之 一 适当 的 Borel 子 
集 作为 和 2 ,而 取 孕 ” 的 一 切 Borel 子 集 作为 多 . 这 样 的 样本 空间 
称 为 欧 氏 样本 空间 ， 有 了 这 个 约定 ,我 们 就 不 必 在 每 个 场合 下 对 
样本 空间 进行 仔细 的 界定 了 . 

随机 元 XX 有 一 定 的 概率 分 布 .对 数理 统计 学 的 问题 ,F 总 
是 未 知 的 ,或 至 少 是 部 分 未 知 的 , 可 以 把 这 个 意思 说 成 ;,F 属于 某 
个 分 布 族 多 ,多 的 具体 含义 要 在 特定 的 统计 问题 中 作 确 急 的 界 

1 


定 ， 有 时 ,多 表述 了 我 们 对 某 . -特定 问题 在 理论 或 经 验 上 的 了 
解 , 有 时 则 仪 仅 是 一 种 假定 ,实际 上 往往 是 二 者 兼 而 有 之 . 例如 ， 
依 中 心 极限 定理 及 经 验 的 积累 ,有 …- 定 理由 认为 应 近似 于 正 
态 , 但 林 必 是 严格 正 态 ;于 是 取 多 为 正 态 分 布 族 就 也 包含 有 数学 

在 数理 统计 学 上 把 分 布下 称 为 样本 分 布 ,而 .多 则 称 为 禅 本 
分 布 族 , 也 有 称 之 为 总 体 分 布 和 总 体 分 布 族 的 ,这 二 者 其 实 是 一 
个 问题 的 两 面 :在 统计 上 把 随机 元 XX 称 为 总 体 , 严 是 王 的 分 布 , 自 
可 称 为 总 体 分 布 , 另 一 方面 ,样本 x 又 是 “ 依 瑟 的 分 布 ( 即 下 ?从 
< 家 "中 随机 抽取 ?所 得 , 故 x 也 有 分 布 , 称 之 为 样本 分 布 亦 在 理 
中 . 但 是 ,在 一 个 重要 祖 况 下 这 两 个 概念 的 通常 理解 有 些 差别 ,后 
面 将 要 说 明 . 

我 们 来 解释 一 下 概率 分 布 的 负荷 集 或 称 支撑 (sapport) 的 概 
念 . 设 天 是 R' 上 的 一 个 概率 分 布 ,eaER:. 以 a 为 中 心 > 为 半径 的 
球体 记 为 Sayr). 若 对 任何 r 盖 0,SCeyr) 为 五- 正 测度 集 , 则 称 < 
为 下 的 一 个 负荷 点 或 支撑 点 .一切 这 样 的 a 梅 成 的 集 4 ,就 称 为 
的 人 负荷 集 或 支撑 . 容易 证 明 4 为 团 集 , 故 F(A) 有 意义 .不 难 证 
明 : F(A) 二 1( 习 题 1) ,就 是 说 ,的 全 部 概率 都 在 集 4 上 . 这 解 
释 了 “负荷 ?或 “支撑 ?这 种 称谓 的 由 来 . 更 一 般 一 些 , 也 可 以 把 任 
一 满足 如 下 两 条 件 的 Borel 集 B 称 为 的 支撑 ;BCA4,F(B8) 二 1. 
给 出 这 个 灵活 性 有 其 道理 , 见 下 ,关于 负荷 的 概念 也 显然 可 推广 
到 下 为 一 般 距 离 空 间 上 的 非 负 测度 . 

设 有 一 个 定义 在 R* 上 的 概率 分 布 族 多 . 对 FE 灾 ,以 As 记 
五 的 支撑 , 则 集 4 一 UreswAs 称 为 多 的 支撑 ， 若 存在 一 个 Borel 
集 4, 它 是 每 一 个 GE. 多 的 支撑 , 则 称 .多 有 公 闪 支撑 、 有 公共 支 
撑 的 一 个 最 重要 的 情况 如 下 : 设 分 布 族 多 定义 于 欧 氏 可 测 空间 
( 呈 有 天), 设 关 为 此 空间 上 的 一 个 = 腿 的 测度 (对 “测度 ”, 如 无 
相反 申明 , 概 指 非 负 测 度 ) ,满足 条 件 

CC) 二 0=>F(C) 二 0， 对 任何 FE.F. 
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则 称 . 实 受 控 于 io 可 记 为 多 所 六 依 Radon-Nikodym 定理 ,对 每 
个 EF 相应 地 有 一 个 定义 于 党 的 非 负 Borel 可 测 函 数 六 使 
dr 一 jdpm 在 统计 上 称 了 为 分 布 五 对 测度 的 密度 记 
ACA={rirER ,f(r 0), 

易 证 (习题 2 : 若 4 六 天 4 与 天 和 多 无关, 刚 多 有 公共 支撑 ,万 
是 太 的 某 一 子 集 . 

我 们 来 看 几 个 简单 例子 . 设 多 为 一 维 指数 分 布 族 

dFetir) = Be I(r > Odr, 8 0, (1, 17 

这 里 了 是 指示 范 数 ， 对 每 个 00, 任何 xz 主 0 都 是 Fs 的 负荷 点 ,而 
z<0 则 不 是 . 故 PP 的 支撑 是 4 一 (1z:r 产 0) , 它 与 有 无 关 , 因 而 是 
公共 支撑 . 按 前 述 对 支撑 更 -… 般 的 定义 ,也 可 以 取 A= {zx:zr 半 0} 
作为 支撑 , 后 者 有 一 个 好 处 , 即 突出 了 相应 变量 只 到 正 值 的 性 质 . 

另 一 个 例子 是 离散 分 布 . 设 政 是 R* 上 之 一 离散 分 布 , 则 通常 
总 是 把 集合 4 二 {a:aER*,F({2})>>0) 作 为 下 的 支撑 ,这 也 要 按 
前 述 更 一 般 的 定义 才 行 , 例如 ,车 把 R* 的 一 切 有 理 点 排列 为 a1， 
az，"*' 而 定 必 分 布下 为 :FF( {4} 一 2 7 一 1,2, 呈 ， 则 易 见 R* 中 
任 一 点 都 是 下 的 负荷 点 ,而 按 起 初 的 定义 请 的 支撑 应 是 R', 而 不 
是 4= {ai;42,*"*) ,这 就 不 自然 了 ,但 按 后 一 定义 , 仍 可 取 F 的 支 
撑 为 4= {41,4:,…") ;这 就 是 我 们 要 把 支撑 的 定义 略为 推广 的 理 
由 之 一 ， 男 一 个 理由 是 ;车 不 这 样 做 ; 则 一 些 实质 上 有 共同 支撑 的 
分 布 族 ,严格 说 来 却 是 没有 共同 支撑 . 

现在 让 我 们 再 回 到 样本 空间 与 样本 分 布 族 的 问题 ， 有 一 个 特 
例 值得 讨论 一 下 . 把 随机 元 三 记 为 [和 …'X。) ,相应 地 把 样本 = 
记 为 (zi,… ,Zz,) .假定 下 1 , 芒 , 为 iid. (独立 同 分 布 ). 取 一 个 与 
XX! 同 分 布 的 随机 变量 守则 我 们 可 以 把 xz,…' xs 视 为 在 完全 同 
等 的 条 件 下 对 六 所 作 的 ”次 独立 观察 值 . 若 宇 有 分 布 六 , 则 及 有 
分 布 了 一 后 一 六 X…XF, 完 全 由 六 所 决定 ， 故 在 这 个 结构 中 ,可 
以 取消 关 和 下 的 地 位 ,只 要 久 入 就行, 这 时 ,通常 把 六 的 分 布 
六 的 族 称 为 总 体 分 布 族 , 它 天 定 了 样本 x 的 分 布 的 族 一 一 样本 分 


布 族 ， 故 在 这 个 特例 下 ,总 体 分 布 与 样本 分 布 有 明确 不 同 的 含义 ， 
相应 地 ,通常 就 把 zx,… ,x 称 为 “从 总 体 (或 变量 ) 文 中 抽取 的 
iid.《 或 随机 ) 样 本 ” 2 常 称 为 = (rz 的 样本 量 或 样本 大 
小 ,以 后 我 们 只 用 前 一 名 称 . 

样本 空间 连同 赋予 其 上 的 样本 分 布 族 , 构 成 一 个 统计 问题 的 
基本 要 素 , 它 的 确定 或 指定 ,给 予 了 问题 一 个 确定 的 统计 模型 ,也 
可 称 概率 模型 ， 这样 的 规定 派生 出 一 个 事实 , 即 现代 统计 分 析 的 
理论 .方法 ,万 至 统计 分 析 所 得 结果 药 解 释 , 莫 不 仰 避 于 概率 论 . 
这 对 于 现代 统计 学 中 的 两 大 流派 -一 频率 学 派 (或 古典 学 派 ) 及 
Bayes 学 派 都 一 样 成 立 , 只 是 对 样本 分 布 的 意义 的 理解 上 有 所 不 
同 而 已 . 说 到 这 个 样本 分 布 族 .多 (对 idd, 样本 的 情况 也 可 以 取 总 
笨 分 布 族 代替 之 ) , 按 其 结构 的 复杂 性 可 以 划分 为 以 下 也 类 ， 

1. 套数 族 . 当 多 中 的 分 布 的 一 般 数学 形式 已 知 ,但 包含 若干 
个 《通常 为 数 甚 少 ) 未 知 参 数 时 , 称 多 为 参数 族 . 形式 上 可 以 这 样 
说 :存在 某 一 个 维 数 = 的 欧 氏 空间 R' 的 一 Borel 子 集 四 ,使 多 中 
的 分 布下 可 以 与 日 中 之 点 8 建立 一 一 对 应 的 关系 . 这 样 ,可 以 把 
多 中 的 分 布下 记 为 Fe,8 称 为 参数 ,而 日 称 为 参数 空间 . 为 方便 
计 ; 也 可 以 把 任何 包 会 日 的 Borel 集 叫 做 参数 空间 . 通常 总 要 设 
法 到 最 小 的 ~, 这 时 r 可 以 称 为 所 论 统 计 模 型 的 维 数 , 故 有 一 维 统 
计 和 问题 (也 称 单 参数 统计 问题 ?和 多维 统计 问题 (多 参数 统计 问题 ) 
之 别 , 这 个 维 数 当然 不 能 与 分 布 F 本 身 的 维 数 混 为 一 谈 . 

很 多 在 统计 理论 或 应 用 中 常见 的 参数 分 布 族 , 读 者 当然 都 能 
耳熟能详 ,诸如 二 项 ,Poisson\ 正 态 ,指数 和 Weibull 分 布 族 之 类 ， 
在 此 也 暂 不 一 一 列举 了 . 

2. 非 参数 族 . 当 有 中 的 分 布 不 能 通过 有 限 个 未 知 参 数 去 刻 
画 时 , 安 称 为 非 驳 数 (分 布 ) 族 . 例如 ,多 是 一 切 一 维 对 称 分 布 ; 
是 一 切 其 期 望 ( 或 基 阶 矩 ) 存 在 有 限 的 一 维 分 布 ; 是 一 切 处 处 连续 
的 一 维 分 布 等 等 ,都 是 非 参 数 族 的 典型 例子 . 在 这 里 ,我 们 仍 可 以 
形式 地 把 多 写成 己 :0E 8, 并 称 日 为 * 参 数 空间 ”而 68 为 “参数 ”， 
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只 不 过 8 就 是 下 本身 ,而 日 就 是 久 而 已 . 这 种 形式 的 记 法 使 我 
们 在 表述 一 个 问题 时 不 必 一 定 要 分 别 参 数 和 非 参 数 两 种 情况 去 陈 
述 ， 

如 果 一 个 统计 模型 中 的 样本 分 布 族 多 是 ( 非 ) 参 数 性 的 , 则 
该 问题 称 为 ( 非 ) 参 数 统 计 问题 ,研究 非 参 数 统计 问题 的 统计 学 分 
支 称 为 非 歼 数 统 计 , 相 应 地 当然 也 可 以 定义 参数 统计 .习惯 上 并 
不 把 参数 统计 作为 统计 的 一 个 分 支 , 狭 义 地 说 ,也 可 以 把 多 为 正 
态 分 布 族 (或 加 上 另 一 些 常 见 的 重要 的 参数 族 ) 时 的 统计 问题 定义 
为 参数 统计 的 内 容 . 

3. 半 参 数 族 或 部 分 参数 族 . 这 个 名 词 产 生 较 晚 , 约 在 80 年 
代 . 本 来 , 据 .上述 定 义 , 任 一 指定 的 分 布 族 .%, 必 能 归 入 “参数 ”或 
“ 非 参 数 ” 两 类 之 一 ,因而 没有 所 谓 “ 半 参数 族 ” 存 在 的 余地 . 但是， 
如 果 不 基 只 着 眼 于 样本 (或 总 体 ) 的 分 布 本 身 而 是 把 注意 力 放 在 其 
某 一 重要 特征 上 , 则 情况 有 所 不 同 。 下面 就 一 个 近年 来 研究 很 多 
的 模型 来 说 明 这 一 点 . 

考虑 一 个 以 p 维 变量 (p 实 1) 全 和 一 维 变量 了 为 自 变量 ,一 锥 
变量 了 为 因 变 量 的 均值 回归 模型. 设 回归 函数 , 即 给 定 X==x 和 
了 一 上 时 Y 的 条 件 期 望 值 , 有 形式 

E(YIX=7x,T=0)=a+ rphi+ eu, (1. 2) 
其 中 和 8 分 别 为 一 维 及 户 维 未 知 向 量 ,g 为 定义 在 某 区 间 上 的 ， 
其 形式 未 知 的 函数 .可 以 要 求 g 满足 某 些 一 般 性 条 件 , 如 连续 ,或 
二 阶 导数 存在 有 界 之 类 ， 对 这 种 模型 ,如 按 其 分 布 去 划分 ,应 归 入 
非 参 数 一 类 , 因 (X ,本 ,Y) 的 分 布 族 并 不 能 通过 有 限 个 参数 去 刻 划 
之 . 但 是 ,由 于 在 回归 分 析 中 我 们 主要 重视 的 是 作为 该 分 布 的 一 
项 特征 一 一 回归 函数 (1. 2) ,而 (i. 2) 可 分 为 两 部 分 :a 十 zB 和 
(4) ;前 者 是 参数 性 的 而 后 者 是 非 参 数 性 的 , 据 这 一 点 ,把 上 述 统计 
模型 称 为 半 参 数 (或 部 分 参数 ) 的 ,将 这 个 例子 的 精神 如 以 类 推 ， 
可 以 举 出 其 他 一 些 半 参数 的 例子 . 但 是 ,“ 半 参数 ”的 概念 难于 用 
完全 精确 的 语言 加 以 界定 ,说 到 底 , 也 没有 这 个 必要 . 因为 ,把 一 
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个 统计 模型 归 入 和 何 类 ,对 其 处 理 方法 并 没有 多 大 的 影响 . 

在 本 节 的 末尾 我 们 要 介绍 一 种 在 理论 和 应 用 上 都 很 重要 的 样 
本 或 总 体 分 布 族 一 指数 型 分 布 族 . 它 包 含 了 统计 上 最 常见 的 一 
些 分 布 族 . 

设 有 欧 氏 可 测 空间 ( 绝 ,名 ) 及 其 上 的 有 限 测 度 pg. 设计 0 
和 了 都 是 定义 于 .各 的 Borel 可 测 函 数 . 设 日 为 一 上 集合， 
C>0 和 Qi… ,都 是 定义 在 日 上 的 坡 有 限 实 值 的 阴 数 ,满足 条 
件 


EF 
0< lcG) = | exp( DODTD) hs) < 0, 0€ 0, 
i=1 


(1.3) 


念 
dFa(z} 一 Cg)expl >o DT hr dCr), (1.4) 


则 称 {F,8E 昌 } 为 一 指数 型 分 布 族 . 

作为 例子 ,容易 看 出 统计 上 常用 的 几 个 分 布 族 都 是 指数 型 , 例 
如 : 

正 态 分 布 族 :和 一 (其 。] 天 为 j 庆 , ,公共 分 布 为 
Ma) ,参数 空间 上 日 = {0= (ao) :一 co<a<co0<as-eo) 为 
开 半 平面 . 取 x 为 R" 中 的 工 测 度 , 易 把 区 的 密度 写成 (1. 4 的 形 
式 , 其 中 上 一 2, 而 


hz) 一 1， TIX)=xo Dr/n, Tx) 一 一 Dad, 
1 一 1 了 
C0) = (ro) "Iexp(— na?/2g:), 
QC) 一 了 AT ， 名 :0) 一 17 302. 《1 ， 6》 


二 项 分 布 族 :: 邯 一 号 人 20) ,0<0<<1， 取 产 为 集 10,1， 和 n+ 上 
的 计数 测度 , 易 将 下 对 的 密度 写成 (1. 4) 的 形状 ,其 中 二 1, 市 


A(T) = 中 TX = x CO = (0 0)", 
定 


CO) 一 log(2A(1 一 全)， (1.6) 
此 表达 方式 当 8==0 及 8 一 1 时 失效 ,而 在 二 项 分 布 原来 的 形式 中 ， 
这 两 值 都 是 允许 的 ， 

Poisson 分 布 族 : PAX 一 站 一 e 下 [il i 一 01112, 呈 18>0. 即 皮 
为 集 {0,1,2,…} 上 的 计数 测度 , 易 将 三 对 产 的 密度 写成 (1. 4) 的 
形状 ,其 中 & 一 1 而 

hz) 一 /rl Tr) = x CD = eet, Q (0) 一 log2， 

《1.7) 
此 表达 方式 当 8 一 0 时 失效 ,而 在 Poisson 分 布 原来 的 形式 中 ,6 可 
以 取 5 为 值 . 

参数 空间 如 中 每 一 元 8 都 满足 (1.3), 但 日 不 一 定 包 含 了 全 
部 满足 (1. 3) 的 2 全 部 这 样 的 8 构成 一 集 @,, 它 是 该 指数 族 和 参数 
空间 可 能 最 大 的 扩充 , 称 为 该 指数 型 分 布 族 的 自然 参数 空间 ， 以 
上 所 举 诸 例 中 的 参数 空间 都 是 自然 参数 空间 . 

车 按 dy 二 hdg 引进 测度 5 ; 则 (1. 4) 右 边 的 hzydpytx) 用 dy(x) 
取代 ,因此 不 失 普 遍 性 不 妨 设 Ar 二 1， 保 留 这 个 产 的 意义 在 于 :在 应 
用 上 常见 的 指数 型 分 布 族 或 是 (对 工 测 度 ) 绝 对 连续 ,或 是 离散 
的 , 这 时 可 取 dy 一 dx 或 & 为 某 可 列 集 上 的 计数 测度 ,这 种 取 法 就 
不 可 能 排除 函数 .在 有 些 理 论 性 的 讨论 中 的 具体 形式 不 重 
要 ,这 时 取 上 =] 是 方便 的 . 《1.4) 的 另 一 个 有 用 的 简化 如 干 : 取 新 
参数 人 六 一 (下 外) 其 中 大 一生 (的 ,可 以 把 (1.4) 写 为 


下 
dFor (x) 一 CC Jexp|[ DB TTI) hr dnl), 
把 2' 和 C* 仍 改 回 到 8 和 CC, 得 
dFsCz) = C(O)expl >07, (x)) htrydpCr). 《18) 


就 是 说 ,不 失 普 遍 性 可 设 (1. 4 中 的 驴 ( 及 就 是 8 的 第 ; 分 量 员 , 当 

然 ,(1 4 和 (1.8) 中 的 8 的 含义 不 同 ， 常 把 (1. 8) 称 为 指数 型 族 的 

自然 形式 ,通常 在 有 关 这 个 分 布 族 的 理论 研究 中 ,总 是 取 这 个 自然 
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形式 作为 出 发 点 . 这 个 形式 ,除了 较 简单 之 外 ,还 有 一 个 优点 , 即 
(1. 8) 式 中 的 “自然 参数 ”6 是 取 实 信 , 而 在 原形 式 (1.4) 中 则 不 必 
如 此 .因此 , 白 然 形式 下 指数 型 族 的 自然 参数 空间 日 是 R* 之 一 子 
集 . 很 容易 证 明 :8 是 一 个 凸 集 . 我 们 把 这 个 事实 的 简单 证 明 留 给 
读者 . 因此 , 若 8 为 一 维 , 则 自然 参数 空间 必 是 一 个 芭 问 ,这 区 间 
可 以 是 有 限 或 无 限 ,并 、 财 或 半 开 半 闭 都 有 可 能 (习题 32). 


由 于 exp( >72T;(z)j > 0 而 六 与 6 无 关 , 按 前 面 提 到 的 判别 


法 ,指数 型 分 布 族 必 有 共同 支撑 . 这 是 指数 型 族 的 一 个 很 好 的 性 质 . 
由 此 可 知 ,均匀 分 布 族 {RR(0, 的 ;00 以 及 一 般 的 截 妊 型 分 布 
族 ,都 不 可 能 是 指数 型 的 ， 另 一 方面 ,有 共同 支撑 的 分 布 族 也 可 以 
不 是 指数 型 Cauchy 分 布 {(1 十 (xz 一 们 51rIdz 一 co<0<cc} 
就 是 一 俩 (习题 39). 

指数 型 族 的 另 ~- 个 优点 是 其 良好 的 分 析 性 质 , 见 于 下 述 定 理 ; 

定理 1.1 设 4 一 (a,**+,ax) 是 指数 型 族 (1. 8) 的 参数 空间 名 
的 一 个 内 点 , 则 函数 


上 
HO = C0) = | exp( POTD) ds), dy — hdn 
吝 ， i=} 


《1, 9) 
在 a 点 连续 ,其 在 a 点 的 任意 阶 偏 导数 皆 存 在 且 可 以 在 积分 与 下 
求 导 . 
证 明 找 c>0 使 关 个 点 (op 起 )=(a 士 cax 士 c) 都 在 
日 内 . 若 5 二 (B80) 而 |8|<c,1 人 i, 则 有 
exp{ (al + EIT Cr) A expl Ca + oTiz)) 
十 exp((a; 一 人 TiT))， 1 和 工 雪 是， 


于 是 有 
中 由 
exp{ Da + ITA E Dexp( DdT x))= HU), 
i=1 i=| 


此 处 >， 表示 对 (qd1,…,d) 求 和 且 遍 及 上 述 站 个 点 . 按 c 的 取 法 
名 


知 |_Hdv < oo, 央 此 由 控制 收 敏 定理 知 当 &0,1<i<k 时 ,有 


| expl >》， (ai 十 HIT. Cr) ) dv(x) 一 | exp! YaiT (x)) dy(x), 
人 pp EE 全 i 


这 证 明了 定理 的 前 一 结论 . 

为 证 后 一 结论 ;我 们 来 讨论 瑟 对 6 的 一 阶 篇 导数 ,这 个 场合 
的 证 法 很 容易 推广 到 一 般 的 高 阶 混合 偏 导 数 的 情形 (用 归纳 法 , 设 
9 瑟 ( 和 /609.29 对 7 委 mr 时 已 证 ,去 证 明 它 对 +r 二 mm 十 1 也 对 ). 
其 次 ,在 考 虚 对 0 的 偏 导数 时 名,… ,6 之 值 保 持 不 变 , 故 为 方便 
计生 不 失 普 遍 性 ,不 妨 设 外 二 1, 并 分 别 以 8 和 a 记名 及 al: 人 了 T 记 
Ti， 有 

(本 ke 和)) — Ha) 


一 [expCaT Cz)) (exp OT (x)) — lb dr 


取 c 汪 0 充分 小 ,使 4 土 2tc EQ, 设 0 三 |8 过 ce, 有 
lexp (ET Cr)) — 311/85| = IT(r) |expBT ED), IB| Be 
找 常 数 M, 使 |t| 筷 Me" 十 Me“, 对 任何 实数 1. 则 由 此 与 上 式 , 并 
利用 此 |<ce, 有 
lexp (ET (x)) — 11715| 
EE Mexp((d © oT Mexpltd 一 cy， 

国 此 有 

lexp aT (tz)) (exp ET Cz)) — 1)76| 

Mexpl(la + +ITC)) + Mexp((a tb — TOY) 

Mexplta 十 2c)T Er) 十 2MexplaT' (zr)) 

十 Mexp(l(a 一 2c})T (rz)) SE Hr), 


由 a 十 2cE @, 知 | Hdv < co . 于 是 由 控制 收敛 定理 ， 
lim CH (a + 站 Hl 


= lim | explaT (xz) (exp (ET)) — 6-:dy(z) 
直下 号 


一 exp(aT(z)) im(expdT(r)) — 1)67 1du(z) 


一 | Tir)exp(taT (rdyv(r), 
.有 


这 证 明了 所 要 结果 . 定理 证 毕 . 

注 1 若 9 是 自然 参数 空间 的 内 点 , 则 厂 01 委 js) 的 各 阶 征 
都 看 在 , 且 可 通过 在 积分 号 下 求 导 算出 ,例如 ,在 (1. 9) 两 边 对 负 
求 导 , 有 


— C+(9)aC00) /0 = | exp DAT)) Ti Cr Yd Cx), 
a A 


因此 有 ET (CX)}= 一 (CD) BC 的 7 归 一 一 aogC(C 的 7 了 .类似 
地 ;有 CovdT1CX) ,Ts 六 )) 一 一 logC( 引 /9,9,, 等 等 ， 

注 2 本 和 定理 很 容易 推广 为 下 述 较 一 般 的 形式 : 设 g 为 定 闵 
于 骂 的 Borel 可 测 函 数 . 令 


证 
GOO) = | glexp( POTD) ds) GL10) 


以 昌 记 一 切 使 上 式 中 的 积分 存在 有 限 的 8 之 集 , 而 a 为 @ 之 一 内 
点 ; 则 在 a 点 连续 ,日 GG 在 a 点 的 任意 阶 偏 导数 都 存在 并 可 通 
过 在 积分 号 下 求 寻 而 算出 . 事实 上 ,车 g 非 负 , 则 引进 新 测度 
5 二 gdv; 即 转化 为 定理 1. 1 的 情形 . 一 般 情况 可 通过 将 g 表 为 两 
个 非 负 函数 之 差 而 证 明 ， 

注 3 设 积分 (1.10) 在 了 中 其 点 a 的 邻 域 V 内 存在 有 限 , 则 
易 见 当 饭 取 复 值 六 一 wo 十 is 时 ,该 积分 在 复 区 域 
U= {0 Om) EV — LB Lo0,l EjEE) 
内 也 处 处 存在 有 限 . 这 是 因为 


lexp| Dt + iB)T, (x) | 一 expl aT)), 


仿照 定理 1.1 的 证 法 , 略 有 点 小 的 修改 ， 容易 证 明 ， GCD) 作 为 个 

复 变数 名,…, 外 的 函数 ,在 U 内 处 处 连续 ,其 各 阶 偏 导数 存在 且 

可 以 在 积分 号 下 求 导 而 得 到 . 因此 ,GG 是 下 的 解析 还 数 ,这 
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个 事实 在 后 面 有 用 . 
1.2 统计 决策 理论 的 基本 概 您 


要 完整 地 描述 一 个 统计 问题 ,除了 其 统计 模型 一 一 样本 空间 
与 样本 分 布 族 外 ,还 必须 明确 以 下 两 点 :中 需要 解决 什么 问题 , 即 
所 得 结论 采取 怎样 的 形式 ,名 用 怎样 的 准则 去 判定 不 同 的 解法 
的 优 劣 ,Wald 于 1950 年 创立 的 统计 决策 (又 称 统计 判决 ) 提 供 了 
阐释 这 些 问题 的 一- 种 方便 的 框架 . 

按 Wald 理论 的 观点 ,一 个 统计 间 题 的 完整 描述 ,包含 三 个 要 
素 , 其 一 就 是 上 节 讨 论 的 样本 空间 和 样本 分 布 族 ,另外 两 个 则 分 别 
针对 我 们 刚才 提出 的 两 个 问题 ,它们 是 ， 

1 行动 空间 ,或 称 决策 空间 , 即 对 所 提问 题 所 有 可 能 作出 的 
结论 或 答案 的 总 合 4. 例如 ,问题 是 通过 对 -- 批 产品 进行 抽样 检 
验 以 决定 是 否 接 爱 该 批 产品 ,可 能 的 结论 有 两 个 :ea 一 一 接收 ， 
4 一 一 拒 站 ,于 是 4 二 {aosat} ;即行 动 空间 仅 由 两 个 元 素 神 成, 不 
论 w 或 a1 都 代表 人 们 采取 的 一 种 决策 或 行动 ,因此 在 本 例 中 ， 
pez ab 第 空间 的 用 记 玫 其 局 自然 在 有 些 例子 中 ,所 

结论 或 答案 不 一 定 立 即 牵涉 具体 的 行动 ,但 我 们 不 必 拘 泥 于 这 

如 果 我 们 的 问题 是 要 通过 从 该 批 产品 中 抽样 以 估计 其 不 合格 
品 率 , 则 行动 空间 4 可 取 为 闭 区 间 [0,1]( 点 估计 ), 或 [0,1j] 区 间 
的 一 切 子 区 间 之 集 ( 区 间 估 计 )， 对 前 者 而 言 ,4 中 的 一 元 a 表示 
“用 a 去 估计 该 批 产品 的 不 合格 率 ” 这 个 行动 或 决策 ,对 后 者 有 类 
但 的 解释 . 又 如 ,有 7 批 产品 ,要 通过 抽样 检验 来 对 其 不 合格 品 率 
ee 一 个 次 序 , 则 行动 空间 4 包含 -! 个 元 ,每 个 元 都 是 (1， 

,7) 的 菜 一 置换 . 便 如 , (i ,is,… ,i) 表 示 这 样 一 个 结论 ;第 己 
检 产 品 不 合 相 品 率 最 高 其 次 是 汪 za 批 ,… 等 等 . 

大 多 数 常 见 的 统计 问题 ,其 行动 空间 4 不 外 乎 这 三 种 情况 ， 
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中 4 包 会 两 个 元 素 . 这 种 情况 一 般 可 解释 或 归结 为 有 关 参 数 9 的 
假设 检验 问题 ， 如 在 上 便 中 ,是 否 接 受 该 批 产 品 ,取决 于 其 不 合格 
曲率 8 的 值 . 可 以 指定 这 样 一 个 值 %, 当 As 时 认为 不 合格 品 率 
足够 小 ,以 至 认为 接受 该 批 产品 有 利 . 若 bu 则 反 是 ， 于 是 ,是 
否 接 受 该 批 产品 的 问题 归结 为 检验 二 项 分 布 8(n, 拉 中 有 关 8 的 
假设 $6 的 问题 . @@ 4 是 欧 氏 空间 中 的 一 个 区 域 . 这 种 情况 一 
般 可 解释 为 有 关 和 参数 2 的 点 或 区 间 估 计 问 题 . @@ 4 中 包含 有 限 个 
元 ,其 数目 大 于 2. 这 种 情况 照 理 说 在 应 用 上 出 现 很 多 很 重要 , 旦 
往往 在 提 法 上 比 假 设 检验 的 提 法 更 合理 更 自然 ,但 这 种 情况 ( 称 为 
多 判决 问题 ) 在 目前 数理 统计 学 中 研究 得 比 前 两 种 情况 少 得 多 ,大 
概 蚌 由 于 其 在 数学 上 不 易 处 理 因而 难于 得 出 深入 的 结果 . 

2. 损失 函数 . 针对 每 一 具体 情况 ( 即 参 数 9 的 具体 值 ), 各 种 
可 能 的 行动 或 类 策 ,其 优 省 有 差别 . 如 在 上 例 中 ,真实 的 不 合格 品 
率 为 0, 而 我 们 采取 a 这 个 “行动 ", 即 用 a 去 估计 9, 显然 ,a 一 9 这 
个 行动 最 好 ,a 离 8 辣 远 就 愈 差 ，Wald 引进 一 个 定义 于 @Bx4 上 
的 非 贷 阔 数 L(8,4), 以 从 数量 上 来 刻画 这 个 优 劣 程度 ， 注 意 工 是 
代表 因 采 取 行动 a 而 带 来 的 损失 , 故 LC9,a) 盖 小 ,行动 a 就 傅 好 . 
如 在 前 例 中 ,针对 4 一 {a6,a1} 和 4 一 [0,1] 这 两 种 情况 ,损失 函数 
可 分 别 取 为 


Ld,a) = | 


0， 当 明知 久 一 或 站 页 一 G， 
1， 当 8 过 由 一 拉 ) 或 有 > 扩 ,a 一 co 
LO,a) 一 《0 一 ay’, 

前 一 个 取 法 体现 了 假设 检验 中 的 两 类 错误 并 认为 这 两 类 错误 的 后 
沫 一 样 ,后 者 是 著名 的 平方 损失 函数 ,在 点 估计 的 理论 中 用 得 很 
多 . 

行动 空间 及 损失 函数 ,连同 样本 空间 与 样本 分 布 族 ,就 构成 一 
个 统计 决策 问题 的 完整 提 法 (在 Bayes 统计 中 还 需要 规定 如 的 先 
验 分 布 , 以 后 再 讨 论 这 个 问题 ?， 关 于 Wald 理论 的 简短 评述 见 后 . 
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(统计 ?决策 函数 及 其 风险 函数 


定义 于 样本 空间 肥 上 而 取 值 于 行动 空间 上 的 滑 数 58, 称 为 是 
该 统计 决策 问题 的 -个 决策 函数 或 称 判 决 函 数 ， 一 ' 旦 根据 某 种 考 
虚 选 定 了 这 样 一 个 决策 函数 5, 则 每 当 有 了 样本 xz 时 ,算出 (x)， 
它 慎 及 的 一 元 ,就 用 它 作 为 我 们 所 采取 的 行动 或 决策 。 因此 在 
Wald 的 理论 中 , 解 岂 一 个 统计 问题 ,就 是 要 选取 .一 个 适当 的 决策 
函数 . 

当真 正 的 参数 值 为 9, 选用 决策 函数 8, 则 当 样 本 为 工时 ,所 蒙 
受 的 损失 为 LC(9,5tz))， 此 值 愈 小 ,6 也 就 愈 好 ， 但 这 个 损失 依赖 
于 参数 真 值 8 和 样本 xz, 前 者 未 知 而 后 者 为 随机 的 , 故 需 要 寻找 某 
种 综合 性 指标 以 作为 比较 的 标准 . 目前 在 统计 决策 理论 中 锋 用 的 
指标 是 损失 工 (58,5(Cx)) 的 期 望 值 


R06) — EL(0,6(X))) = | L096C2))dPslz). 


这 里 的 记号 Es, P, 都 是 为 了 强调 :计算 期 望 和 概率 是 在 参数 值 为 
6 的 条 件 下 进行 的 . R(8,6) 称 为 决策 函数 5 的 风险 函数 , 它 就 是 当 
参数 值 为 时 ,采用 决策 函数 8 的 音 均 损失 ,风险 意 小 ,决策 函数 
就 意 好 . 设 2 和 9 为 两 个 决策 函数 ,如 果 

RB,60) ROO)H), oD OE HB, {1. 11) 
则 称 5, 一 致 地 优 于 5 如果 至 少 对 一 个 8 上 式 成 立 严 格 的 不 等 
号 , 则 称 6。 严格 地 一 致 优 于 5. 这 时 ;从 风险 尽 可 能 小 的 角度 看 ,就 
没有 理由 采用 $, 因 为 用 6。 有 更 好 的 效果 (当然 ,在 应 用 上 也 还 有 
别 的 考虑 ,如 计算 上 的 方便 ,直观 上 是 否 易于 为 应 用 者 接受 等 , 损 
和 失 涵 数 的 选择 及 采用 综合 指标 尽 (9,0) 的 合理 性 也 可 能 受到 质 
疑 ). 假定 存在 这 样 一 个 决策 函数 高 ,使 对 任意 的 决策 应 数 6 都 成 
二 (1.10), 则 称 5 为 一 致 最 优 的 - 假如 这 种 5, 真正 存在 , 则 在 风 
险 尽 可 能 小 的 原则 下 , 它 是 最 好 的 选 拓 .可 懂 的 是 ,在 任何 有 意义 
的 统计 决策 问题 中 ,这 样 的 8 绝 不 可 能 存在 .因此 ,为 了 通过 风险 
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函数 去 比较 决策 晤 数 的 优 劣 ,还 须 建立 较为 松 怠 的 比较 准则 ,这 个 
问题 在 以 后 有 机 会 讨论 . 

为 定义 风险 函数 ,需要 积分 | ，L(9,3Cr))dPo(x) 有 意义 . 这 
须 对 了 及 了 加 上 一 些 可 测 性 条 件 ,例如 ， 

1 在 行动 空间 中 引进 o 域 .57(,a) 作 为 “的 浮 数 ,为 3 
可 测 

2 3(z) 为 到 .可 测 ， 
这 两 条 ,加 上 非 负 的 事实 ,保证 了 上 述 积 分 有 意义 . 

下 面 来 介绍 两 个 与 风险 函数 的 比较 有 关 的 重要 概念 

容许 性 一 个 决策 函数 ,如 果 存 在 着 一 决策 函数 5" ,其 风险 
函数 严格 地 一 致 优 于 6, 则 称 6 是 不 可 容许 的 ,否则 就 是 可 容许 
的 , 这 名 称 的 米 由 显然 : 若 把 “风险 尽 可 能 小 ”作为 选择 决策 西数 
的 唯一 标准 , 则 自然 会 6 而 用 63. 不 过 ,在 现实 中 没有 这 么 简单 
决策 函数 在 直观 上 看 的 合理 性 ,易于 为 实用 者 接受 与 否 ,计算 上 的 
难 易 等 ,都 可 与 取 含有 关 ， 还 有 损失 定 得 是 否 合理 ,及 风险 ( 它 是 
平均 损失 ) 作 为 衡量 优良 性 的 指标 的 合理 性 等 ,都 可 受到 质疑 

在 数理 统计 学 中 ,讨论 两 类 容许 性 问题 :一 是 证 明 特定 的 决策 
函数 为 容许 或 否 ,一 是 寻求 在 一 特定 问题 中 全 部 可 容许 决策 函数 
这 是 理论 统计 学 中 最 围 难 的 方面 之 一 ,至 今 进展 有 限 并 主要 限于 
几 类 简单 的 参数 估计 模型 中 第 二 ,三 章 中 有 些 简短 的 讨论 . 

(决策 函数 的 ?完全 类 与 本 质 完全 类” 设 / 为 一 类 决策 函数 ， 
JiCJ 车 对 任何 5EJ 一 让 , 必 存在 EJ 严格 地 一 致 优 于 5, 则 
称 卫 为 (J 的) 完全 子 类 . 如果/ 就 是 全 体 决策 函数 的 类 , 刚 万 党 
称 为 完全 类 . 车 在 上 文中 将 “严格 地 ”一 词 删 去 , 则 J 称 为 本 质 完 
全 子 类 .Wald 决策 理论 的 一 个 中 心 问题 ,就 是 在 一 定 条 件 下 , 确 
定 某 种 符 定 的 决策 函数 类 为 完全 或 本 质 完全 的 . 这 概念 的 直观 解 
释 无 需 再 重复 了 ， 
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随机 化 决策 函数 


前 面 定义 的 决策 函数 有 壕 下 性 质 : 只 要 有 了 样本 名 ,就 唯 
一 地 定 了 所 要 采取 的 行动 4=6(x)， 有 时 ,在 某 种 情况 之 下 这 样 
做 不 ~ 定 合适 . 看 一 个 例子 : 设 某 厂 每 月 提供 一 商店 某 种 产品 若 
干 ， 双方 约定 ;商店 是 否 接 受 任 一 批 产品 ,全 凭 抽样 福 验 的 结果 而 
定 , 每 批 抽检 10 个 产品 ,双方 都 同意 : 若 其 中 不 合格 癌 数 上 一 0, 则 
商店 应 接受 该 批 产品 ;车 rz 之 2, 则 应 拒 收 ， 但 对 zx 一 1 的 情况 双方 
有 分 玻 , 若 此 时 判定 接 爱 该 批 产品 ,商店 认为 不 利 ; 若 不 接 爱 , 刚 厂 
家 认为 不 利 . 后 经 协商 ,双方 同音 这 样 做 : 当 zx 一 1 时 据 一 个 铜板 ， 
若 现 正面 , 则 接受 该 批 产品 ,否则 就 拒 收 ， 这 样 的 决策 函数 称 为 随 
机 化 的 ,因为 当 某 些 样 本 x 出 现时 ,所 应 采取 的 行动 还 不 能 完全 
定 下 来 ,而 是 要 通过 一 个 (与 + 有 关 的 ) 随 机 机 制 去 确定 之 . 

将 本 全 的 想法 加 以 推广 ,就 可 以 给 出 一 般 的 随机 化 决策 函数 
的 定义 . 设 样 本 空间 为 (2 , 双 ) ,行动 空间 为 4. 取 4 的 某 些 子 集 
构成 的 = 域 有 所 谓 随机 化 决策 函数 ,是 指 一 个 定义 于 孚 -X 吧 ， 
的 函数 SCz,8) ,满足 以 下 的 条 件 :对 任何 x€ 名 ,8(x,* ) 是 .到 4 
上 的 一 个 概率 测度 ,每 当 有 了 样本 x, 就 依据 这 个 概率 分 布 从 A 中 
挑 出 一 元 a, 作 为 采取 的 行动 如 果 对 一 切 zE 党 ",5Cx，*，) 的 分 
布 都 退化 到 某 一 元 a:( 与 xz 有 关 ) , 则 回 到 原来 的 情形 . 这 种 情况 
可 称 为 非 随机 化 决策 函数 . 

对 随机 化 决策 函数 也 可 以 定义 其 风险 函数 ,要 分 两 步 走 ;第 一 


步 是 在 已 有 样本 的 条 件 下 计算 平均 损失 , 它 等 于 | Z(b,a)6(z， 
da). 第 二 步 就 是 把 后 者 对 z 求 平均 .由 此 得 到 
RG,5)= E| | L(0,a)60X ,da)]| 


| {fc0,08cr, da)) aPstz). 


为 了 第 一 步 中 的 积分 有 意义 ,L(68，，) 必 须 是 多, 可 测 的 ,这 个 要 
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求 在 前 面 已 提出 过 了 .要 后 一 积分 有 意义 ,| 工 (va)8C- ,da) 应 
为 儿 可 测 .为 达到 这 一 点 ,应 要 求 对 任何 BE 3894,6(， ,8) 为 多 
可 测 . 因为 ,容易 证 明 : 对 任何 定义 于 4 上 的 3 可 测 非 负 函 数 
,积分 g(x) = | f(a)3Czsda) 作为 x 的 函数 ,为 多 可 测 事实 
上 ,这 个 结论 当 了 为 5 中 某 集 互 的 指示 函数 时 对 (此 即 刚才 对 4 
的 补充 假定 ). 于 是 可 用 测度 论 中 的 标准 方法 ,由 指示 函数 推 到 非 
负 简单 区 数 , 再 到 一 般 的 非 负 可 测 函 数 . 

随机 化 决策 函数 在 理论 上 的 作用 ,主要 在 于 ,在 某 些 情况 下 为 
达到 具有 某 种 标准 或 优良 性 的 解 , 须 采 用 这 种 决策 函数 .一 个 熟 
悉 的 例子 是 : 当 对 离散 型 分 布 的 参数 作假 设 检验 时 ,为 精确 达到 某 
一 指定 的 检验 水 平 ,可 能 有 必要 实施 随机 化 .我 们 前 而 举 的 例子 
就 属于 这 种 情况 .实用 上 这 种 决策 函数 用 得 不 多 ， 


对 决策 函数 理论 的 简短 评论 


Wald 的 决策 函数 理论 把 几 类 常见 的 统计 问题 归纳 到 一 个 统 
一 的 框架 之 中 ,这 一 点 是 Wald 在 其 著作 中 所 声称 的 他 建立 这 一 
理论 的 考虑 . 自 那 时 以 来 近 50 年 的 统计 学 发 展 表 明 , 唱 然 这 个 理 
论 也 产生 了 若干 有 一 般 性 意义 的 结果 , 它 并 不 能 替代 各 分 支 的 研 
究 , 如 假设 检验 与 参数 估计 . 问题 性 质 不 同 ,所 用 方法 也 各 有 其 特 
点 ,不 是 一 个 笼统 的 框架 所 能 概括 得 了 的 . 但 是 ,决策 函数 理论 有 
助 于 我 们 从 更 多 的 角度 去 审视 原先 的 一 些 问 题 , 因 而 丰富 了 研究 
内 容 . 例如 参数 估计 中 的 Minimax 估计 ,容许 性 等 概念 ,是 依 这 
个 理论 而 导出 的 ,并 成 为 参数 估计 中 重要 的 研究 内 容 . 决策 函数 
理论 对 统计 各 分 支 的 影响 大 小 有 别 ,对 参数 估计 这 个 分 支 影 响 最 
大 ,而 对 像 非 参数 统计 等 分 支 则 其 小 . 

统计 鼎 策 的 理论 通过 引入 损失 函数 ,把 统计 问题 的 解答 与 经 
济 上 的 得 失 直 接 挂 上 和 匆 , 这 有 助 于 使 统计 方法 更 切 近 于 实用 . 但 
是 ,对 这 种 提 法 也有 一 些 争 议 . 在 一 些 问题 中 ,特别 是 在 其 主要 目 
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的 是 为 了 科学 研究 和 和 寻求 知识 的 活动 中 ,一 个 “行动 * 的 后 果 不 见 
得 便于 从 经 济 上 去 衡量 ,例如 通过 实验 去 估计 某 一 物理 常数 . 即 
使 在 这 种 后 果 可 合理 地 折算 或 归结 为 金钱 的 得 失 的 场合 ,其 得 失 
的 大 小 也 往往 难于 确定 ， 而且, 拿 损失 的 平均 , 即 风 险 , 作 为 决策 
函数 优良 性 判 据 也 可 以 有 蜡 议 ,因为 平均 值 的 作用 要 在 大 量 重复 
中 才能 体现 出 来 ,而 许多 问题 按 其 性 质 却 是 “一 次 性 ”的 ,由 于 统 
计 决 策 理 论 有 上 述 这 些 不 尽 如 人 意 之 点 ,有 一 种 意见 主张 对 统计 
和 问题 采取 “ 纯 推 断 ” 的 看 法 , 即 统计 的 目的 是 通过 样本 推断 总 体 , 邑 
获得 有 关 总 体 分 布 或 其 某 种 特征 的 知识 . 这 种 看 法 有 两 个 困难 : 
其 一 是 有 的 问题 不 能 从 纯 推 断 的 角度 着 眼 . 举 一 个 简单 例子 : 设 
要 通过 抽样 调查 估计 某 批 产品 的 市 场 容 量 C， 而 高 估 或 低估 造成 
的 经 济 上 的 后 果 有 不 同 ,例如 由 高 估 造 成 的 积压 的 损失 , 比 低 佑 所 
导致 的 利润 减少 的 损失 更 大 ,这 时 就 不 能 像 在 “ 纯 推断 "中 那样 力 
求 把 C 估 得 尽量 准确 ,而 是 要 适当 贪 低 一 些 , 这 一 点 在 决策 函数 
理论 中 下 通过 引进 适当 的 损失 函数 去 体现 出 来 ， 另 一 个 问题 是 : 
统计 推断 如 要 考虑 优良 性 ,就 可 能 以 至 必须 与 某 种 实际 上 可 解释 
为 损失 函数 的 东西 联系 起 来 . 因此 ,不 大 可 能 把 二 者 截然 划 开 . 
例如 在 无 偏 估计 中 方差 小 者 为 优 ? 这 个 原则 ,与 平方 损失 关联 . 


1.3 统 计 量 


设 随机 元 X 的 样本 空间 是 ( 免 , 久 ,) ,而 人 2, 多) 是 一 可 测 
空间 . 定义 在 和 上 取 值 于 7 的 可 测 通 数 人 了 ( 即 TC4) 二 {x;x 
EBT(T)E A}ED, 对 任何 AE 光 r) 称 为 (是 样本 zz 的) 一 个 统 
计量 统计 量 可 以 说 是 对 样本 的 加 工 一 一 把 通常 是 一 大 堆 杂 乱 无 
章 的 数据 加 工 成 少数 几 个 有 代表 性 的 数字 ,它们 集中 地 反映 了 样 
本 中 所 包含 的 我 们 感 兴趣 的 信息 . 在 上 述 定义 中 要 注意 两 个 要 
点 :一 是 统计 量具 依 束 于 样本 而 不 依赖 于 尾 何 未 知 的 量 ,尤其 是 不 
能 依赖 于 样本 分 布 的 参数 . 二 是 在 谈 到 一 个 统计 量 了 时 ,心目 中 
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必须 有 一 个 可 测 空间 与 之 相关 联 . 在 绝 大 多 数 倩 况 下 了 是 一 个 有 
限 维 实 向 量 ,这 时 了 为 欧 氏 空间 R" 或 后 者 之 一 Borel 子 集 , 而 
多, 则 总 是 取 为 甸 的 一 切 Borel 子 集 所 构成 的 = 域 . 以 后 凡 磁 到 
这 种 情况 ,我们 就 不 去 对 (了 ,多 ,) 作 仔细 的 描述 了 ， 

有 许多 统计 量 是 由 估计 总 体 分 布 的 某 种 特征 而 产生 ,如 样本 
均值 ,样本 方差 ,样本 此 ,样本 相关 系数 和 样本 回归 系数 之 类 ,其 命 
名 就 是 该 总 体 特征 前 加 上 “样本 ”两 字 . 也 有 不 少 的 统计 量 不 是 源 
出 这 一 途径 ,它们 也 往往 有 其 特定 的 名 称 . 下 面 是 几 个 例子 . 

例 1.1 设 有 (名 ,加 ,,Py) ,0E 8,8 为 参数 空间 , 设 (Po,9€ 
昌 ) 受 控 于 号。 上 某 o 有 限 测 度 上 记 pelx)==dPoelz)/dp; 即 Py 对 
上 的 Radom-Nikodym 导数 ,每 个 样本 x 确定 了 一 个 定义 于 全 上 
的 函数 (外 二 ps(r),6E 9B. 定义 T(x) 二 函数 LL( 称 为 似 然 函数 )， 
则 了 是 一 统计 量 . 这 里 有 必要 指明 (了 ,名 ) 如 何 定 , 可 以 把 久 
定义 为 人 @ 上 一 切实 函数 之 集 ,而 鹏 是 一 切 满足 下 述 条 件 之 集 4 
的 类 :4C7 (zszE5 NE4E5. 易 见 贸 是 一 个 so 域 . 

例 1.2 设 样本 x 《zi…;z)ER", 把 zz 按 由 小 至 
天 排列 为 Tely TT T(x) 一 {zo 3 )， 或 其 一 部 
分 ,例如 zyzom 或 (zyzom)， 称 为 次 序 统计 量 . Zo; 和 Zw 也 常 
称 为 极 值 统计 量 . 设 0<p<<1, 则 zeroi 称 为 样本 分 位 数 . 若 
为 奇数 , 则 ztLbDm 称 为 样本 中 位 数 . 当 = 为 偶数 时 通常 把 样本 
中 位 数 定 尖 为 ( Te Forn) /2. 

一 个 统计 特征 量 ,车 其 计算 可 以 从 统计 量 工 出 发 进行 , 自 应 
比 从 原 祥 本 关 出 发 要 简单 些 ,二 者 结果 当然 一 样 ,其 根据 在 于 以 
于 的 引 建 . 

引 理 11 设 了 为 由 (有 ,用 .到 (2 ,B17) 的 可 测 变 换 ,jp 为 
各 上 的 测度 ,而 px* 为 其 由 变换 工 导 出 的 测度 (在 Bz 上 ). 则 当 
为 上 的 多 " 可 测 函 数 时 ,f(x) 一 gLT(x)) 为 上 的 呢 , 可 
测 函 数 , 且 对 任何 4€. 儿 +r 有 
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证 明 ”前 一 断言 由 可 测 性 定义 容易 得 出 . 后 一 断言 , 先 取 
8&0 站 二 Tat2) 的 情况 LBE 名 7) ,此 时 上 式 由 产 的 定义 得 出 ,然后 用 
标准 证 法 ， 

统计 量 T 的 可 测 数 g 《T(z)) 仍 为 统计 量 . 当然 ,原样 本 zx 的 
一 个 函数 zx) 不 见得 能 表 为 工 的 函数 一 一 这 表明 :并 非 有 了 
个 统计 量 了 就 可 把 原样 本 弃置 不 顾 , 这 可 能 带 来 损失 .这 问题 更 
深层 次 的 含义 见 第 1.4 节 . 下 述 定理 指明 六 xz) 能 通过 了 表 出 的 
条 件 - 

引 理 1.2 设 了 为 至 间 受到 可 测 空间 (2 ,用 r) 的 变换 ， 记 
雪 二 T 了 TL 客 r), 它 是 过 的 某 些 子 集 构成 的 a 域 . 设 了 是 . 孚 上 的 
禾 可 测 隆 数 , 则 存在 上 的 名 7 可 测 函 数 g, 使 f(z) 一 g(T 
(XY)) ,一切 xx. 有 

证 明 对 指示 函数 f(x) 一 14(z) 的 情况 C4E 党 ) ,这 由 嚼 的 
定义 立即 推出 ,用 标准 证 法 逐 本 推 到 一 般 情况 ， 

引 理 1. 2 可 用 于 证 明 指 数 型 分 布 的 一 个 有 用 的 性 质 : 

引 理 1.3 设 关 的 分 布 为 指数 型 ， 


中 
dFe(r) 一 Cg)exp( DAT, Cx) ) dylr), 
iml 


则 统计 量 了 (和 ) 一 (TXT X)) 的 分布 也 是 指数 型 ， 更 一 
般 地 , 若 瑟 ,总 为 己 的 jid. 样 本, 则 统计 量 了 (ZX) = 
( 27T CCD ZTCXD) 的 分 布 也 是 指数 型 
证 明 只 须 证 后 一 结论 , 因 它 包 会 了 前 一 结论 . 把 (Xj,…， 
下 ,的 样本 空间 记 为 (名 ,8) ,其 中 (2 , 坑 ,) 是 XX 的 样本 空间 . 
统计 量 荆 是 由 (B59) 到 (了 ,光一 (及 5) 的 可 测 恋 换 . 以 y 
记 在 此 变换 下 ,yi 一 XxX…: 和 的 导出 测度 ;由 对 任 御 BE 各 ,有 
PirT EB) 
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J Oexn| > DTC) ) dye rs sx,) 


一 | ceyexl S94) adv), :二 CE yi) 
后 -- 等 号 即 依据 引 理 1. 1|， 上 式 证 明了 所 要 的 结果 . 
抽样 分 布 


统计 量 工 的 概率 分 布 称 为 其 抽样 分 布 , 它 取 决 于 变换 T'( ，) 
的 形式 以 及 文 的 分 布 Po ,可 记 为 P*， 为 更 铺 楚 计 , 必 要 时 可 将 羽 
的 分 布 记 为 Ex 这 名 称 的 来 由 ,是 因 若 了 为 有 限 维 实 向 量 , 则 当 
抽取 叉 的 iid. 样 本 zt 时, {TCr) ,本 (x,)} 的 经 验 分 布 
函数 以 概率 1 一 致 地 收 笋 于 了 的 分 布 函数 (Gilivenko 定理 )， 就 是 
说 , 工 的 分 布 可 通过 多 次 重复 抽样 来 逼近 ， 

在 频率 学 派 统 计 学 中 ,抽样 分 布 有 基本 的 重要 性 . 这 是 因为 ， 
拔 率 的 闫 率 解 释 决 定 了 :基于 统计 量 工 所作 的 统计 推断 ,其 性 质 
以 至 其 实施 ;都 取决 于 工 的 抽样 分 布 .一 个 例子 是 假设 检验 ， 当 
取 定 检验 水 平 后 ,为 确定 拒绝 域 的 临界 值 ,需要 计算 检验 统计 量 的 
分 布 . 检验 的 优良 性 要 看 其 功效 如 何 ,后 痢 也 取决 于 检验 统计 量 
的 分 布 . 

从 1908 年 Student 发 现 上 分 布 到 1928 年 Wishart 得 到 入 分 
布 的 多 维 推广 -一 Wishart 分 布 这 一 段 期 间 , 寻 求 正 态 样本 统计 
量 的 抽样 分 布 的 努力 取得 了 显著 的 成 功 . 除 此 之 外 ,有 意义 的 结 
果 就 很 少 . 对 付 这 个 情况 一 般 有 两 个 方法 :一 是 模拟 , 即 在 前 面 解 
释 ” 抽 样 分 布 ? 名 称 来 由 时 所 说 的 做 法 . 一 个 熟知 的 例子 是 Kol- 
mogorov 统计 量 sup TF,(z) 一 F(zr) |, 其 中 下, 是 样本 的 经 验 分 布 ， 
中 为 理论 分 布 ， 易 证 当 样 本 系 从 分 布 到 中 抽出 而 已 在 RI: 处 处 连 
续 时 ,此 统计 量 之 分 布 与 五 无 关 , 因 而 取 某 一 特定 的 分 布 FC 例如 
均匀 分 布 Ri0,1)) 来 进行 模拟 就 可 以 ,所 定 分 布 的 分 位 点 就 可 以 
取 为 基于 这 个 统计 量 的 检验 的 临界 点 ， 上 述 作法 之 可 行 关键 在 于 
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该 统计 晶 的 分 布 与 三 无 闫 之 事实 .另外 的 例子 是 在 某 些 参数 统计 
问题 中 ,可 选择 适当 的 函数 g(T',9) ,有 时 称 为 枢 轴 量 , 其 分 布 与 参 
数 晶 无关. 这 时 ,通过 模拟 近似 地 确定 8 人 7 ,的 的 分 布 , 可 用 于 解 
次 有 关 的 统计 向 题 ， 注意 这 里 & 与 已 有 关 , 因 而 85(7 ,的 已 不 是 统 
计量 ， 

另 一 种 广 为 使 用 的 方法 是 找 极 限 分 布 . 当 样 本 量 ” 固 定时 ， 
统计 量 工 的 确切 分 布 不 易 求 得 ,但 在 许多 人 情况 下 , 当 n 一 2 时 芽 
的 极限 分 布 可 以 得 到 , 且 往 往 就 是 某 些 常 见 分 布 ,如 正 态 分 布 ,x 
分 布 之 类 . 比 求 极限 分 布 更 深 一 层 的 问题 是 渐 近 展开 . 例如 ,把 
当 样 本 量 为 上 时 统计 基 工 的 分 布 记 为 G,(z) ,常见 的 一 种 源 近 展 
开 是 按 盖 关 的 量 级 ,有 形式 

Gr 一 GC) TFGNR vn OV wY 十 …， 
其 中 忆 ,G ,G3 ,… 都 与 x 无关 . 此 式 的 意义 是 ; 当 n->oo， 
GX) Gr), 
Vn GAT) — G(T > GD), 


Vn (GA) 一 G(zy — GPA) YR) GW), 

等 等 ,第 一 个 式 子 就 是 通常 的 极限 定理 ,可 称 为 “ 零 阶 通 近 ” 如 
果 第 二 式 也 成 立 , 则 表明 可 以 把 对 G(z) 的 逼近 由 C(z) 改 进 为 操 
《z) 十 GD Cz)/ Yr ,其 与 G(x) 的 差距 有 数量 级 o01/ yn) ,此 可 
称 为 一 阶 慢 近 ” 或 “新 近 展 开 到 -的 一 次 方 ”"， 以 下 各 式 的 意义 
类推 . 渐 近 展开 能 达到 和 何 种 程度 (xn 一 避 的 几 次 方 ) 当 然 取 决 于 条 件 
一 一 统计 量 的 形式 与 总 体 分 布 的 性 质 , 且 一 般 是 很 难 证 了 明 , 目 前 只 
在 样本 均值 这 个 特例 有 比较 深入 的 铺 果 ,其 他 情况 有 一 些 零 旦 的 
结果 . 

各 种 统计 量 分 布 的 渐 近 展开 的 研究 ,是 数理 统计 学 大 样本 理 
论 和 概率 论 的 热门 研究 课题 . 然而 ,从 实用 的 观点 看 ,把 统计 量 的 
分 布 G, 展 至 二 阶 项 或 更 高 阶 项 ,其 意 文 很 有 限 . 因为 在 取 C 

21 


作为 G, 的 近似 时 , 因 G 也 是 一 个 概率 分 布 , 用 起 来 方便 合理 . 车 
取 G 二 Ge7 wa , 则 它 已 不 是 一 个 分 布 ,甚至 可 以 取 [0,1] 以 外 的 
值 ,也 可 以 不 是 非 降 的 ,用 起 来 就 有 问题 ,再 则 ,只 有 当 非常 大 
(大 到 多 少 不 易 确定 ) 时 ,才能 肯定 G 十 GV /win 优 于 G. 通常 应 
用 中 样本 量 % 并 不 一 定 很 大 ,这 时 谁 优 谁 次 就 难说 了 . 

齐 到 抽样 分 布 ,我 们 顺便 解释 一 下 近 十 余年 来 风靡 一 时 的 所 
谓 *Bootstrap” 方 法 (国内 有 人 译 为 “自助 ”法 }, 它 可 以 看 成 是 模拟 
法 与 大 样本 法 的 一 种 结合 . 假定 总 体 分 布 为 下 (未 知 ) , 久 ,，… ,天 ， 
为 抽 自 此 总 体 的 这 .样本 ,了 ,一 工 ,CR , 光 ,) 为 菜 统计 量 ,a( 下 》 
为 分 布下 的 某 种 特征 值 ( 价 如 下 的 期 望 ,， at) 可 以 是 向 量 ),， 设 
建立 了 某 种 枢 轴 量 ,一 QCT, (XL, 了) ,altF)) ,其 分 布 G, 当 
#-~>co 时 有 极限 分 布 如 ,为 了 通 近 C 可 以 用 全, 如 上 述 . Bootstrap 
法 则 着 跟 于 横 拨 G 本 身 , 但 样本 筷 ，…,X。 是 从 下 中 抽出 的 ， 
ea(F) 是 依 忆 算 出 的 , 忆 不 知 ,如 何 办 ? 一 个 办 法 是 用 天,,… ,六 , 的 
经 验 分 布 ,代替 未 知 的 ， 按 Glivenko 定理 , 当 =” 很 大 时 二 者 接 
近 , 以 FF, 为 总 体 分 布 ,从 其 中 抽出 iid. 样本 和 和 《实际 上 ， 
这 就 是 以 等 概率 从 一 个 包含 = 元 的 总 体 { 瑟 ,，…, 怀 ,} 中 ,有 放 回 地 
抽出 mw 个 所 得 ). 又 以 FF, 代 下 算 特征 a 之 值得 a(F). 令 QQ: = 
人 QCTo(XY yalF)); 就 以 它 的 分 布 G* 作为 G, 的 近似 . 
由 于 XX? < 是 从 一 已 知 的 总 体 中 抽 祥 所 得 , 它 可 以 任意 次 重 
复 模 拟 , 即 从 总 悼 严 , 中 抽出 六 组 祖 互 独立 的 过 ,样本 (Ke， 
大 2 一 1 以 之 算出 @x 的 六 个 值 

Qi 一 和 (TCR 1 < 妇 去， 

再 取 { 和 3:@Qsr} 的 经 验 分 布下。 去 近似 G3 , 即 近似 G,. 注意 此 
处 灵 和 ?不 必 相 同 : 理 由 在 于 , 因 当 *>c=e 时 仿 有 极限 分 布 , 故 当 
n 甚大 时 ,G. 基本 上 不 依赖 于 xn. 

取 世 ,作为 C 的 近 们 有 两 种 误差 ,一 是 总 . 通 近 G2 的 误差. 
注意 因 Co。 的 分 布依 赖 于 样本 X，… ,和 ,, 这 误差 本 身 就 是 随机 的 ， 
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但 由 于 可 以 取得 非常 大 ,这 一 误差 可 使 之 任意 小 ,因而 不 是 主 
要 的 ， 另 一 个 是 G; 壮 近 G, 的 误差 . 在 G. 有 极限 分 布 G 及 其 他 
适当 条 件 下 ,往往 可 证 明 { 以 概率 1)G* 也 依 分 布 收敛 于 CG- 既然 
G, 和 G; 都 以 G 为 极限 ,只 要 w 和 zm 都 很 大 ,这 个 误差 也 可 使 之 
任意 小 . m 可 随意 取 , 故 关键 在 于 要 n 很 大 . 

我 们 来 举 一 个 简单 的 例子 . 设 苹 :,… ,XX 为 抽 自 具 非 零 有 限 
方差 的 分 布下 的 iid. 样 本,F 的 期 望 记 为 a 一 a(F), 而 统计 量 
了 是 样本 均 信 苹 .. 当 na->coe 时 , va (T, 一 a(F)) 有 极限 分 布 N 
《0;09)， 按 上 述 做 法 ,此 量 的 Bootstrap 统计 量 为 @; 二 Ym (和 
一 眉 .) ;其 中 Xi 为 自 {X,,… ,下 .} 的 经 验 分 布 F, 中 抽出 的 iid, 样 
本 成 ,… ,XX 的 算术 平均 。 在 本 例 易 证 当 n,m 都 -co 时 ,以 概率 
1,Q: 的 分 布 收敛 于 正 态 N (0,o), 堆 该 分 布 可 作为 wn CT, 一 
4( 碧 )) 之 近似 , 设想 我 们 要 找 a(F) 的 区 间 信 计 , 则 可 求 由 模拟 得 
来 的 Q; 的 近似) 分 布 的 a/2 和 1 一 ay2 分 位 点 ( 当 a 很 小 时 ,也 常 
称 1 一 a/2 分 位 点 为 “上 a/2 分 位 点 ”el 和 cs， 因 

PE Yn(T, afF)) Sel1—a, 


得 到 总 体 期 望 atF) 的 区 间 佑 计 [及 .一 co/ Vx , 玉 , 一 cf Vn ] :其 
和 置信 系数 近似 于 1 一 a 


注意 在 本 例 中 vn (T, 一 a(F)) 的 极限 分 布 与 总 体 分 布下 的 
参数 有关 ， 因 下 未 知 ,rf 也 未 知 , 故 如 不 用 Bootstrap 法 而 从 极 
限 分 布 NC0,6) 出 发 去 构造 a 的 区 间 箔 计 , 则 还 得 先 设 法 估计 忆 ， 
这 在 本 例 不 难 , 但 对 更 一 般 的 情况 ,有 可 能 极限 分 布 以 一 种 复杂 的 
方式 依赖 下 ,因而 难于 估计 , 且 由 於 这 估计 的 误差 而 招致 的 极限 分 
布 的 误差 也 可 能 其 为 显著 . 或 者 ,极限 分 布 G 虽 存 在 但 却 是 一 种 
难于 处 理 的 复杂 形式 ,在 这 些 情况 下 ,Bootstrap 法 可 作为 一 种 替 
代 的 方法 予以 考虑 更 理想 的 情况 是 : 直 Ge 作 遥 近 比 用 G 作 朋 
近 在 某 种 意义 上 更 好 , 这 当然 是 一 个 变 就 具体 模型 去 研究 上 且 是 一 
个 很 复杂 的 问题 . 
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Bootstrap 方法 是 美国 统计 学 家 Efron 在 1979 年 所 提出 
(Ann. Statist, ，1979,1~26)) ,发 表 后 引起 很 大 反响 ,许多 学 者 针 
对 各 种 具体 模型 去 探讨 上 述 G2 一 G 及 避 一 G, 收 合 于 0 的 条 件 
及 其 速度 ， 在 更 复杂 的 非 记 . 情况 (如 线性 回归 ), 还 需要 经 过 适 
当 处 理 去 建立 Bootstrap 抽样 所 依据 的 已. 大 致 可 以 说 ,对 几乎 
每 一 个 统计 方法 丝 可 设法 建立 相应 的 Bootstrap 处 理 , 故 近年 来 
翻 开 杂 志 , 这 种 性 质 的 文章 很 多 . 不 过 ,这 种 方法 的 实际 意义 如 何 ， 
现在 作出 一 种 结论 恺 还 为 时 过 早 ， 不 论 怎样 ,Efron 的 文章 是 近 几 
年 来 为 数 不 多 的 .富有 统计 思想 的 工作 之 一 ,其 受到 广泛 重视 也 不 
是 偶然 的 . 


正 态 样本 统计 量 的 抽样 分 布 


这 些 分 布 是 在 数理 统计 学 中 有 广泛 应 用 的 ,著名 的 习 ,t 和 下 
分 布 . 与 这 些 分 布 有 关 的 内 容 在 初等 统计 教科 书 中 也 是 有 的 ,为 
便于 引用 ,此 处 简单 地 介绍 一 下 其 定 疼 、 分 布 的 形式 与 若干 有 用 的 
性 质 .这 三 个 分 布 的 定义 如 下 ; 

x 分 布 设 1" Rn 独立 ,站 有 分 布 ai i=l 


令 6= DX 则 的 分 布 称 为 自由 度 %、 非 中 心 参 数 的 非 中 心 


内 分 布 ; 记 为 ~ 大 4， 此 处 5 一 (Ye]i2 六 0. 当 8 一 0 时 称 为 


中 心 的 ,并 简 记 六,, 为 六. 

分布 设 玉 ,YY 独立 ,XY~NG,D). 令 é=Y/ WE/n， 
则 二 的 分 布 称 为 自由 度 ”,. 非 中 心 参 数 3 的 非 中 心 上 分 布 , 记 为 上 ~ 
ta 当 人 =0 时 称 为 中 心胸 ,并 简 记 为 .注意 此 处 非 中 心 参数 可 
取 ( 一 oo ,co0) 内 前 任何 值 ,不 限于 63>0. 

下 分 布 设 卫 ,了 独立 ,XX~X YX 邻 & 一 m1Y/(n-1X)， 
则 称 才 的 分 布 为 自由 度 Cm,n) (注意 分 子 的 自由 度 在 前 》、 非 中 心 
参数 为 的 非 中 心 政 分布, 记 为 一 Fs 当 人 =0 时 称 为 中 心 
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的 ,并 篇 记 为 已 。.. 

为 求 这 些 分 布 的 具体 形式 ,关键 在 于 分 布 .一 旦 定 出 了 并 
分 布 的 形式 ,t 和 下 分 布 就 易 由 商 的 密度 公式 ,通过 常规 的 演算 得 
到 ， 

为 算 好 ,的 密度 ,首先 要 明确 :这 密度 只 依赖 于 m” 和 人 为 证 
此 ,需要 以 下 有 用 的 简单 引 理 : 

引 理 1.4 设 四 … ,XX, 独立 ,XN (Cas,o) Ts 作 正 


变 恋 换 了 ， 一 > jj TsSTS YY “oF, 独立 ,Y ~N (Cb 0}, 1 


A 就 是 说 ， 独立 正 杰 等 方差 变量, 经 正 交 变 换 后 仍 保有 这 些 
性 质 . 
证 明 记 芝 二 《Ry 二 CC 一方 阵 Cey), 则 


YY 一 CX， 接 假定 , 式 有 概率 密度 ( v2xo)~"exp( 一 | zx 一 a 上 /20’)， 
其 中 ae=(a ea. 因 正 交 阵 行列 式 绝对 值 为 1, 由 密度 变换 公 


起 知 了 有 概率 密度 (Vwa) "exp( 一 | y_6 上 /207) ,其 中 6 二 Ca， 
这 证 明了 本 引 理 . 
现 同 到 类 分 布 的 定义 一 六 于 ,区 ,于 独立 而 X~ 


Kaiy1) 1 tn. 作 正 交 方 阵 忆 ,其 第 一 行为 Ca/6 Gay 个 )， 邻 
了 Y 了 二 (YY 二 CX, 了 二 CXL) 按 引 理 1,4, 有 总 ,…， 
YY, 独立,Y~N(By1) ,1 寺 ? 寺 nn; 且 二 (histb) =Casa = (a, 


sa) 按 C 的 取 法 ,有 已 一 … 一 玉 一 0 一 8 因 # 二 Dx 
DY ,而 后 者 的 分 布 只 依赖 于 和 8, 故 & 的 分 布 内 依赖 于 有 和 
仓 . 


上 述 变 换 也 提供 了 计算 尺 ,: 的 概率 密度 的 方法 . 记 2 一 DY, 


则 才 = 吾 十 Z, 其 中 YY? 与 Z 独立 而 Z~~ 祝 1, 因 Y 了 一 NN(6,1)， 易 算 
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出 于 有 密度 
ET)= (2 V2) lr (exp(— (vx — 60/2) 
十 expt— (wz O/T > 0) 
(2 Vax) le se rr le +e lr 0) 


{2 ZA) ie /se ED < 


只 要 求 出 2 的 密度 ,就 可 以 用 独立 和 的 密度 公式 算出 二 的 密度 ， 
为 此 记 六 的 分 布 函数 为 玉 .(z)， 依 定义 ,天 s(z) 一 0 当 0, 而 当 
zz 时 有 


K,{z) 一 【25)- | | eel iadg dz， 
变换 到 球 坐 标 , 得 
YE 
K(x) = c. | er" ldr 
0 


其 中 为 常数 . 利用 下 .to2) 二 1 定 出 
cr = (222iT Cn/2)) 一 1 
其 中 工 为 Gamma 函数 ; Da) 一 | 半 0 由 上 定 出 


天 .tT) , 国 而 得 出 双 的 密度 函数 
kT) = (OAT n/N) ea 0. (1.12) 
最 后 , 按 和 的 密度 公式 , 定 出 二 的 密度 函数 为 


(TI) 一 [ac — ye dy 


Hz T(r > 0). 


一 @-/2e-r/2 站 (6/2 ptrp 十 天 /23) Irit"/2-1 


《1. 13) 
当 z>0z 委 0 时 有 sz 为 0. 此 处 利用 了 Gamma 函数 与 Beta 函 
数 的 关系 ; 


E33 1 
[x _ y}ydy = cd _ Fysdt 
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= zBla 十 1:8 十 1) 

一 te 人 Ia 十 1 十 la + E+ 2), 
利用 1.12 和 1. 13 式 及 商 的 密度 公式 ,就 不 难得 出 4. 和 .的 
表达 式 . 设 X,Y 独立 ,X>0, 分 别 有 效 度 广 和 方 , 则 商 Y/X 有 密 
度 z(t)fsltz)dt . 逐 项 积分 ,化 归 Gamma 函数 并 稍 加 整理 ， 
得 忆 s 的 密度 为 


hI) 一 en 十 ry) ti 
wx r| 可 
本 二 2 十 1 CBrY 2 了 3 
2 2 il Fe C1.14) 


当 $=0 时 ,得 到 常见 的 自由 上 度 中 心 分 布 密 度 ， 
hx) = CVnaT Ga/ Tn + /2 + zf) te, 
cl1. 15) 
下 -的 密度 为 


一 (82 wont 
funns (x) 一 “2 A /2 pm/2+ 


r| 于 人 十 站 十 | opt 
Hr > 0). (1.16) 


里 四 sr| m 十 | (Cn 十 TY tt 
2 2 


当 人 5=0 时 ,得 到 常见 的 中 心 下 分 布 密 度 公式 ，: 


六 Cry 一 TO 十 D2 
"on Tim/2ITD Cn/2) 


Cn me) Ar >> 0). (1.17) 

在 统计 推断 中 常用 到 这 些 分 布 的 分 位 点 ;六 ,的 1 一 & 分 位 点 , 即 

及 :的 上 a 分 位 点 ; 记 为 及,sC0) ,记号 ts(o) 和 isCa) 有 有 类似 的 意 

多 当 3 一 0 时 ,, 略 去 上 述 记号 中 的 人 依 大 数 律 , 当 m>co 时 ,好 /ma 依 

概率 收敛 于 1, 由 此 可 知 limt《a) waslimFo (0) Xo) fm. 又 因 

一 Fs 考虑 到 分 布 关 于 0 对称, 易 得 当 0<a<1/2 时 有 
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2 Tm 1 


fa) = CF (2a)), 

正 态 样本 的 一 些 重要 统计 量 的 抽样 分 布 痢 归 入 这 几 个 分 布 . 
以 下 是 几 个 例子 ， 

设 XX,…1X, 是 从 正 态 N(ayo7 中 抽出 的 id, 样本 . 分 别 
以 入 和 闻 记 样本 均值 》)Xi/n 及 样本 方差 


5 Oo DX Co RY 1) (n> 2), 


则 下 与 独立 ,上 且 玉 一 NCayo/n),(n 一 1)s*/a: 一 类 ,证 明 ; 只 须 
作 正 交 变 换 了 一 CXK ,其 中 羡 = (Xi,… ,下 ,)';C 为 n 阶 正 交 阵 ,其 第 
一 行 各 元 都 是 1/ Yn . 注意 到 (> 一 1)s? 一 了) 了 而 了 R=Y/ vn， 
用 引 理 1, 1 即 得 . 

2° 样本 同上 条 , 令 &= wn (了 一 8)/s, 其 中 5 为 常数 . 按 上 上 题 
的 结果 及 * 分布 的 定义 , 易 见 ~#_1a; 其 中 58= vn (a 一 Bb)/o, £ 
称 为 自由 度 = 一 1 的 一 样本 上 统计 量 . “一 样本 ”的 含义 是 :样本 
和 1 全 是 从 一 个 总 体 Nla :中 ) 中 抽出 的 . 

3 设 六 入 ,YY 分别 是 从 正 态 总 钵 Ce 和 
N (as,07) 中 抽出 的 iid, 祥 本 , 且 XK，… ,六 ms 了 1，…,Y, 全 体 独 立 ， 


和信 
| mn 
二 一 南下 (了 一 到 一 局 ， 


学 
其 中 s = [ (ma 十 到 一 2 COX 一 及 ?十 Sy, 一 7)’)}", 
i=1 1=1 


而 . 
二 一 3 一 人/ 元 下 (as — a — bo. 《1. 18) 


为 了 证 明 , 记 Z== OX goss 了) W 二 (Wy, 
Wantn-2). 作 吉 十 nn 阶 正 交 方 阵 C, 其 第 一 、 二 行 分 别 是 C1/ Ym， 
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yl 0 0 和 (0 1017 vn yl/ Rn), 作 正 交 变 换 
WW 一 CZ, 按 C 的 取 法 ,有 


更 十 攻 
(za 十 天 一 人 于 一 OWi,Y— T=W,/Y — WYvm. 
[FE 


据 引 理 1.1;, 拓 Wi , 研 。4, 独 立 , 因 而 按 上 式 , 知 了 一 下 与 ; 独 
立 ， 由 C 的 取 法 ; 知 WW 一 NN(0,g) ,3 所 i 态 m 十 nx， 于 是 Gm 十 n 一 2) 
Sa ~ Nn Na 斤 


| mn | 
a YN| Lo | ,入 分 


布 的 定义 即 得 (1. 18). 

本 例 中 的 # 称 为 两 样本 :统计 量 ,因为 其 定义 涉及 从 两 个 不 
同 总 体 中 抽出 的 样本 . 

4° 样本 同上 条 , 令 


— 1 加 到 1 = _ 2 
ss Pea Yy’, 


它 称 为 F 统计 量 . 按 1 中 之 结果 及 玉 分 布 的 定义 ,有 ~ 
Flais 


村 等 方 阵 与 大 分 布 的 关系 


三 大 分 布 中 ,这 分 布 蚌 基 本 的 ,z 分 布 和 下 分 布 都 基于 它 . 为 
了 以 后 的 应 用 ,下 面 再 介绍 驴 分 布 的 几 点 与 办 等 方 阵 祖 关联 的 特 
殊 性 质 ， 
方 阵 4 称 为 者 等 的 ,车 4 一 4 (因而 A*=A 对 一 切 自然 数 
?今后 在 谈 到 和 宕 等 方 阵 时 ,总 假定 它 是 对 称 的 ,这 时 容易 证 明 : 
方 阵 4 为 莉 等 的 充 要 条 件 是 :存在 正 变 阵 三 ,使 
PAP' = | ， 
0 0 
右边 是 一 个 分 鼠 矩 阵 , 六 是 > 阶 单位 阵 . 这 也 可 以 表 为 , (对称 ) 方 
阵 为 村 等 的 充 要 和 驼 件 是 其 特征 根 只 能 为 0 或 1. 由 上 式 知 r* 即 特 
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征 根 1 的 重 数 ,为 4 的 秩 . 另 一 方面 ,又 有 


7 0 
r= «| 0 | = tr(PAPD) = tr(AP'P} = tr(A). 


此 处 tr(4) 是 方 阵 4 的 迹 , 即 其 主 对 角 元 之 和 (上 式 推导 中 用 到 了 
易 证 的 事实 tr(C4B)=trCB4)). 因此 , 老 等 方 阵 的 和 铁 与 迹 相 同 . 

现 设 Xi 有 独立 ;NCa; 1) ,1 和 ?和 站 二 《并 1 ， 
到 ,)'， 

1° 设 及 为 n 阶 对 称 方 阵 , 则 Y 了 =X'AX 服从 《中心 或 非 中 心 》 
妨 分 布 的 充 要 条 件 为 :4 是 材 等 阵 . 当 此 条 件 成 立时 了 一 她 此 
处 为 4 之 秩 rkf4) ,而 童 一 cd4aya 一 (aran ， 

充分 性 容易 ; 找 正 交 阵 ,使 PAP' = [7 路 令 Px=-z- 
2， 按 引 理 1 4 知 BF 镍 立 , 一 下 (人 坊 1)1 委 天 
ns 而 6=(b ,bs)' = EZ—P(ERX)=Pa. 有 


Y= XAX= XP'PAP'PX = 2Z'(PAP)'Z = 24, 
1 


因此 YY 一 难 ,, 癌 二 3 一 | " | b= PAP'S= a'Aa. 
必要 性 要 用 到 特征 函数 ( 另 参见 习题 18)、 找 正 交 阵 ,使 
PAP' 为 对 角形 diag C4,… 入 则 了 一 DIA 如, Z 的 定义 如 前 . 


如 此 ,问题 归结 为 证 明 : 只 要 中 至 少 有 一 个 非 0 非 1, 网? 不 能 
有 分布. 因 Zi~ 入 (bi,1), 易 算出 23 有 特征 函数 (1 一 


ZA) exp| Sr 纪 | 《此 处 让 = 一 1), 而 站 有 特征 函数 


2 
1 一 2 “ 


fr = Ta aA. oxp| > > 


jl 


iaz | 


另 一 方面 ,分 布 闪 z 有 特征 函数 (1 一 2it)- erp| Tg te ， 比 


较 二 者 可 知 ,除非 每 个 4 都 为 0 或 1, 二 者 不 可 能 相向 ,这 证 明了 
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所 要 结果 ， 

2° 对 芒 的 假定 同 1"， 设 4:, 4。 都 是 = 阶 对 称 方 阵 ,4: 一 4 一 
4 为 半 正 定 但 非 0 方 阵 , 又 二 i AK 并 81 二 1s2; 则 #4 圭一 
n> 0 二 07 一 部 字 0, 本 汪 六 一 了 一 人 民 s 且 了 与 也: 独立 ,4:4;= 
0. 

事实 上 ; 按 假 定 及 1"; 知 Al 为 项 等 ,rk CA1) 二 ni , 故 存在 正 交 


I 0]. BC 
阵 忆 ,使 PA,P' 二 . 记 P4P 一 | | 由 4L3z0 及 机 
GO 0 Cc’ DD 


一 430 知 =0, 因 而 C=0, 故 PaP=|a 中 由 假定 ,A 为 
考 等 且 有 秩 坟 , 故 BB 有 同一 性 质 ,因此 存在 阶 正 交 阵 Qi, 使 


1, 0 QW 
Qa,=| ” | io-| : 则 包 为 阶 正 交 阵 , 电 
0 0 0 Ln, 


I D0 1 0 
QPAP'OQ 一 | 1 | QPAP'O 一 | 2 | 
0 0 
R=Q@P 仍 为 正 交 阵 . 令 ZF 二 (Zi 人 ZY 一 RXTE, 则 Zi 独立 


正 态 方差 1, 而 XAX = 》)21,i 一 1,2， 因而 Y 一 X'(A4, 一 


i=l 


A 二 >， 呈 . 因 41 一 4s 取 0; 必 有 加 之 rns， 这 证 明了 YX,s， 


j=ns+1 


二 一 Ke， 至 于 宫 , 按 1* 应 有 
$: = (EX)’' (A 一 A (EX) 
— CEX)' A (EX) — (EX)'A(EX) = GY, 
学 之 强 是 因为 41 一 A; 关 0. 叉 因 了 Y, 只 与 Z1，,…,Z。 有关,Y 只 与 
Z-H 2 有 关 , 知 了,7: 独立 最 后 ,由 于 CRAsR') (RAsR') 一 
0 且 丸 为 正 交 , 知 AsA;=0. 
3 义 的 假定 同 1*, 4，…,4-。 都 是 nn 阶 对 称 方 阵 , X'X 一 


AX , 则 命题 “XAX,1<i<m 各 有 多 分 布 且 相 互 独立 ”成 
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立 的 充 要 条 件 为 ， >\rk(4) 一 a， 当 这 条 件 成 立时 ,有 XAX~ 
加 一 (4 =a Aa. 

为 证 充分 性 , 记 Y=—~X'A,X. 由 rkCAi) 一 mi 知 

Y, =— 3 土 (58Xi 十 … 十 bX,)'， 
每 项 系数 可 为 1 或 一 1. 作 算 阵 B, 各 行 依 次 为 (89,… 5) ,…， 
(2b ， 则 由 
X' 芒 二 27 -~ KX'B'ABX=P'AB 一 工 ， 

此 处 么 为 za 阶 对 角 阵 ， 对 和 角 元 为 1 或 一 1. 因 88 的 行列 式 不 为 0， 
知 4 一 (7) >0, 禾 和 4 的 对 角 元 只 能 为 1, 即 4= 天 ,而 因 B'B 
二 J], 知 B 为 正 交 阵 ， 作 正 交 变换 2Z 二 BX;, 则 Z~N(t6;1,) ,5 二 Ba， 
. 而 
Y; 一 5 1 


j=#_1+1 
这 证 明 了 YY pk 独立 Yi Xe. :a 44 
为 证 必要 性 , 设 了 了 独立 ,Yi 一 六, , 刚 A 为 并 正定 ,再 
m—1 m—1 
由 X=X {41 站 十 XiA。X, 根 2°, 知 rk( >14] 十 Tk(A,) 


一 nw、 由 于 X'{ 274ij 工 服从 大 分 布 , 反 复 运 用 2", 即 得 


Srk(4) 一 六。 
1 


1.4 统计 量 的 充分 性 


设 外 的 祥 本 空间 是 (多,. 禾 ), 其 分 布 族 为 (Ps,90E€ 昌 ) ,6 是 参 
数 空间 . 将 样本 成 加 工 成 统计 量 丁 = 了 TCX), 原 有 的 一 大 堆 数 据 芳 
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简化 为 很 少数 的 几 个 指标 了 . 这 样 做 的 坟 程 有 可 能 使 原 包 含 在 关 
中 的 ,有 关 参 数 8 的 信息 损失 掉 一 些 ,我们 自然 希望 损失 例 少 僵 
好 ， 如 果 豪 无 损失 ,就 称 了 是 充分 统计 量 . 

例如 , 设 卫 二 (Xi,… ,及 ,) 是 从 正 态 总 体 NC0,1) 中 抽出 的 样 
本 . 令 了 TU(X) 一 Xi. 当 w 放 1 时 ,统计 量 T 想必 不 是 充分 的 ,因为 
由 于 "加 工 ? 成 了 白白 地 丢掉 x 一 1 个 样本 . 若 T,( 开 ) 二 无 , 则 其 
充分 性 如 何 就 不 是 一 有 眼 能 回答 了 ， 下 文 将 看 到 ,了 T; 是 充分 的 . 

充分 统计 量 总 存在 ,例如 人 (X) 一 和 即 为 其 一 . 但 统计 量 之 
引进 是 为 简化 样本 ,而 工 (和 ?一 吕 没 有 这 个 作用 . 由 此 可 见 , 意 是 
简化 而 仍 能 保持 充分 的 统计 量 ,就 剑 是 难得 而 有 用 . 这 只 在 很 少 
的 几 种 情况 下 才 存 在 ,然而 这 几 种 情况 一 一 其 中 包括 正 态 样本 
一 一 是 应 用 上 最 常见 的 . 

上 面 所 给 的 充分 统计 量 的 描述 性 定义 中 涉及 “样本 所 含 的 有 
关 参 数 8 的 信息 ”这 个 概念 ,而 这 个 概念 无 法 在 数学 上 严格 定义 
一 一 诚然 ,在 统计 学 中 有 某 些 这 种 定义 ,如 著名 的 Fisher 信息 量 
〈 见 第 2.2 节 ), 但 这 种 信息 量 者 是 针对 某 种 特定 问题 设计 的 (如 
Fisher 信息 量 是 针对 点 钻 计 的 方 益 ), 且 其 存在 需要 一 定 条 件 ,并 
非 对 任何 样本 分 布 族 都 有 意义 ,而 充分 统计 量 的 定义 则 应 是 一 般 
的 . 因此 , 先 给 样本 的 信息 下 一 个 数量 的 定义 再 去 定义 充分 统计 
基 是 不 或 的 . 

让 我 们 来 从 定性 的 角度 考察 这 个 问题 ， 获 得 样本 及 可 以 看 
成 一 个 分 两 步 走 的 过 程 ,第 一 步 是 得 到 统计 重耳 ,第 二 步 是 在 已 有 
了 的 条 件 于 获取 广 . 从 统计 上 说 ,第 一 步 是 在 了 的 样本 空间 (2 
多-) (样本 分 布 即 统计 量 了 的 抽样 分 布 ) 中 抽取 样本 了 ,第 二 步 是 
“在 已 有 了 的 条 件 " 下 的 获取 蔷 . 那么 ,样本 分 布 就 是 在 给 定 工 的 
条 件 下 对 约 条 件 分 布 区 | 了 .如 果 臣 | 工 和 和 参数 58 有关 , 则 这 第 二 
步 也 能 提供 有 关 8 的 一 些 信 息 ( 不 论 多 少 ) ,这 正 是 将 了 X 加工 成 全 
时 所 损失 掉 的 信息 ,这 时 了 就 不 是 充分 的 . 反之 , 若 忆 人 与 9 无 
关 , 则 这 第 二 步 不 包含 8 的 任何 信息 ,就 是 说 ,在 得 到 了 的 基础 上 
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再 去 获取 蕊 已 没有 什么 用 了 ,这 时 统计 量 了 就 是 充分 的 ， 

由 此 可 对 充分 统计 量 下 一 个 言 简 意 赃 的 定义 : 若 条 件 分 布 
和 7 与 4 无关, 则 称 了 是 充分 统计 量 . 进一步 的 讨论 需要 对 条 件 
分 布 给 一 个 严格 的 数学 定义 并 考察 其 一 些 基 本 性 质 ,这 个 内 容 在 
基于 测度 论 的 概率 论著 作 中 都 有 仔细 讨论 . 先 看 几 个 不 需要 有 关 
条 件 分 布 的 高 深 理 论 的 例子 . 

例 1.3 两 点 分 布 样 本 其 一 ( 碳 mv， 寂 (大 y 刁 ,iid, ， 

了 PR 一 1 一 1 一 Po 一 0 一 0，0 和 9 去 1， 


T(X) = Px, 服从 二 项 分 布 :PT 一 =| ”|9 (140) 一 0， 
ls" ,An. 给 定 t 的 条 件 下 ,事件 {X=z; ,i 一 1,*…: :3 的 条 件 概率 为 


P(X = rl Ein|To1) _ Pei rl EinT= 1 


PT = 
gp — 和 za-o =—3/("), 当 zz 一 0 或 1， 
一 1 <i<n Dx =, 
各 
0， 其 他 情况， 


这 个 条 件 分 布 与 8 无 关 , 于 是 按 上 述 定 义 ,T 是 充分 统计 量 . 这 个 
结果 的 直观 意义 是 :如果 对 一 个 事件 (其 概率 为 办 进行 次 独立 
观察 (观察 其 是 否 发 生 ), 则 有 关 6 的 信息 全 包含 在 事件 总 的 出 现 
次 数 上 之 内 , 这 + 殉 出 现在 二 次 观察 中 的 那儿 次 无 闫 紧要 . 
类 似 地 ,对 Poisson 总 体 
PeX ==) = C0) eH, i=01,2, 00 


的 样本 XX,，…,X,， TCX) = YX 也 是 充分 统计 量 . 


例 1.4 正 态 样本 ,~NC9,1), T(X) 一 2 第， 人 


是 充分 统计 量 . 此 处 总 体 有 连续 分 布 ,直接 计算 条 件 分 布 入 | 工 不 
3 二 


好 办 . 为 此 ,我 们 作 一 个 正 交 变换 了 = (YY 一 CX ,其 中 正 
交 阵 C 的 第 一 行为 C/Vvn sl/Vn); 则 YY 一 T/Vn 天 一 
NI(C0,1) 2 有 上 且 有 7 独立 . 这 表明 :在 给 定 械 即 Y 的 条 
件 下 ,Ys，…,Y 了 ,) 的 条 件 分 布 (因而 (Y1,*… ,了 ,) 的 条 件 分 布 ) 与 9 
无 关 . 由 于 变换 C 与 8 无 闫 ,推出 天 | 本 也 与 98 无关， 这 证 明了 个 
的 充分 性 . 

类 似 地 ,对 从 指数 分 布 族 ( 密 度 为 多 -*T(z>0)) 中 抽出 的 祥 


本 XX，,…,X,， 了 一 1 X, 也 是 充分 统计 量 ,证明 的 方法 : 作 一 适 


i=1 
当 线 性 变换 Y=CXC 满 秩 ,第 一 行为 (1 | 
例 1.5 正 态 样 本 XX,,… ,六 ,一 NN(0,0) (参数 为 6 二 0: 半 0)， 


TCX) = 了 XX 为 充分 统计 量 . 为 了 证 明 , 转 到 球 坐 标 (7,9，…， 


务 -1) 易 见 r 与 (9 1) 独立 ; 故 纵 定 工 ,有 即 给 定 7 时 , (qq; ， 
多 -1 的 条 件 分 布 与 (gy，… ,9%_1) 的 无 条 件 分 布 同 ,而 后 者 与 无 
美 ( 有 密度 cssin" ?psin 的，…sin 和 -10 二 和 二 2r0 三 RHI 扫 
2 一 lc 为 只 与 4 有 关 的 带 数 ), 这 证 明了 所 要 结果 . 

从 以 上 诸 傅 看 出 ,再 直接 求 条 件 分 布 的 方法 去 证 明 统 计量 的 
充分 性 比较 麻烦 , 且 只 能 施用 于 较 简 单 的 例子 . 后 面 将 要 证 明 一 
个 易于 应 用 的 简单 判别 法 , 即 Fisher 的 因子 分 解 定 理 ， 首先 要 做 
些 准 备 工 作 , 即 有 关 条 件 概 率 的 一 些 知识 . 


条 件 期 望 和 条 件 概 率 


设 随 机 元 取 值 于 可 测 空间 (2 , 绍 .) ,其 概率 分 布 为 己 , 了 一 
T(X) 为 统计 量 , 取 值 于 可 测 空 间 {2 ,名 r)， 了 的 概率 分 布 , 即 基 
于 王 经 变换 了 (。) 在 腕 .上 导出 的 分 布 , 记 为 已 ". 设 Af(X) 为 取 
实 值 的 Borel 可 测 函 数 , 下 |.ACX)1<co( 或 和子 非 员 也 可 以 ). 

在 上 述 记号 与 假定 下 , 若 定义 于 F 上 的 Borel 可 测 函 数 请 满 
是 条 件 
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| AmpaPtz) = | codP'G)， 对 任何 4 E or， 
TTA} 凡 


(1. 18) 

则 称 g (站 是 给 定 工 时 A(x) 的 迷人 忻 期 望 ， 此 处 T7114A)== {x:T(z) 
和 4} 是 集 4 在 变换 了 之 下 的 原 像 . 

适合 (1. 18) 的 g 必 存 在 . 因 者 记 (I1. 18) 左 边 为 4), 则 是 
名 r+ 上 的 有 限 测度 ,日 耳 由 产 " 的 定义 有 已:(4) 一 PT (4)) 故 
当 P'CA4) 一 0 时 PC(T-T1C4)) 一 0, 这 说 明 wx&P*， 因此 按 Radon- 
Nikodym 定理 ,g(t) 一 dv(8)/dP' 满足 (1.18)》， 这 样 的 & 不 必 叭 
一 ;但 如 有 两 个 gj 和 gs 都 满足 41. 18), 则 必 有 了 P*((t; gi() 关 
ga) 一 0, 故 满足 (1. 18) 的 g 可 确定 到 相差 一 个 零 测 集 . 

条 件 期 望 也 可 以 对 F(X) 为 多 维 或 A(X) 取 复 值 时 如 以 定义 . 
车 上 述 条 件 期 望 记 为 ECFCX)|T) (车 要 突出 表明 是 指 条 件 期 望 在 
7 一 上 时 之 值 ,可 记 为 ECACX) | 了 == 或 就 简 记 为 CACXY | 分》 则 
FECA CRY FE NT = (CECH OXONTD ,ECF AX) TY), 
ECCACRY + vo— lf KNIT) 
= EAIT) + vO IECfs (XY)IT)Y. 
以 下 总 假定 了 为 一 维 实 函 数 ， 


条 性 期 望 的 性 质 . 


每 一 个 有 关 积 分 的 性 质 ,都 有 一 个 与 之 相应 的 、 条 件 期 望 的 性 
质 . 这 根子 在 于 (C3. 18》. 

以 下 提 到 的 函数 上 产 + 万 必 一 1,2 都 定 六 在 . 孚 -上 ,为 < 
可 测 , 且 EI|ACXD| ,EL ED) EAI 等 都 有 限 . 

1° 下 非 负 寺 ECFACXD)1T) 非 负 as,， 

2° 若 己 Tn 都 是 常数 , 则 


E| ycAcxy1I7] 一 YER IT) 县 . 名 。 
i 二 1 1 一 1 


由 1",2" 知 
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3° FELTEC XY) TEEC (XY IT) a.s,， 
4 Of EC RI|T)Y 1 ECCXYIIT) a 8s.. 
5° /0, f=lim inf f=>E(f(X) IT) Slim inE (fCX) |T) 


6° | 六 | 委 户 ,六 一 Ja.s. 或 in pr ) 一 
ECF CXR) IT ECFOXYIT)Y (a.s, 或 in pr, )， 

7° ECECACRY IT ECF)). 

8 ECACT (RI FXYIT TIS=ARCTIE(F XY IT) a.s.. 

9° ECECFCK) IT TH IT) = ER IT), 
其 中 1 一 3 和 ?一 9 是 从 条 件 期 望 的 定 光 直接 推出 ,4 一 全 则 避 
用 测度 论 中 相当 的 定理 ,例如 4°. 记 gCT) 二 ECF,CX)1T),g(T} 
二 ECFCXY|T). 依 3 可知 BEISSrS as 故 g+ 某 Sr 可 测 
函数 五 ,使 条 件 期 望 定义 人 1. 18) ,对 任何 AE .和 8, 有 


| .gap = | AdzodP. 
因 让 了 而 8g, 人 玉 , 按 单调 收 仑 定理 ,由 上 式 令 n- 一 co 得 
jspdP' = | f(z)dP ,再 按 (1.18), 后 者 就 是 | gdP* ， 


于 是 | aa = | .gaP: 对 任何 4E gy, 这 证 明了 有 二 g a. 
s. ;从 而 证 明了 4". 5 和 6 的 证 明 完 全 类 似 . 

人 性质 7" 反 上 晚 了 求 (对 ) 的 期 望 分 两 步 走 的 做 法 ,是 一 个 有 用 
的 技 七 . 38° 的 直观 意义 是 ;由 于 在 给 定 醋 时 有 (TT) 也 给 定 了 , 它 ( 在 
给 定 了 的 条 件 下 ) 起 一 个 常数 的 作用 ,可 以 提出 来 . 性 质 9% 也 有 明 
显 的 直观 解释 . 


条 件 概率 


用 前 面 的 记号 , 取 f(z) 一 Ja(z),BE 禾 ,， 则 ECFCX) IT) 称 
为 在 给 定 了 的 条 件 下 ,号 的 杂 件 概率 , 记 为 已 (8IT). 由 前 述 条 件 
期 望 性 质 ,立即 得 到 条 件 概 率 如 下 的 一 些 性 质 ， 
37 


1 有 CBE 一 PCB TYSPCB NT) as ， 
2° 若 BB) ,有 两 两 无 公共 点 , 则 


PUBIT) = DIP(BT) a.s.. (1.19) 


B, 椒 BB 或 BB=>P(B,1T) 人 或 yPCBIT) a,s.. 
3° Pl IT)=1 a,s. ,PO |T)=0 a.s.. 
由 这 些 性 项 看 出 ,固定 i 时 ,PC(B1T) 作 为 甸 , 上 的 集 函 数 , 类 似 于 
概率 测度 ,但 还 不 是 真正 的 概率 测度 ,因为 1"~3" 这 些 性 质 ,都 有 
一 个 “a.s.” 的 尾巴 , 即 不 是 对 每 个 卫 值 成 立 , 而 是 有 一 个 其 王 : 测 
度 为 0 的 例外 上 集 .比如 说 , (1. 19) 式 的 例外 集 与 {B,} 有 关 . 这 样 ， 


当面 对 了 的 一 个 具体 值 :而 要 回答 PL UBIT 一 +) 是 否 等 于 


于 PC |= 时 ,就 需要 知道 这 个 值 :是否 在 上 述 例外 集 内 ,而 


这 是 无 法 知道 的 . 所 幸 的 是 ,在 (名 , 客 。 fe 
要 的 特例 之 下 ,我 们 可 以 适当 选择 PCB|T)( 因 它 只 类 定 到 一 
卫 " 零 测 集 ,有 选择 的 余地 ), 使 得 1"~3" 这 些 性 上 质 中 那个 “a. s. 二 
巴 可 以 去 掉 . 这 得 到 所 谓 * 正 则 厅 件 概率 ”的 定义 : 设 P(B, 丰 定义 
于 BE 加 ,和 :1E ,满足 以 下 两 条 件 : 
4， 对 固定 的 1+E ,Pl，,?) 是 咯 , 上 的 概率 测度 . 
5p， 对 固定 的 BE 名,,P(B,T)=PC(BIT). 
可 内 还 明 : 当 ( 缀 ,和 多.) 为 欧 氏 样本 空间 时 ,满足 这 两 个 条 件 的 
了 (8B ,四 必 存 在 (证 明 可 参见 陈 希 笑 4 数理 统计 引 论 》,p. 36 一 38)， 
正则 条 件 概 率 疡 (B, 马 有 以 下 性 质 ， 


1° ECF(X) |T) = | AmyPcdz'o. 
和 更 严 密 一 些 ; 若 ETA(X) | 之 oo, 则 存在 P' 零 测 集 NN, 使 当 :EN 
时 ， | xc 1PCdz,f) 之 oo ,上 且 蔷 令 gt = | fa)Pear,s) 当 


iEN,g() 一 0 当 2EN, 则 g(T) 基 一 个 ECFCX)|T). 
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证 明 简 单 : 完 由 PCB,z) 的 定 久 推出 1° 当 f(x) 二 Ts(z) (BE 
各 -) 时 成 立 ; 然 后 用 测度 论 的 标准 方法 , 推 到 为 简单 函数 , 非 负 
省 数 、 及 一 般 可 积 函 数 的 情形 . 

2 车 统计 量 代 的 值 域 空间 (CF ,有 站) 为 (Rr ,到 , 才 ,为 RR” 
中 一 切 Borel 集 构成 的 s 域 , 则 存在 了 P' 零 测 集 NN ,使 当 tEN 时 有 
P(A 一 1, 其 中 A 一 {x:TCx)=t}. 这 个 性 质 的 直观 意义 很 清 
楚 .: 嗓 然 给 定 了 工 (x)=t, 等 于 说 限制 了 x 必须 在 B, 内 , 故 后 者 的 
条件 概率 应 为 1. 

为 了 证 明 , 先 指出 ;对 任何 4E 朋 ,, 有 

Tatt) = POTTICAY 3.S。， 《1. 20) 

这 只 要 直接 去 验证 4) 满足 EECTTCA) 12) 的 条 件 就 可 以 :对 任 
何 CE,， 


| eaP， ~ P(ANOC) 


= PTAIANO) = PT 门 了 -CC)). 
(1. 20? 式 的 例外 集 与 4 有 关 , 记 为 N(4). 以 多 记 一 切 形 如 
1 yan 为 有 理 数 
(1. 21) 
的 集 的 类 ,而 N 一 UseyN(A). 则 PC43 一 0, 且 (1.20) 当 :EN 
时 成 立 . 国定 :EN,(1. 20) 两 边 都 是 名, 上 的 概率 测度 , 且 二 者 
在 一 切 形 如 (1. 21? 的 集 上 取 祖 同 值 , 由 此 可 知 
Tatt) = POTT(AD 2) ;对 一 切 A € 8,,t EN. 
特别 , 取 A= 伍 }, 得 到 了 PCA,t) 一 1 当 1EN, 这 证 明了 所 要 的 结 
杂 , 
条 件 期 望 和 条 件 概 率 的 定义 初 一 看 觉得 很 抽 季 和 且 不 易 理 解 . 
事实 上 , 它 不 过 是 把 初等 概率 论 中 常见 的 情况 一 一 离散 分 布 和 连 
续 分 布下 的 定义 ,直接 推广 而 来 ,关键 是 (1. 18) 式 . 我 们 留 给 读者 
去 验证 :这 两 个 初等 情况 下 按 初 等 概率 论 所 定义 的 条 件 期 望都 湛 
足 (1.18). 由 于 (1. 18) 式 以 概率 1 决定 了 g, 它 自然 也 就 取 作 为 条 
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件 期 望 的 定 儿 了 . 

一 般 的 条 件 期 望 概念 只 是 一 种 理论 上 的 工具 ,在 其 定义 中 没 
有 包含 算法 , 求 条 件 期 望 (或 分 布 , 概 率 ? 往 往 很 难 , 需 要 技巧 ,有 
时 要 赁 直观 “看 ”出 其 解 ,必要 时 再 用 定义 (1. 18) 去 验证 它 ,这 无 一 
定之 规 可 循 , 举 几 个 例子 ， 

例 1.5 设 有 一 维 iid. 样 本 XK ，-… ,及 ;EX | 之 吕 ; 统 计量 


一 >x, ,要 求 EECXIT)， 因 XX ,… ,多 为 iid. , 按 对 称 性 考虑 ,应 
有 下 ( 7) 一 … 一 EC TD) 而 其 和 为 了 吉 ECXj|T) 二 T/n 一 
人 ,读者 可 验证 一 下 :这 个 从 直观 得 出 的 解 符合 条 件 期 望 的 严格 
定义 . 

例 1.6 设 有 正 态 样本 并 ja), 统计 量 工 一 
7X, ,要 求 ECXIIT). 令 3 一 JX?. 按 上 例 同 样 的 考虑 ,有 
ECOIT)==E(CS | 了 T) /rn 作 正 交 变 换 了 一 (六 一 C( 人 0， 
义 .》; 正 交 阵 人 局 的 第 一 行为 (]/ Vn ,1/ Yn) 有 


S = DX = DY = Tn PY?. 
i=l i=1 ep 


按 引 理 1. 1 知 T 与 Dy 独立 , 且 了 一 IO 一 2 ss 由 此 
知 ECS|TD)=TI/n 二 nr 一 1)o?， 襄 
ERI|T) 一 Ta + (1 一 17n)o2， 

例 1.7 设 .A ， 区。 是 从 具 密 度 e-*7(zx 污 人 0) 的 总 体 中 抽出 
的 iid. 样本 ,统计 量 了 一 minX;, 求 ECX) [Ty. 

给 定 了 T= minX, 之 第 后 ,下 有 两 种 可 能 ;一 是 羡 , 二 本, 这 有 
1/n 的 可 能 性 ; 另 一 种 是 天 了 ,这 时 X 的 分 布 相 当 于 把 指数 分 
布 e“T(z>>0 限 制 在 z> 了 时 的 条 件 分 布 , 因 而 有 密度 er 一 57(z>> 


T)， 岂 点 上 分 析 得 
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ECX,|T}= Ti/n + (nC— Da ze Tr > Tdzr 


= T/n+t xm ln T+ 1) 
二 人 十 (a 一 19/n 


充分 统计 量 的 定义 和 因子 分 解 定理 


有 了 条 件 概率 的 一 般 理 论 ,就 可 以 给 出 充分 统计 量 的 严格 征 
六 . 设 环 的 样本 空间 为 (名 和 ,. 久 ,) ,分 布 族 (Ps,9E 昌 ). 7 为 取 值 
于 可 测 空 间 (F ,Br) 的 统计 量 . 车 存在 定义 于 多 .Xx.7 的 函数 PP 
《4,2) ,使 对 任何 AE 吉 ,及 8€E8 有 P(A,T)==Po(A|T); 则 称 工 
是 (分 布 族 (P，,8E 日 ) 的 或 参数 9 的 ) 一 个 充分 统计 量 . 这 里 重要 
的 是 P(A,) 不 依赖 8, 因 此 给 定 工 时 ,条 件 分 布 已 不 再 依赖 5 据 
前 面 的 分 析 ,这 就 是 充分 性 要 求 的 实质 所 在 . 

例 1.8 设 闷 ,…, 和 是 从 一 维 分 布下 中 抽出 的 ij, 样本 ,这 
里 对 下 没有 任何 限制 , 妈 本 例 中 (Ps,8E 全 ) 是 一 切 形 如 让 XX… 
XX FF(n 重 直 积 ) 的 nx 维 分 布 的 族 . 记 工 一 (oy,…; 莹 w); 即 (Xi， 
… ,和 的 次 序 统计 量 ,了 是 一 个 充分 统计 量 ， 为 了 证 明 ,要 找 出 满 
足 定 义 中 条 件 的 已 (4 ,六 ， 

对 R" 中 任 一 点 4a 二 《a ,…,an) ,经 置换 可 得 出 #1 个 点 (aa， 
pa》 其 中 全 ,各 ) 是 (1 的 一 个 可 能 的 置换 ,注意 当 
ay ya 不 全 相 异 时 ,这 =! 个 点 中 会 有 相同 的 ,这 时 要 计 及 点 的 
重 数 . 例如 * 一 3,a 一 (1,1,2)，, 署 换 可 得 3 个 不 同 点 , 重 数 都 是 2. 
现 设 4 为 R" 中 的 Borel 集 ,zE8S ,其 中 了 二 {一 0 之 
和 0} 定义 

P(A,t) = tn!1) 1(4 中 包含 由 1 置换 而 得 的 点 的 个 数 ， 

计 及 重 数 ). (1. 22) 
我 们 留 给 读者 去 验证 ;这 样 定义 的 P(A, 四 确实 满足 充分 性 定义 中 
的 一 切 条 件 . 由 于 P(A4,z) 与 未知 的 分 布 无 关 , 证 明了 次 序 统 计 
量 工 的 充分 性 ， 
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直接 用 定义 去 验证 统计 量 的 充分 性 是 困难 的 ,所幸 的 是 ,有 一 
个 便于 使 用 且 涵 盖 面 很 广 的 充分 性 判别 法 , 即 下 面 的 因子 分 解 定 
理 ， 仍 如 前 , 设 X 有 样本 空间 ( 纪 ,到 -) ,分 布 族 (Ps,9E98). 统计 
重 了 到 值 于 可 测 空间 (2 ,多 7)， 

定理 1.2 设 分 布 族 (Po,bEB) 受 控 于 客 , 上 的 ec 有 限 测 度 
P 记 (zy 的 一 dPokgxz)lxdn 即 Py 对 4 的 人 Radeon-Nikodym 导数 . 
则 了 为 充分 统计 量 的 充 要 条 件 是 ,对 每 个 固定 前 8, 六 zx 人 有 形式 

(RE 一 区) 的 下) a,e. ps 《1, 23) 
其 中 对 每 个 固定 的 8E8,g(，, 们 是 和 7 可 测 函 数 , 而 六 为 妥 。 可 
测 的 非 负 函数 . 又 人 1. 23) 的 例外 集 可 以 与 # 有 关 . 

由 (1. 23) 看 出 ;f(z, 办 被 分 解 为 两 个 因子 ;一 个 因子 以 ) 与 8 
无 关 , 另 一 个 昌 与 8 有关 但 通过 TT. 这 是 “因子 分 解 定理 ?名称 的 
由 来 . 这 个 分 解 形式 与 充分 性 定义 联系 起 来 看 ,也 大 致 可 以 看 出 
本 定理 成 立 之 理由 所 在 . 

这 个 定理 的 证 明 较 繁 ,而 证 明 的 细节 对 理解 其 应 用 以 及 本 书 
以 后 的 部 分 并 无 关系 ,因此 我 们 把 它 的 证 明 放 在 本 章 附 录 中 ,初学 
者 可 了 略 去 不 顾 ， 现 在 先 举 几 个 例子 说 明 其 应 用 . 

例 1.9 再 考察 例 1.8, 现在 设 站，,…,X, 所 来 自 的 总 体 分 布 
族 {F}) 受 控 于 oc 有限 测度 pg, 则 样本 CXi1,… ,XX,) 的 分 布 族 {FX… 
X 玉 } 受 控 于 a 有 限 测 度 yxX…… Xx 记 (x)=dF(r)/dpyy 则 (Xi;， 
(对 XX… Xp) 有 密度 zx)*…f 了 (x,)， 注 意 此 处 fF 起 着 参 
数 0 的 作用 . 因为 Fr fa) = rw} fr) + 可 知 若 取 大 
三 1, 则 (1, 23) 成 立 . 依 定 理 1. 2 得 出 次 序 统计 量 的 充分 性 . 

注意 这 里 得 出 的 结果 比例 1.7 上 略 弱 一 些 ,因为 在 例 1. 7 中 未 
假定 总 体 分 布 族 {FF} 受 控 . 

例 1.10 设 样本 芝 ,,…, 允 , 抽 自 总 体 分 布 族 (F6,8E 昌 ),8 为 
实 向 量 参 数 . 设 (F6,8E 日) 受 控 于 9- 有限 测 度 pj, 记 foc，) 一 dF 
C+ )/dr; 则 样本 (Xi,… ,及 ,) 有 密度 Cr)*…fotxs). 固定 z 把 它 
看 作 是 8E 8 的 函数 , 称 为 己 然 函数 ， 依 因子 分 解 定理 立即 得 出 ， 
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伺 然 函数 作为 一 个 统计 量 是 充分 的 (在 此 不 要 有 误解 ,以 为 似 然 函 
数 依赖 参数 ,怎么 能 算是 统计 量 . 实际 上 , 似 然 函数 i.C，) 作 为 
一 个 “函数 ”完全 由 样本 x 决定 ). 

本 例 的 结果 可 算 作 是 对 所 谓 “ 似 然 原 则 ”的 一 个 诠释 . 似 然 原 
则 是 指 :一 切 的 统计 推断 完全 基于 似 然 函数 .更 具体 地 说 ,如 果 了 两 
个 样本 x 和» 有 同一 的 似 然 函数 或 相差 一 常数 因子 , 则 基于 x 或 
基于 y 应 作出 相间 的 推断 . 由 于 似 然 函数 有 充分 性 ,这 个 原则 应 
当 认 为 是 合理 的 ， 

但 是 , 似 然 原 则 通常 的 舍 义 ,要 比 上 述 解释 更 广 一 些 , 即 由 不 
同 模型 导致 的 们 然 表 数 也 应 服从 这 个 原则 . 举 一 个 例子 . 设 一 个 
事件 的 概率 8 未 知 ,我 们 设计 两 个 试验 来 对 它 进 行 推断 ; 

a， 预定 独立 观察 10 次 , 设 事 件 出 现 了 2 次, 似 然 函数 为 cj 全 
(1—A)!. 

6. 逐次 独立 地 观察 至 事件 出 现 2 次 为 止 , 设 到 停止 时 进行 了 
10 次 观 察 ， 按 负 二 项 分 布 , 似 然 函 数 为 c: 纪 (1 一 的 5 以 上 ces 都 
是 常数 . 

这 两 个 不 同 试验 (不 同 模型 ,一 为 二 项 分 布 ,一 为 负 二 项 分 布 ) 
导致 只 相差 一 常数 因子 的 似 然 函数 ,因此 按 似 然 原则 ,应 作出 对 8 
的 相同 推断 (例如 ,用 同一 数值 去 估计 2 同时 接受 或 同时 拒绝 有 
关 8 的 假设 等 )， 这 看 起 来 虽 非 不 能 接受 ,但 并 不 是 没有 提出 异议 
的 余地 ,因为 试验 机 制 不 同 , 间 一 结果 的 含义 就 末 必 一 定 相 同 ， 实 
际 上 ,在 通常 频率 学 派 的 理论 下 ,根据 某 种 (在 该 学 派 下 ) 合 理 的 标 
准 ,基于 上 述 试验 结果 是 可 以 而 且 应 该 作出 不 周 的 推断 的 . 

例 1.11 设 总 体 分 布 族 为 指数 型 分 布 族 (1. 47 已，…， 瑟 ,为 
抽 自 此 总 体 的 iid. 样本 ， 令 


TO = (DTHAAD DTZD), .24) 


则 由 定理 (1. 2) 立 见 : 了 为 充分 统计 量 . 这 个 结果 包含 了 很 多 常见 
情况 , 钢 如 例 1, 3 和 例 1.4, 都 是 本 鲍 的 特例 ， 进 一 步 的 例子 如 ， 
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车 筷 , sR Ne ,0 ; 沼 数 8 一 《ay 以 六 和 分 别 记 样 
本 均 德 和 样本 方差 , 则 ( 久 ,5) 为 充分 统计 量 ， 

若 革 1 NNC5,0), 且 合 样 本 (Xi， 
wr ,YY,) 全 体 独 并， 此 处 参数 = tab,o:). 记 一 
Gn + — 2 (DR RY + DY — 7)) , 则 (又 ,7,w) 

is1 jl 


为 充分 统计 量 . 


若 总 体 分 布 有 密度 
FT)》 —h(a bd) rexp(— br YT > 0), 
= a5,a>— 1b 0, (1. 25) 


而 <> 0 为 已 知 第 数 ,hba,5b) 一 cberoc/ | 4 二]， 这 可 转化 为 
(1.4) 的 形状 ,着 Xi,…,X, 为 抽 自 此 总 体 的 样本 , 则 


( 也 logX, 六 区) 是 充分 统计 量 . 也 可 以 不 转化 为 (1. 4 而 直接 


利用 定理 1.2, 得 { ][X., > X:) 是 充分 统计 量 . 这 一 者 当然 没 


有 本 质 区 别 ,因为 容易 证 明 : 若 了 是 充分 统计 量 , 而 了 "= 一 CCT ?是 
Borel 可 测 的 一 一 对 应 变换 , 则 工 * 也 是 充分 的 . 

(1. 35) 包 括 了 一 些 常见 的 分 布 ,如 当 *c 一 1 时 ,得 到 Gamma 
分 布 或 称 Pearson E 型 分 布 , 当 a 一 0 时 得 到 在 可 靠 性 统计 分 析 中 
有 用 的 Weibull 分 布 . . 

统计 量 (1. 24) 是 点 维 的 ,而 下 与 样本 量 =” 无关. 这 标志 着 指 
数 型 分 布 族 一 个 很 良好 的 性 质 , 是 其 优越 性 的 本 质 所 在 ,是 一 些 统 
计 问 题 在 指数 型 总 体 下 有 圆满 解决 的 根本 理由 所 在 - 如 以 前 和 曾 指 
霸 的 :对 统计 量 有 两 方面 的 要 求 :一 是 简化 ,二 是 尽 少 址 失信 息 . 
前 一 要 求 就 是 维 数 低 , 把 原来 为 数 很 大 (= 个 ,因此 为 n 维 ) 的 数据 
简化 为 少数 几 个 量 ,后 一 要 求 即 充分 性 . 若 只 顾 一 头 , 则 很 易 达 
到 ,如 取样 本 本 身 不 动作 为 统计 量 , 则 保持 了 充分 性 ,但 毫 未 简化 ， 
而 此 二 者 在 指数 型 总 体 下 可 雄 得 兼 . 可 以 证 明 , 若 总 体 分 布 族 有 
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共同 支撑 , 则 只 有 当 它 是 指数 型 分 布 族 时 ,才能 具有 其 维 数 不 随 样 
本 最 = 而 上 升 的 充分 统计 重 . 

例 1.12 设 总 体 分 布 为 均匀 分 布 族 RO0, 引 ,92>0, 即 (对 工 
测度 ) 有 密度 7T(00<z< 0 设 六 , 式 , 为 自 此 总 体 中 抽出 的 
样本 , 则 据 定 理 1. 2, 易 知 了 二 maxX, 是 充分 统计 量 . 如 果 总 体 分 
布 为 ROG1 5,92), 一品 < 的 << , 则 ( min X;,maxX:) 为 充分 统计 
量 . 

本 例 中 的 总 体 分 布 族 非 指数 型 ,但 具有 其 维 数 不 随 样本 量 = 
上 升 的 充分 统计 量 , 这 和 与 刚才 提 到 的 结果 不 矛盾 ,因为 本 例 中 的 总 
体 分 布 族 并 无 公共 支撑 ， 


统计 决策 理论 与 充分 性 


有 了 样本 四, 据 以 算出 统计 量 工 =T(X) ,然后 就 愉 任 下 去 作 
统计 推断 . 这 相当 于 把 原先 的 统计 模型 E :{(2 ,2,) ,Po,0E8} 
简化 为 模型 下: { 有 到 , 禾 7) ;Pi ,8E 日 }. 这 个 简化 是 否 会 带 来 损失 
呢 ? 充分 性 理论 告诉 我 们 : 若 全 是 充分 统计 量 , 则 不 会 有 损失 , 民 
为 当 了 充分 时 ,由 忒 简化 为 了 并 不 损失 信息 . 但 由 于 “信息 ”这 个 
概念 并 无 严格 的 界定 ,我 们 对 这 个 说 法 还 党 得 有 些 不 甚 了 然 . 
Wald 的 统计 决策 理论 据 殿 了 一 个 更 精确 的 、 数 量化 的 曾 释 . 

决策 消 数 理论 在 评价 一 个 统计 迷 策 的 优 劣 时 ,完全 基于 其 风 
险 函 数 ， 以 此 ,前 述 “ 由 模型 1 转化 为 工 并 无 损失 ”这 个 命题 ,在 此 
可 精确 地 表述 为 :不 论 你 在 模型 1 之 下 采用 怎样 的 一 个 决策 函数 
S(tz) ,其 风险 为 RC9,6) ,总 能 在 模型 工 之 下 找到 一 个 尖 策 函数 人 
(2) ,使 其 风险 RR* (8,8* ) 满 足 

R* (90,8) ROO)， 对 一 切 8€ 9， (1. 26) 
有 时 把 这 个 结论 称 为 充分 性 原则 
为 了 证 明 , 以 工作 ,a) 记 损失 阔 数 , C4, 多 ,) 记 行动 空间 . 取 任 
一 随机 化 决策 函数 55Cr,D), 它 定义 于 侣 义 琉 ,对 固定 的 <， 
45 


{rs * ) 是 < 上 的 概率 测度 ,而 对 固定 的 DE Bd ™ ; 品 ) 为 
多 可 测 . 按 第 1. 2 节 , 奖 策 函 数 8 有 风险 函数 


RO,6) = | {| zee,ayaczvaa dPe(zx). 


针对 3, 在 模型 工 之 下 采用 随机 化 凑 策 函数 8 如下， 
Be) 一 [ 8c,D)P dz,), 


这 里 PC。,，) 定 义 于 名:X.F ,是 给 定 工 的 条 件 下 站 的 正则 条 
件 概率 测度 ， 由 于 了 是 充分 统计 量 ,P(，，，) 可 取得 与 参数 8 无 
关 ， 注意 在 此 正则 条 件 概率 之 存在 是 一 假定 ,我 们 已 知 它 在 (2 ， 
嚼 。) 为 欧 氏 样本 空间 时 成 立 ， 对 非 欧 氏 样 本 空间 ,这 是 一 个 技术 
性 的 假定 ,应 当 不 影响 结论 的 实质 ， 实际 上 ,正则 条 忻 概 率 不 存在 
的 例子 都 是 很 人 为 的 . 

所 定居 的 人 "满足 随机 化 决策 郴 数 定义 中 的 两 个 条 件 ,这 很 容 
易 验证 . 现 往 证 3 的 风险 函数 RR* (8,6" ) 与 RO, 人 重合 , 事实 
上 ,有 


R* (8,6° )= | | zee,a2 Gda) | dP? () 
= | £0,a) | 6° (edaydPs 0) 
一 Treee | 人 


一 ea | sc,da) | Pdz,pdPz ()， 
(1. 27) 
因 被 积 函 数 都 非 负 ,以 上 改变 积分 次 序 是 可 以 的 , 依 条 件 梳 率 定 
疼 , 有 
| Peldzs dP (1) = Pldx) = dPs(z). 
以 此 代入 (1.277, 即 见 R* (9,6") 与 前 面 RC(8,6) 的 表达 式 重合 ， 


此 证 明了 所 要 的 结果 . 
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上 述 论证 中 的 一 个 重要 之 点 是 允许 使 用 随机 化 决策 函数 .可 
以 举例 证 明 ;: 若 只 局 限于 使 用 非 随机 化 的 决策 函数 , 则 上 述 结论 不 
再 在 立 . 就 是 说 ,即使 7 为 充分 统计 量 , 也 可 能 出 现 这 种 情况 ,在 
原 模型 I 中 能 做 到 的 事情 ,在 简化 模型 了 中 已 不 能 做 到 了 ,这 个 
现象 初 一 看 党 得 有 点 难于 理解 ;既然 由 区 简化 为 了 不 损失 信息 ， 
为 何 用 苹 能 做 到 的 ,用 工 就 不 能 做 了 ? 问题 是 这 样 的 :对 一 个 区 6 
了 ,考虑 集合 A 一 {x:T(zx) 一 :}. 如果 回 到 洋 本 空间 ( 字 , 朋 -) 去 
看 问题 , 即 采用 并 , 则 在 集合 4 内 各 个 不 同 的 点 ;可 采取 不 同 的 
行动 SCr) ,而 简化 到 工 则 等 于 说 对 4 内 任 一 个 = 必须 采取 同一 
行动 ,这 个 限制 有 可 能 造成 损害 . 或 反 过 来 看 :以 (9 , 狗 ,) 为 基 
础 ,基于 原样 本 zx 的 决策 函数 ,相当 于 基于 简化 样本 : 的 随机 化 决 
策 函 数 ， 而 即使 在 同一 模型 下 ,随机 化 决策 函数 能 做 到 的 事情 , 非 
随机 化 奖 策 范 效 不 一 定 可 人 微 到 . 例如 在 离散 分 布 参数 的 假设 检验 
中 ,用 随机 化 检验 可 以 确切 达到 所 给 定 的 检验 水 平 ,而 用 非 随 机 化 
检验 有 时 就 做 不 到 . 


附录 因子 分 解 定理 的 证 明 


先 写 出 儿 条 需 蔓 的 记号 和 简单 事项 ， 
但， 设 C 名 ,党 ) 为 可 济 空间 ,vj 都 是 < 多 - 上 的 测度 ,x 为 好 有 
限 ， 若 vy 则 在 在 Radon-Nikodym 导数 万 (zr) 一 dsfz)yydn 它 
是 静 . 可 测 且 
(RAGEP =yA), AE 多 . (AL) 


现 设 史 为 络 . 的 子 5 域 , 则 v,p 也 是 鹤 寺 的 测度 县 仍 有 wS& 

&. 如 相对 于 到 仍 为 = 有限 (这 不 总 是 成 立 . 例如 ,考虑 (R'， 

和), 即 一 维 欧 氏 空间 及 其 Borel 子 集 构成 的 o 域 ,pr 为 Lebesgue 

测度 . jp 相对 于 多, 是 zc 有限 的 . 但 才 取 多 为 由 两 个 集 人 网 和 RR! 

构成 的 s 域 , 则 多 己 史 ;但 相对 于 和 贸 已 不 是 sc 有 限 的 ), 则 可 算 
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出 另 一 个 Radon-Nikodym 导数 f(x) 一 dv(x)/dyx( 相 对 于 多) ,这 
与 万 不 同 : 产 是 罗 可 测 因 而 也 是 多 . 可 测 , 但 六 只 是 鹏 . 可 测 ， 
不 必 是 另 可 测 . 但 当 (41) 中 的 万 改 为 疡 时 ,该 式 只 对 4E 喇 成 
立 而 不 必 对 一 切 4E 咖 。 成 立 , 为 了 分 别 这 二 者 ,可 以 把 广 记 为 
dv/dp(B) ,fi 记 为 dv/dp(B). 
2 若 {j&,n 之 1} 为 鹃 .上 的 一 串 非 零 有 限 测 度 , 则 可 找到 吉 ， 
上 的 概率 测度 ,使 对 任何 集 4E 到 -, 有 
“A = 07 "对 一 急 # 有 (A) 一 0”， (CA2) 


证 明 取 一 2 Pt (DA 
c， 设 {1Po,8EBl 是 室 间 (和 ,到 ) 上 的 一 个 测度 族 ,受挫 于 同 
一 空间 上 的 z 有 限 测度 w, 则 必 存 在 号 的 一 个 至 多 可 列 集 { ,多 ， 
…} ,使 对 任何 4E 表 . 有 
{Pa(4) = 0 对 一 切 i 关 1}S{PAA) = 0 对 一 切 8 € 8@}. 
(A3) 
证 明 可 设 “为 有 限 测 度 , 不 然 可 以 用 由 


pA) = 2 人 (24 pA NN 4) 
所 定义 的 we 取代 Ap 此 处 U4, 一 有 且 HAC4.) 过 com 之 1 


以 多 记 一 切 形 如 Dop, 的 测度 的 族 , 其 中 常数 c 二 0 县 和 


为 1， 显然 多 鼠 pe 对 QE 以 g 记 其 对 的 Radon-Nikodym 导 
数 . 往 证 :存在 @oE 多 ,使 
{QA = 0} 舍 人 @Q(4) 一 0 对 一 切 Q@E 沪 ), CA4) 
记 
一 CC E 另存 在 QE 多 使 RCICy >>0 
Boatr)>0a.e.4 于 CLL}, 《45》 
“7 seh) 
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M 非 空 , 因 任 取 98E8, 记 QQ 二 Ps. Clzr:dPoa(x) /dp>0} 属 于 jp. 找 
一 串 {Ci} 二 M ,其 中 :相应 的 测度 记 为 Q;( 在 定义 C45) 中 ,每 个 C 
EM 联系 到 某 个 Q@E.F), 使 jC0) 一 a 当 1->o0, 不 妨 设 q(x) 一 
dQ.Cz) Wd 在 C 上 处 处 天 于 90, 否则 从 CC; 中 丢掉 那些 使 g(x)==0 


的 即 可 . 记 如 —UC.,Q, 一 DTQA2 ,有 Qu, 是 


q(x) = dr /dp Pg/2 > 0， 任何 xz € CG， 


以 及 Qocco>0 故 CoEM, 往 证 此 Q 满足 C44). 为 此 , 设 多 
《4) 一 0. 企 取 QEF, 记 C={z:9(x)>0). 由 (CANNCoO) 志 Q 
CA) 二 0 及 oo 在 Co 上 太 于 0 知 CA 站 mC) ==0, 故 QANMNCY) =0. 
又 因 g 在 党 一 C 上 为 0, 有 QA 站 MC( 沈 一 0 站 (名 一 0)) 一 0. 故 
为 证 QC(A)=0, 只 妥 证 

QE) 二 QAN RC NO=0. 《46) 
因 车 (46) 不 对 , 则 有 gCE)>0, 取 DD 一 CoUJE, 有 CD})>p(Co). 
另 一 方面 ,DPEM, 从 而 与 HA(CCo) 一 SURACC? 矛 盾 ， 为 证 DE M, 注 
意 EEM, 疆 因 QCE)>0 而 g 在 C 上 处 处 大 于 0. 取 训 = (QQ 十 
Qo)/2, 有 EF ,9rd /di= (q(tr)tg (xr) /2>0 于 D 
上 , 且 娘 (DD) 这 Qs,(Co)/2>>0, 故 由 M 的 定义 知 DEM. 如 前 指出 ， 


这 产生 牙 盾 ,从 而 证 明了 (C46) 因而 (44), 设 Q, 一 SlcPs, 则 {8 
i 之 1} 适 合 (43), 而 证 明 丁 所 要 的 结果 ， 
定理 1. 2 的 证 明 


找 适 合 (43) 的 一 串 忆 CCB@. 令 4 二 > .2 Pe ; 则 
一 了 
{A(A) = 0 {PA) = 0, 一 切 9 E 9}. 
{Pe,8E9} 受 控 于 4 记 
F(x,0) = dPolr) /dah(B.), 
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先 证 明 : 休 为 充分 统计 量 的 充 要 条 件 为 :存在 g(t, 站 ,使 对 任何 8 
EB,gl: ,站 为 Br 可 测 , 且 
Frd) = g(tCT)H), a.e.A, (AF) 
例外 集 可 依赖 必 
先 设 了 为 充分 统计 量 , 则 存在 不 依赖 于 0 的 条 件 概率 P(A1i)， 
满足 


| Paalpade; (= PAANT-B), AE .BE DB, 
Pi 是 Ps 经 TT 导出 的 测度 按 引 理 1.1, 上 式 等 价 于 
| Pt4litzydPio = PAN A), AE WB,, 
4 € T-i() = B,C RB,. (A8) 
由 C48) 及 ;的 定义 ,有 
| PCA = AAN A), AE B.A € 到， 
(Ag) 
这 表明 :即使 取 4 为 客 . 上 的 概率 测度 ,P(A|#) 仍 为 给 定 全 时 的 
条 件 概率 . 记 ge Cz) =dPetr) /AdAC,). 因 do 为 Wo 可 测 ; 按 引 理 
1. 2, 它 可 表 为 gelz) 二 g G(x) ,0) 的 形式 ,上 且 固 定 86 时 gC。， ,四 为 
党 r 可 测 , 现 证 也 有 
ge Tt) 一 吉他 (人 = dPotry) /dA )., (410》 
为 此 只 须 证 
PC4) = | glcr) ,0 dA), BE 0,A EE HB,. (All) 
任 取 4E 画 . ,在 (48) 中 了 县 4 二 吏 ,有 
P(A) = | PC4IzCzyydPi(z)， 
-二 
又 由 (49), 有 PC4|t(z)) 一 PiCa1iz)) 一 EGG)I1iCz)) 故 
PC4) = Eda) ery)dPsr), 
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此 积分 的 被 积 函 数 为 多, 可 测 , 故 由 杏 ( 导 人 7 :四 ) 的 定义 ;有 
PiC4) 一 | cncr J Cx) gC) ,0)daCz) 


一 | Eeecn OITA) 1tCz))dAKz) 


一 | eecey ,exdacz)， 


第 二 纱 用 了 条 件 期 望 的 性 质 8 这 证 明了 (411) ,因而 (410?. 由 
CA10) 及 F(z, 四 的 定义 ,得 CA7). 
有 反 过 来 , 设 (A7) 成 立 , 往 证 全 的 充分 性 .对 固定 的 4E .多 ,和 
8E9, 定 义 测度 vy; 
HC) = PAANC)Y, CE GW,, 
刘 有 
dy(x) /dP Bn) = Pel Ad |£(x)), 
因此 有 
dvr /dA BI = CdvCr) dP) (CB) + (dPolr) /dB,) 
= PetAlt(r gr) ,0). CA12) 
另 一 方面 , 易 见 dvCx)/dPe( 吕 .) 一 Ta(z). 由 此 及 CA10}(CA10) 之 
成 立 是 因 下 (x, 从 的 定义 及 C47)) 得 
dy(x) /dA(B,) = (dy(x) /dPo) (BB,) » (dPo(r) /dN (DB,) 
= a(x)gUut(z) ,0, 
故 叉 有 
dv(x) /dA B= Ed XY} /dA BJCz)) 
= ETa(X)g( zr) ,0 tr)) 
= gC DPAA tz)). 
此 式 与 (412}) 比 较 , 得 
PilAlitrI gar) = PAAlt(r))g (tr) 0 , a.e.N 
CA13) 
由 4 的 定义 , 知 (413) 也 a.e. Py 成立. 由 CA10) 知 Po(C{zx:gtitr) ,0) 
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一 0) 一 0, 故 由 (413) 得 
PCAlitr)) = PotAli(x)), a.e. Pe 
对 和 枉 何 8 成立 ,而 PiCA|ziCr)) 与 8 无关, 这 证 明了 了 的 充 
分 性 . 
为 完成 定理 1.2 的 证 明 , 只 人 须 证 (47) 等 价 于 定理 1. 2 中 给 出 
的 条 件 . 先 设 (47) 成 立 , 即 有 (410)， 国 为 1 和 六 记 天 (zz) 一 
dACz) /dx( 贸 ,), 则 
f(z = dPolx) /dp(®,) 
= (dPetz) /dA CRB) (dA dp) (BB,) 
= gr Dh a.e, Ly 因而 a. e. Ps. 
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第 二 章 无 偏 估计 与 同 变 估计 


本 章 及 下 一 章 讨论 的 主题 是 从 玉 ald 的 统计 决策 理论 的 观点 
去 研究 参数 的 点 估计 . 设 随 机 元 荆 的 样本 空间 为 (好 ", 移 .) ,分 布 
族 为 (CPs,8EB),g(0) 是 定义 在 参数 空间 上 的 已 知 函 数 , 取 实数 值 
或 实 向 量 值 . 要 构 作 一 个 适当 的 统计 量 &(z) ,使 当 有 了 样本 
时 , 就 用 g(z)? 去 估计 g( 的 ， 因 为 (分 和 54z) 都 是 欧 氏 空间 R” 
的 一 个 点 ,这 样 的 估计 就 叫做 点 估计 . 帮 为 点 估计 这 种 特定 用 途 
的 统计 量 &, 通 党 就 称 为 估计 量 . 

设 给 定 了 损失 函数 LC(9,a) ,定义 在 昌 8XR”" 上 . 它 反 映 了 当真 
参数 值 为 只 因而 被 估计 冀 数 值 为 g(9))? 而 用 a 去 估计 &( 人 时 所 
受 的 损失 . 假定 工 非 鱼 , 且 对 图 定 的 2, 工 (8,a) 作 为 4 的 函数 是 
Borel 可 测 ,这 时 俩 计量 中 的 风险 为 


RONE) = EL(OECR)) 一 [20,8 CVdPpoce). 
者 


按 Wald 理论 的 观点 ,风险 愈 小 ,估计 量 愈 佳 . 如 果 能 找到 某 个 佑 
计量 86, 其 风险 一 致 地 ( 即 对 一 切 8E 日 同时 ) 这 到 最 小 ; 则 这 个 go 
就 是 最 佳 的 估计 量 ， 但 这 种 g 一 般 不 存在 ,于 是 只 好 把 要 求 放 低 
一 些 , 这 有 两 种 人知 法 . 

1° 限制 可 以 采用 的 佑 计量 的 类 ,然后 在 这 个 类 中 找 一 个 估计 
量 , 其 风险 一 致 地 达到 最 小 . 

2 对 风险 函数 不 要 求 它 一 致 地 达到 最 小 ,而 是 提出 某 种 综合 
性 指标 ,然后 找 一 个 佑 计量, 使 这 个 综合 指标 达到 最 小 . 

这 两 个 方面 的 研究 ,就 构成 了 Wald 理论 下 点 估计 的 内 容 , 这 
里 面 有 些 非 数学 的 阿 题 . 如 在 第 一 种 做 法 中 ,限制 估计 量 的 类 是 通 
过 提出 某 种 要 求 , 凡 是 不 符合 这 要 求 的 估计 ,一 律 不 予 考虑 、 这 种 
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原则 上 既 要 有 其 数学 上 的 严格 表达 ,也 需要 切合 实际 . 这 后 一 点 就 
与 问题 的 应 用 背景 有 关 . 对 第 二 种 做 法 也 有 同样 的 问题 . 

从 数学 的 角度 说 ,第 二 种 向 法 因为 从 涉及 一 个 单一 的 数量 指 
标 , 原 则 上 说 解 是 存在 的 (当然 也 有 些 条 件 ), 但 在 许多 情况 下 要 求 
出 这 种 解 并 非 易 事 . 至 于 第 一 种 做 法 , 则 解 的 存在 性 仍 是 问题 , 且 
只 是 在 某 些 较 简单 的 情况 下 才 存 在 ， 

本 章 讨论 第 一 种 做 法 . 所 涉及 的 限制 原则 有 两 个 ; 其 一 是 无 
偏 性 , 另 一 是 同 变性 . 


2.1 风险 一 臻 最 小 的 无 俩 估计 


称 & 上 是 5 的 一 个 无 偏 估计 ,如 果 
Eg(X)) = g(0), ED. (2. 1) 
也 可 以 考虑 随机 化 的 估计 (zx,，* 》， 对 每 个 zE 统 , 它 是 R* 中 的 
Borel 集 所 构成 的 ao 域名, 上 的 概率 测度 ,这 时 元 凯 性 的 意义 是 


BE 人 | og,da)) = 60), 9€@. 


在 各 种 准则 中 ,无 偏 性 可 能 是 点 估计 中 使 用 得 最 多 的 , 究 其 原 
因 ,数学 上 较 易 实现 和 处 理 是 其 一 - 从 应 用 的 角度 看 , 若 一 个 估计 
莉 要 在 同一 模型 下 被 重复 使 用 ,而 其 各 次 误差 葛 后 果 可 以 正 负 相 
消 , 则 这 个 原则 是 最 理想 的 . 但 在 一 次 性 使 用 中 ,这 原则 的 合理 性 
就 可 以 质疑 . 但 不 论 如 何 , 一 般 人 在 直观 上 亚 怕 都 倾向 于 能 接受 
这 样 的 观点 :一 个 没有 系统 误差 的 估计 总 是 更 可 靠 一 点 . 事实 上 ， 
考虑 这 样 一 种 极端 的 情况 ,gs(z) 是 一 个 无 偏 估计 ,而 1 (x) 二 名 
《z) 十 c 是 另 一 个 估计 ,ce 关 0 为 常数 . 则 在 平方 损失 下 二 者 的 风 
险 , 即 均 方 误差, 分 别 是 Varstg(X)) 和 Vartg(X)) 十 ec? ,后 者 更 太 
一 些 . 当然 ,这 里 偏差 < 是 一 常数 ,不 是 一 般 的 情况 . 

现在 假定 损失 函数 工 (8,a) 满 足 条 件 :对 固定 的 0, 工人 9,a) 帮 
为 & 的 函数 是 凸 函 数 ， 属 于 这 种 情况 的 最 重要 的 例子 是 平方 损失 
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gC 一 a ,或 更 一 般 的 二 次 型 损失 (tg( 引 一 a) ACg (四 一 a), 其 
中 4 是 mm 阶 正定 方 阵 . 在 这 个 假定 下 去 寻找 在 g(9) 的 无 偏 估计 
类 中 ,风险 一 臻 最 小 的 估计 . 
首先 我 们 指出 :采用 随机 化 估计 不 会 带 来 什么 好 处 ， 为 证 明 
这 一 点 , 需 用 到 下 面 的 著名 不 等 式 ; 
Jensen 不 等 式 ” 设 了 为 mx 维 随机 向 量 ,为 定义 在 R* 上 的 
是 函数 ,EX 存在 有 限 , 则 
EfCX) 2 /EX). (C2. 2) 
当 了 为 严 凸 时 , (2. 2) 式 中 的 等 导 当 且 仅 当 P(K=EX)==] 时 才 成 
六 ， 
证 明 y=f(x) 是 Rt' 中 的 一 个 凸 曲 面 ,而 点 (EX,A(EX)) 
在 此 曲面 上 .由 芒 集 论 中 周知 的 事实 ,存在 一 个 过 此 点 的 平面 ,使 
上 述 曲 面 全 在 此 平面 的 上 方 . 若 以 y= 了 (EX) 十 cz 一 EX) 记 此 
平面 的 方程 , 则 有 (wx) 之 (EX) 十 c* (x 一 EX), 因 而 
EACX) FEX) ToECR — EX) = f(EX), (2.3) 
这 证 明了 (2. 2). 车 了 为 严 凸 , 则 除非 z 二 EX, 总 有 了 (x)>A(EX) 
十 ctx 一 EX), 因 而 只 有 在 P(EK=EX)==1 时 ,(2. 3) 才 成 立 等 屿 . 
现 设 随 机 化 估计 glzx,da) 是 gC(6) 的 一 个 无 偏 估 计 ， 基于 &， 
作 一 个 非 随机 化 估计 g,; 


81(X) = [ ag{tr,da), 


则 由 g 的 无 偏 性 推出 g 的 无 偏 性 ， 且 由 Jensen 不 等 式 , 有 
LO EL) 去 | LO Er,da), 


因此 
ROED = ECL BRN) 所 E(|. LO OER,da)) 


= RG, Ep). 
这 说 明 :每 有 一 个 无 偏 的 随机 化 估计 8#: 则 必 可 找到 一 个 非 随机 化 
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估计 i; 其 风险 总 不 比 g 的 风险 大 , 因此 ,在 寻找 最 小 风险 估计 时 
不 用 去 考虑 随机 化 佑 计 . 注意 工 为 凸 的 假定 ,不 热 这 个 结论 就 不 
成 立 . 

现 设 有 一 个 充分 统计 量 了 . 对 任 一 无 偏 估计 gCx); 考 虚 条 件 
期 望 EC 一 EeCg(XD)1Z = 一片 . 由 了 的 充分 性 ,此 条 件 期 望 与 8 无 
关 , 因 而 G0) 一 htz(z)) 可 作为 g (9) 的 一 个 估计 . 它 是 无 偏 的 , 因 

EsChCGCX))) = Ey(EB CX)|T)) = EB CK)) = gO0), 
且 由 工 的 凸 性 ,用 Jensen 不 等 式 , 易 得 (0,g) 守 RC(9,h). 就 是 
说 ,在 寻找 g(9) 的 无 偏 一 臻 最 小 风险 估计 时 ,只 须 考 虑 基于 充分 
统计 量 工 的 无 偏 估计 就 行 了 ,在 某 种 特殊 情况 下 ,基于 工 的 无 偏 
估计 只 有 唯一 的 一 个 ,那么 ,这 个 估计 也 就 是 8 人 的 无 偏 估计 中 ， 
风险 一 致 最 小 的 , 这 个 考虑 引导 到 统计 量 的 完全 性 的 概念 . 

完全 性 分布 族 (Po,9E 名 B) 称 为 是 完全 的 , 若 对 任何 满足 条 
件 


Ef CO) = | /apr) =0, 一切 gEB (2.4) 
的 疡 必 有 
fr) = 0， a.e, Po 对 一 切 品 c 邓 ， 《2 5) 
注意 ,此 处 的 前 提 是 (2. 4) 对 一 切 9E 全 成 立 ,结论 (2.5) 也 是 对 一 
切 0E 对 一 个 固定 的 8, 由 Esf (KX) 二 0 并 得 不 出 f(z)=0 a. 
Po， 另外 ,分 布 族 的 完全 性 要 求 “(2.4) 二 (2.5)” 这 个 命题 对 任何 
子 成立 ,而 不 只 是 某 个 或 某 些 特定 的 站 参见 以 下 * 有 界 完全 性 ”》. 
为 何 这 个 性 质 会 称 为 完全 性 ?我 们 把 (2. 4) 写 成 稍为 不 词 的 形 
式 就 可 以 理解 . 设 CPo,2EBB) 所 An 是 .更 .上 的 有 限 测度 。 记 ps 
{Xz) 一 dPotz) /dpey 则 (2,4) 可 写 为 


| fe per)dplz) -0，_ 切 be e. 


在 正 交 函数 理论 中 ,把 这 个 式 子 解释 为 了 与 pst 关于 测度 x) 正 交 . 
“(2.4) 二 (2.5) ”的 意思 ,现在 可 解释 为 :车 一 函数 了 与 负数 系 (ps， 
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8E 旧 ) 正 交 , 幅 了 这 为 0. 在 正 交 函数 论 中 把 这 种 函数 系 称 为 完全 
的 ,此 处 不 过 是 借用 了 这 种 说 法 ， 
若 了 为 统计 量 , 取 值 于 (他 ,有 (0Po0EB) 在 变换 了 之 下 
的 导出 分 布 族 记 为 (如 ,6EG@). 若 后 者 是 完全 分 布 旋 , 则 称 统计 
量 了 是 完全 的 ， 一 句 话 :说 统计 量 了 完全 是 指 对 任何 了 有 
{Esf(T(X)) 一 0 一 切 8 生生 (ACT 一 0 
a.€. Pos — 人 HD OE H}. 


有 界 完 全 性 


如 在 《2. 4) 和 (2. 5) 中 , 才 上 “六 有 界 ” 的 限制 ,就 得 到 分 布 族 
《Pe,0E€B) 为 有 界 完全 的 定义 ,， 类似 地 , 兰 统 计量 工 的 导出 分 布 
族 为 有 异 完全 , 称 T 为 有 界 完 全 统计 量 . 

所 以 ,有 界 完全 性 是 完全 性 的 弱化 . 这 个 概念 在 数学 上 有 兴 
趣 , 但 在 统计 理论 中 不 如 完全 性 那么 有 用 . 事实 上 , 要 举 一 个 有 界 
完全 而 非 完 全 的 例子 ,也 不 是 显然 易 得 , 昌 则 这 种 例子 的 确 存在 
《第 6 题 ). 

完全 性 概念 的 一 个 出 人 意 表 的 应 用 ,是 证 明 变 量 的 独立 性 , 见 
于 下 面 的 定理 ， 

Basu 定理 设 T 是 及 一 (Ps,8EH) 的 充分 是 有 界 完全 的 统 
计量 ,而 fCz) 的 分 布 与 8 元 关 . 则 对 任何 8EB,TCz) 与 f(x) 独 
六 . 

证 明 取 BBE,,4a 寺 Pol/'(B)) 与 98 无关, 由 了 本 充分 , 知 g 
(二 Pr 站 1(B) T=2) 与 89 无关. 因 0 和 甩 PsS1,2 为 有 界 . 记 苑 ( 
一 PC 一 2 出 

Es f(T) = Eg(T(z))) — a 
= EdPoelf-1(BYIT)) — a 
一 Po:(B)) 一 和 一 4 一 aa 一 0， 
对 任何 8EB， 由 了 的 有 界 完全 性 , 知 
pT) 一 0，a.s.Py ,对 任何 9 E 8， 
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即 xT)=a,a.s. Pi, 对 任何 8EB, 现 有 
Pf-1(B) 站 THC)) = J PCB) IT ~ wdPYG) 


= a dP?) = aPTO) = aPyle-i (C0)) 


一 Pef I (BYPATT IC))， 
对 任何 BE 名.,CE 吉 7,8E 昌 ,这 证 明了 定理 的 断言 . 
在 本 定理 能 用 的 场合 ,用 它 去 证 明 有 关 变 量 的 独立 性 ,往往 比 
用 其 他 方法 简 省 很 多 . 本 书 习 题 中 有 一 些 这 方面 的 例子 ,例如 习 
题 7. 
可 由 举 例证 明 : 本 定量 之 道 不 真 : 由 (x) 与 Cx) 独立 (Py, 对 
任何 9EB) , 推 不 出 .Fe) 的 分 布 与 8 无 闫 (习题 7). 


Lehmann-Scheffe 定理 


回 到 找 风 险 一 致 最 小 无 偏 估计 的 问题 , 容易 看 出 : 若 了 是 完 
全 统计 量 , 则 基于 了 的 无 偏 佑 计 , 如 果 存 在 ,必定 { 以 概率 1) 是 唯 
一 的 , 事实 上 , 若 g;(T} 和 g(T) 都 是 g (办 的 无 偏 估 计 , 记 g = 
一 gz， 则 EsCg《T)) 二 0, 对 一 切 8EB. 因而 由 人 的 完全 性 ,有 
ET 一 0ae Po 对 一 切 8€EB, 即 gy (TD) 和 和 go 了 7) 以 概率 1 相等 . 

总 结 以 上 的 讨论 ,得 到 以 下 的 基本 定理 , 它 是 求 无 偏 一 致 最 小 
风险 估计 的 主要 工具 ， 

定量 2. 1(Lehmann-Scheffe) 若 损失 医 数 工 (9,a) 当 和 后 定 
村 是 z 的 凸 函 数 , 而 T 是 充分 且 完 全 的 统计 量 , 则 当 存 在 着 g(9) 
的 一 个 只 依赖 于 全 的 无 偏 估计 gC(7) 时 , 它 必 是 g《9) 的 一 个 无 偏 
一 臻 最 小 风险 估计 ， 如 果 工 (8,a) 是 a 的 严 凸 函数 , 则 这 种 估计 是 
唯一 的 . 


例 2.1 考 串 例 1. 3. 我 们 已 经 知道 ,统计 量 T 一 >)X, 是 充 


分 的 ， 易 证 它 也 是 完全 的 . 事实 上 T 有 二 项 分 布 B(n,9), 故 由 
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D0" ea 0 0，0 二 9 去 


记 a=f(2) uu=0/(1—0), 有 Dat = 0,0<u < eco， 由 此 推 
i 二 全 


出 ao 一 …… 一 如 一 0, 即 710) 一 … 一 Fo 一 0, 因 而 f(T) 一 0,a.e, PY 
(CP3 为 了 的 分 布 ). 这 证 明了 7 了 的 完全 性 . 

由 于 ExT/n) 二 9, 知 荆 /rn 是 8 的 一 无 偏 居 计 ， 按 定理 2.1, 在 
《 严 ) 凸 假定 下 ,了 /nm 就 是 8 的 (唯一 ) 无 偏 一 致 最 小 风险 估计 . 

按照 这 个 方法 ,在 寻找 无 偏 一 致 最 小 风险 佑 计时 要 解决 两 个 
问题 : 

1° 找到 一 个 充分 且 完 全 的 统计 量 了 . 

2” 找到 一 个 基于 工 的 ,gC9) 的 无 偏 估 计 gCT). 解 第 二 个 问 
题 要 先 看 出 g(9) 的 一 个 无 偏 估计 让 (X) ,然后 计算 Es ChCXY | 人 7)， 
由 了 的 充分 性 ,这 条 件 期 望 只 与 有关, 记 为 &(T) , 它 就 是 5(9) 
的 一 个 无 篇 估 计 . 为 便于 求 条 件 期 望 的 推导 ,可 以 找 一 个 尽量 简 
单 的 (ZX), 这 往往 比较 容易 ,但 和 相反 的 例子 也 有 .至 于 第 二 步 求 
条 件 期 望 , 则 一 般 比 较 复 杂 , 并 无 一 定 的 方法 可 循 . 同时 还 应 当 注 
意 : 有 时 ,基于 工 的 g( 外 的 无 篇 估计 根本 就 没有 .如 在 例 2. 1, 若 
8( 人 = 二 届 十 引 习 , 风 g(9) 的 无 偏 估计 不 存在 , 因 若 gC(T) 是 这 样 一 


个 估计 , 记 必 = ,应 有 


下 
i 


Daf 一 由 人 一 入 十 及 -1 ，0 志 9 扫 1， 
i=1 


这 不 可 能 , 因 左边 是 8 的 多 项 式 而 右边 不 是 . 
至 于 找 充 分 完全 统计 量 的 问题 , 则 这 种 统计 量 只 在 很 少 几 个 
”情况 下 才 存 在 ,所 幸 的 是 ,这 包括 了 应 用 上 最 常见 的 几 种 情形 . 


指数 型 分 布 族 


定理 2.2 设 样本 分 布 族 为 指数 型 分 布 族 的 自然 形式 (1. 8)， 
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且 其 自然 参数 空间 8 作为 R* 的 子 集 有 内 点 , 则 统计 量 了 一 
(TLCXD) ,TiCX)) 是 完全 的 . 

前 面 5 例 1. 10) 已 证 明 过 了 的 充分 性 (没有 总 有 内 点 的 要 求 )， 
故 了 为 充分 完全 的 . 定理 2. 2 的 证 明 见 本 章 附 录 . 应 当 注 意 的 
是 ;“ 昌 作为 R* 的 子 集 有 内 点 ”, 这 个 条 件 不 可 少 ,反例 显然 - 

这 个 定理 与 定理 2. 1 结合 ,可 以 证 明 一 些 常见 的 估计 ,都 是 巧 
损失 下 的 无 偏 一 致 最 小 风险 估计 . 如 例 1. 3 一 1. 5 中 为 佰 计 8 或 
,Tn 者 是 这 种 估计 ， 男 一 个 重要 例子 是 ; 设 关 ,,…,X, 是 抽 自 
正 态 总 本 NCp,g) 的 iid. 样本 ,此 处 6= {6= (CpG :一品 之 pj 之 
co 人 0 为 上 半 平 面 ,样本 (人 … 和) 的 密度 是 


—n 1 开 
开 Cv2ro) "expl 一 2 人 一 "| 
= (voro) "exp(— nye /202)exp| 7 一 pd ， 


自然 参数 是 外 = 二 rnp/ 中 ,0; = 一 1/20', 而 自然 参数 空间 是 
@* 一 {C0 7 hy < 0D}, 


它 有 内 点 . 因此 ,着 记 TT = 关 ,T, = 相 双 , 则 按 定 理 2 2 及 例 1. 


10, 了 一 (7 72) 是 充分 完全 统计 量 ， 由于 总 (7) 一 T 和 &(T) 一 
(Ts 一 nTD/n 一 1 分 别 是 gg 与 (它们 都 是 自然 参数 的 汽 数 ) 的 
无 偏 佑 计 , 故 按 定理 2.1, 在 凸 损失 下 ,它们 分 别 是 & 与 的 无 偏 
一 致 最 小 风险 估计 . 下 面 是 一 个 较 复杂 的 例子 ,这 个 例子 是 前 苏 
联 著名 数学 家 Konworopos 在 1950 年 作出 的 . 

例 2.2 设 成 ，…… 瑟 .是 从 正 态 总 体 N(xra*) 中 抽出 的 样本 ， 
给 定常 数 <, 要 在 凸 损失 下 求 


gO = PK =1— Be 
的 无 偏 一 臻 最 小 风险 估计 . 本 例 的 一 个 实际 解释 如 下 ; 某 产 品 的 


一 项 指标 服从 正 态 分 布 N pe )， 为 了 产品 合格 ,其 指标 值 必须 
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超过 ,要 估计 该 产品 的 合格 率 . 
记 工 二 (又 ,2 ,其 中 中 一 > (CX,; 一 到 )*. 前 已 指出 ,天 为 充分 


完全 统计 量 . 又 由 筷 ) 一 FE ce 虽然 是 一 个 无 偏 估计 . 因此 , 据 


定理 2. 1, 知 所 要 求 的 解 为 
有 (7 ) 一 区 (成 ,5 = PoCR > ec|R,s) 


一 vn (XC— 2) WwW Eee 一 有 
Ps 六 一 一 -一 一 “|X 
YP 一 1 vn 1 
三 Potw > uo | 芝 ,5), (2.6) 


注意 当 给 定 匀 和 :时 ,w。 是 常数 . 往 证 : 

a. # 与 (和 ,5 独立 ,因而 * 的 条 件 分 布 就 是 其 无 条 件 分 布 . 

6. zx 的 (无 条 件 ? 分 布 密 度 ( 对 工 测度 ?为 
(1 一 如) /B/2n/2 一 1)》， lu|<l, 
0， ix| 宇 1， 

{2.7) 
这 与 8 二 Cp,0) 元 美 ， 当然 ,这 是 由 于 ( 邓 ,s) 的 充分 性 . 为 了 证 明 ， 
作 正 交 变 换 
= Vn X,Y = Vn(X— XR)/ Vn— 1, 


fl(u) = 


Yi= DoNis 3 IE, 
imel 


按 引 | 理 1.1 ;有 了 独立 ,了 一 NN( vn pd) YN(O,o), 


=Y/ Vn ,so 3 u = Y,/s = Y/Y 
故 为 证 4,5， 只 须 证 后 两 个 变量 独立 ,是 有 密度 (2， 7). 不 妨 设 
二 1. 记 2 = Ys, Y 了 二 了 s, 则 (Y ,2Z) 的 联合 密度 为 
《 Vr) en 2"+0T| sl -ry (x > 0). 
61 


在 变换 Wi 二 Y/Y 十 ZW 二 站 十 Z 下 , 道 变 换 为 Y= 二 WI 


VW Z=W— WW WW | < W:>0),Jacobi 为 Ww， 因此 由 
密度 变换 公式 得 《了 :W,) 的 联 介 密度 为 Ce ev 2 — vn ?7 
《wor| 过 1,ws 汪 0), 这 里 < 为 一 只 与 * 有 关 的 常数 . 注意 到 


| 《1 — WY" 2d = ?| a _. a ) 200 
一 ja 0) dv ~ BO/2,n/2 — 1), 
这 一 举证 明了 a 和 和 5. 回 到 (2.6) ,得 g 全 的 无 偏 一 致 最 小 风险 个 
计 为 
gx,s) 一 | 六 (adr 


2 BO/2,n72 一 1]，z)dr， 0 uo Ee 1， 


1 
1—27:| ,BOQ/2n/2 12)dr, — 1 0 
Mn 


此 处 Bla,B,z) 二 (Bla;52)) ir1(1 一 zx) 11(0<z 近 1) 是 带 参 数 
a 小 的 B 分 布 . 

这 个 例子 所 以 能 解 出 ,是 利用 了 正 态 分 布 的 独特 性 质 , 即 其 为 
指数 型 ,加 上 引 理 1. 1. 车 换 成 另外 的 多 参数 分 布 就 不 好 办 了 . 


截 尾 分 布 族 


给 定常 数 4,5, 一 co 护 a<5 坊 oo. 设 产 定义 于 (ea, 忆 内 ,处 处 连 
续 且 大 于 0. 可 以 定义 以 下 几 种 类 型 的 截 尾 分 布 族 ， 
各， 单 侧 (或 单 边 ) 上 截 届 族 :有 密度 


名 
fOr) = her)Ta I /| 五 (dsa < Lb 


他 
此 处 要 求 | iodu < ca<<0 < 


B. 单 侧 下 截 尾 族 , 有 密度 
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4 
Tr) = hCG < rt/ dua 0b, 
a 


此 处 要 求 | Acedz 二 
C. 双 侧 截 尾 族 ; 有 密度 


2 


设 众 上述 总 体 中 抽 iid. 样本 X,,-… ,XX.. 记 

T= maxX,, TT, 一 min X;, T= (T,,T;), 
在 情况 4,T 是 充分 完全 统计 量 ， 在 情况 下 ,Ts 是 充分 完全 统计 
踢 , 这 容易 从 定理 1. 2 及 直接 利用 完全 性 定义 得 出 ,我 们 留 给 读者 
作为 练习 ， 在 情况 C,T 为 充分 完全 统计 量 , 其 充分 性 也 是 直接 从 
定理 1.2 得 出 ,完全 性 的 证 明 较 党 一 些 , 现 证 明 如 下 ; 

首先 要 求 出 CT,,T,) 的 密度 函数 六 te 5) 暂 以 三 记 总 体 分 

布 函 数 , 则 当 6 渤 时 有 

PT < 如 :72 证 za) 一 Po £1) 一 PF"), 
而 当 吉 <<ti 时 有 

PatT 一 Po RE) PolT 有 让 和) 
一 下 人》 一 《本 (人 的》 一 下 (起 ?3 


以 
50， uu， 
uy 多 
Fo =4{ hw)dof [htw)dy, ,<u 
1， 下 学 
代入 上 式 ,得 


fritista) = EPAT ET Ct) /dd 


nn — hc ae) hd dn) /Hod, ,0.)， 
站 


[i (2. 8) 


9， 其 他 . 
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史 
此 处 瑟 ( ,8) 一 | hwy) dn, 


现 设 有 统计 量 g(T) 一 g (Ti,T;) 满 足 
Esg (CT) 一 0， a 《2. 9) 


则 记 ra st) 一 n(n 一 DAGOBGD | hedu) ,由 (2. 8) 和 
(2.9) ,得 
中 Eg {tri Ct ta) de di 一 DD, a < [A 碾 中 < 
页 实 直 雪 生 二 本 


记 g+ maxtg»0),g— =—mintg,0) ; 则 有 + 六 0 3- 汪 0 二 + 一 
g-， 由 上 式 得 
中 EA 
六 
= | gw tdndt. (2. 10) 
这 就 是 说 , (2. 10? 式 两 边 的 积 
分 ,只 要 积分 区 域 是 斜 边 落 在 


第 一 象限 分 角 线 上 的 直角 三 角 
形 , 则 必 相 等 ， 根 据 这 一 点 不 
难 证 明 : 这 个 相等 性 可 以 拓展 
到 如 图 1 中 那 种 形状 的 矩形 
4BCDD, 这 是 因为 ， 
矩形 4BCD 上 的 积分 = 

入 A4E 晶 上 的 积分 一 和 信 DFH 
上 的 积分 一 入 BEG 上 的 积分 
十 六 CFG 上 的 积分 ,而 右边 这 
四 个 积分 全 是 0. 由 此 就 推出 

HRsrto (tts) = EAF sta) ts) ae Lo at Hb, 
因为 当 ee<a< 和 < 总 时 区 有 ?0 得 有 人 ) 一 0 ae. 工 . 当 
a<cta<b<o， 这 证 明了 了 的 完全 性 . 
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图 1 


例 2.3 考 菩 =1 的 特例 , 即 均匀 分 布 族 
A: R(O,D, 0>0; B: R(G,0), < 0i 
Cr ROOOD): 一 人 人 
以 1， ,XX 记 从 这 些 总 体 中 抽出 的 i 记 . 样本 . 在 西 损失 下 ,8 及 
4 ,由 的 无 偏 一 至 最 小 风险 估计 分 别 是 ， 


A; vaxC Ks Ks B: 2 


CC: :nl1} ln tninf 大 一 Tax 
站 CaO— 11) ns max(X sn ,RI—minCR, sn , HR, )). 

由 此 ,在 情况 C, 算 得 总 体 期 望 ,好 区 间 (8,, 扣 ) 的 中 点 (如 十 吕 )/2， 
其 无 偏 一 臻 最 小 风险 佑 计 ; 是 tmax 《XX 十 … 十 ,十 min( 六 1…， 
Xe)72. 在 以 往 所 见 的 所 个 例子 中 ,总 体 期 望 的 无 偏 一 致 最 小 风 
险 估计 都 是 样本 均值 x ,一 般 容易 理所当然 地 认为 zx 应 是 总 体 期 
望 的 最 好 估计 . 从 本 例 我 们 看 出 ,这 并 不 总 是 成 立 , 而 要 取决 于 总 
体 分 布 如 何 . 

对 更 一 般 的 A ,也 可 以 求 册 0 ;th 或 其 函数 EO 6) 的 无 偏 一 
致 最 小 风险 估计 ,但 对 g 要 有 一 些 假定 ,计算 过 程 也 复 染 些 ( 习 题 
64). 


次 序 统计 量 , 矩 信 计 和 UV 统计 量 


前 面 讨论 的 两 种 情况 都 是 参数 型 的 ,现在 来 讨论 一 种 非 参 数 
的 情况 , 即 总 体 分 布 族 不 能 用 有 限 个 实 参数 去 刻画 的 情况 ， 

设 有 下 个 一 维 总 体 ,及 分 布 分 别 为 让 ,Ex 从 第 i 个 总 体 中 
抽 iid. 样本 XX，… ,XX TEA ,并 假定 这 六 十 “十 加 个 样本 全 
体 独 立 . 假定 F 所 属 的 分 布 族 为 多 1,1 所 7 所, 则 在 本 模型 下 ， 
“参数 "是 (F,,… ,Fi,) ,而 “参数 空间 ” 则 是 .多 X…X 多， 

把 及, 按 由 小 到 大 排 列 , 记 为 大 ci 则 了 工 一 
(各 0 和) 称 为 合 样本 (和 
Xa Xe 的 次 序 统计 量 . 当 一 1 时 回 到 例 1. 2 的 情形 ,这 时 
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min(Xl Li 1 


我 们 用 nF 和 多 分别 代 Fi * 上 1] 和 . 灾 :. 

例 1.8 证 明 ; 不 论 总 体 分 布 族 如 何 ,次 庆 统 计量 工 总 是 充分 
的 ( 例 1.8 针对 上 二 1, 但 证 法 上 略 加 修改 也 适用 于 >>1), 但 了 是 否 
完全 , 则 取决 于 多; 这 些 分 布 族 . 总 的 精神 是 :多 , 中 应 包含 有 足 
够 多 的 分 布 . 具体 如 何 , 有 下 面 的 定理 : 

定理 2.3 设 每 个 多 ,1 扫 ; 安 & 都 满足 以 下 条 件 ， 

(a) FE PRICE RO0LpLTpE HI pCEF,, 

(BF 三. 多 :9 一 人 ab) 而 下 (9) 0 全书 E 多 
此 处 亚 : 的 定义 是 :对 任 一 Borel 集 A,Fs(A)= 二 FNMAY/FCS)Y,- 
如 次 序 统计 其 工 是 完全 的 ， 

定理 证 明 见 本 章 附 录 . 

适合 定理 条 件 (a) ,(5) 的 分 布 族 .F 有 ; 

一 切 一 维 分 布 族 ; 

一 切 一 维 连续 型 分 布 ( 对 工 测 度 有 密度 ? 族 ， 

一 切 一 维 离散 型 分 布 族 ; 

一 切 其 期 望 存在 的 一 维 分 布 族 ,或 更 一 般 地 给 定 一 个 Borel 
可 测 函 数 g, 一 切 使 | 1g(z)1dF(z) < co 的 一 维 分 布下 的 族 , 例 
如 当 |gKz) | 一 | 六 时 ,得 到 一 切 其 > 阶 矩 有 很 的 一 维 分 布 族 ; 

给 定 Borel 集 $ ,一切 满足 上 面 询 举 的 条 件 之 一 旦 其 支撑 为 S 
或 其 一 子 集 的 一 维 分 布 的 族 . 

由 此 可 见 , 这 个 定 娃 包含 了 许多 重要 情况 . 但 这 些 傅 况 都 不 
是 参数 型 的 ,例如 ,我 们 留 给 读者 证 明 ; 若 .> 为 一 切 正 态 分 布 的 
族 , 或 指数 分 布 族 {Be “T(x 半 0),8 汪 0), 则 次 序 统 计量 木 是 完全 
的 (习题 21). 

例 2.4( 和 给 估计) 给 定 自然 数 ,以 多 记 一 切 其 + 阶 原点 矩 


a(P) 一 | xdF(z) 存在 有 限 的 一 维 分 布 族 . a, = ar: >，X7 称 


为 样本 原点 矩 sr 是 A. 的 无 偏 犀 计 , 且 关 于 天 1 pe + 对 称 , 故 只 
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与 次 序 统计 量 有 关 . 因此 ,在 凸 损失 下 ,er 就 是 a 的 无 偏 一 臻 
最 小 风险 估计 . 
对 FE ,r 阶 中 心 答 扩 (F) 二 | (z 一 mydF(r) 也 存在 有 


限 . 相应 地 ,sx. 二 x” ‘De 一 了 )" 称 为 r 阶 样本 中 心 和 矩 , 样本 中 


心 矩 不 必 是 向 阶 总 体 中 心 矩 的 无 偏 估计 ， 但 对 于 较 小 的 ", 简单 的 
调整 可 得 到 无 僚 佑 计 . 读者 不 难 证 明 :n(n 一 12 as 和 天 (一 1) 
Cn 一 2)-1mma 分 别 是 和 ps 的 无 向 估 计 , 它 们 显然 都 只 与 了 有 
关 , 因 此 在 凸 损失 下 ,它们 就 是 无 偏 一 臻 最 小 风险 估计 . 
对 7 之 4 调整 就 不 能 只 是 一 个 常数 因子 . 例如 ,容易 证 明 

Cn a 人 一 De 3 (2. 11) 
是 A 的 一 个 无 篇 悄 计 ， 因而 也 就 是 在 凸 损失 下 Tt 的 无 伪 最 小 风 
险 估 计 . 

对 汪 5, 调 整 就 更 为 复杂 ,但 总 可 以 向 到 . 事实 上 ,不 难 证 明 
(习题 50) :只 要 样本 量 zz2&,Aa 的 无 偏 最 小 风险 估计 一 定 存 在 ， 
< 时 则 不 存在 . 

如 果 总 体 的 某 一 特征 可 表 为 一 些 矩 葛 郴 数 , 即 有 flo，…， 
ww, ) 的 形状 (可 以 只 考虑 原点 扯 , 因 为 中 心 惩 可 通过 原点 振 表 出 )， 
则 可 以 用 其 样本 对 应 物 , 即 f(a ,… ,a) 去 估计 它 , 这 种 估计 在 
统计 上 就 称 为 矩 估计 ,在 这 个 基础 上 适当 调整 也 可 称 为 矩 估计 . 这 
种 佑 计 是 KK. Pearson 在 上 世纪 末 首 先 提出 来 的 ,是 第 一 个 沿用 至 
今 的 有 普遍 意义 的 估计 方法 . 不 过 ,Pearson 是 循 男 外 的 途径 得 出 
这 个 方法 的 . 

重 如 ,在 正 态 性 检验 中 有 时 用 到 的 所 谓 “ 偏 度 系 数 ”ja/ pai 及 
“ 峰 度 系数 ”ay 也有 用 my 一 3 的 ,其 目的 是 使 对 正 态 分 布 而 
言 峰 度 系数 为 0) ,分 别 可 以 用 ms/ra3 ?及 meas/mi 去 估计 之 . 但 是 ， 
对 总 体 分 布 族 

一 {一 维 分 布 Fa(tF) < coo,pa(tF) 0},k= 3,4 
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而 言 , 它 们 不 是 无 偏 的 . 事实 上 ,可 以 证 明 ;: 相 对 于 这 分 布 族 , 偏 度 
系数 与 峰 度 系数 的 无 信 估 计 根 本 不 存在 (习题 51)， 

为 引进 忌 统 计量 的 概念 , 先 考 察 一 个 简单 的 鲍 子 . 

例 2.5 设 有 一 个 一 维 分 布 FF. 为 考察 这 个 分 布 的 散布 度 如 
何 , 从 正中 抽出 两 个 iid, 样本 无 ), 耻 ;, 计 算 | 芭 ,一 及 ;| ,下 的 散布 度 
傅 大 , 则 | 已 一 总 :| 傅 倾 向 于 取 较 大 的 值 . 因此 


BF) = Elz — zi| = fis — zoldF (zx)dF (rs) 


可 作为 衡量 下 的 散布 度 的 一 个 指标 , 现 设 从 下 中 抽出 了 iid. 样本 
1 ， 叉 ;要 据 此 估计 8CF)， 

假定 FE. 宅 而 多 适合 定理 2.3 中 的 条 件 ; 则 次 序 统 计量 工 
二 (XX 入 "全 玉 (wy) 是 充分 完全 统计 量 . 因为 |X1 一 XX;| 是 8CF) 的 
一 个 无 偷 估计 , 喜 按 定理 2,1 知 


— 1 _ 本 


一 D2 一 天 一 DXo/n(n 一 1 


是 在 凸 损失 下 ， 9(F) 的 无 偏 一 臻 最 小 风险 估计 ， 
这 个 例子 可 以 立即 推广 为 以 下 的 一 般 模 式 ; 设 下 为 一 维 分 
布 ,8(F) 为 其 某 项 特征 , 它 有 一 个 元 偏 估计 了 (对 ，…, 基 ,) ;其 中 
久 ,，… ,XX 为 抽 自 的 iid, 样本, 现 设 愉 下 中 抽 得 了 iid, 样本 部， 
,六 ;要 据 以 估计 (下). 假定 玉 所 属 的 分 布 族 多 满足 定理 2. 3 
的 条 件 , 则 据 定理 2. 1 ,在 凸 损失 下 ， 
ECFCR, ,Ki) |T) 


= Gr — Den oR 二 1) 9) FR se, Ki) 《2.12) 


是 0(F) 的 无 以 一 致 最 小 风险 估计 ,此 处 >) ”表示 求 和 的 范围 为 : 
1 i 且 王 -下 互 不 相同 ， 
C2, 12) 式 右边 称 为 样本 叉 ,,…, 克 , 的 .以 f 为 核 的 上 5 统计 量 . 
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这 类 重要 的 统计 量 是 Hoeffding 在 1948 年 引进 的 ( 见 Ann. Math， 
Statist, , 1948;p. 293)， 几 十 年 来 , 它 不 仅 受到 统计 学 者 的 重视 ， 
也 是 纯 概 率 学 者 的 一 个 热门 研究 题目 . 如 果 核 上 是 大 元 对 称 函 
数 ,(2. 12) 右 边 可 简化 为 (| fz em) 总 可 以 


假定 核 为 对 称 函 数 , 因 若 广 非 对 称 , 则 可 以 用 
fr 一 DC 


是 


去 取代 它 ,此 处 之 ， 表 示 求 和 这 及 (1,2，… ,有 的 上 个 置换 ， 
忆 统 计量 的 概念 容易 推广 到 多 组 样本 的 情况 ， 设 有 个 一 维 
分 布 F, Li sD 从 FE 中 抽出 iid, 样本 芒 a Tr" ， 1 sis, 且 N 
一 到 十 十 了 个 样本 全 体 独 立 . 以 T= Xi ,有 tc Fs 
机 s Kin,) ) 记 合 样本 次 序 统计 量 ， 即 对 每 组 样本 Xi ，,…… ; 叉 分 别 排 
序 再 合并 起 来 . 设 fri Tl FT ;Tim,) 汶 ;1 十 "十 i 
个 变 元 的 实 函 数 , 则 
U. ~— CG — De — ri + 1)) 7 
MM >») “FR, 和 i 村 3 有 :人 an ) (C2. 13) 
称 汶 合 样本 (X， ;Ri Fe* 天 得 Ci » Kim, ) 的 以 f 为 核 的 二 统计 
量 , 2， 表示 求 和 范围 为 
1 Ei ?my SE jy" sm, 互 不 相同 , 1 所 j 所 名 
如 果 f 关于 每 一 组 变 元 站 :Tm 者 对称, 则 (2. 13) 中 的 常数 因 
子 可 改 为 |[ ”]…[ 生 ] 】 ,而 求 和 的 范围 可 改 为 1<in 之 … < 
ijm,<Sns1j 所 有 又 如 一 组 样本 的 情况 , 任 一 个 核 函 数 都 可 用 一 
个 对 称 的 核 函 数 去 取代 之 ， 
设 上 一 下 CR， Kim Ci :an 反映 了 
这 和 克 个 分 布 Fly 的 全 体 的 基 项 特征 ,是 开 所 属 的 分 
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布 族 . 史 ,…:, 灾 ,满足 定理 2. 3 中 的 条 件 , 则 捐 定 理 2. 1 与 2.3, 在 
凸 损失 下 ,由 (2. 13) 所 定义 的 Uw 是 2CF 9…EO 的 无 偏 一 臻 最 小 
风险 估计 ， 我 们 来 考察 一 个 简单 的 例子 . 

例 2.6 设 两 个 工厂 生产 的 同一 产品 的 茜 项 质量 指标 分 别 以 
和 和 了 记 . 设 久 ,7 的 分 布 分 别 为 了 ,SG ,它们 都 处 处 连续 ， 假定 该 
项 指标 是 愈 大意 好 , 则 


HFG = POY > KX) 一 FdGCz) 


可 视 为 第 二 个 工厂 的 产品 的 优良 性 的 一 种 麻 量 : 若 8(F,G)>1/ 
2 ,可 视 为 第 二 三 的 产品 质量 优 于 第 一 厂 , 若 8F,G?<172 则 反之 
(注意 因 有,G 都 处 处 连续 ,有 PlY 一 久 ) 一 0, 故 P(Y> 有 XE) 十 P(X 
> 了 二 1, 因此 当 P(Y>X)<1/2 时 , 必 有 P(X 了 >>172), 

设 从 Fr 和 G 中 分 别 抽出 iid, 样本 1 和 Y, 了: 且 这 
mm 十 n 个 样本 全 体 独 并 ,要 据 以 估计 8CF ,G). 

首先 要 技 出 8CF,G) 的 一 个 无 偏 佑 计 , 这 个 估计 愈 简单 愈 好 ， 
以 便于 以 后 计算 U 统 计量. 对 本 例 , 一 个 显然 的 无 偏 估计 是 1 了 
> 和 0， 以 了 记 合 样本 次 序 统计 量 , 有 

Uys= E(T(Y, > X,)|T) 
= mn) DTY, > X,). (2, 14) 


=} 7 一 ) 


为 计算 这 个 和 ,把 全 体 zs 十 # 个 样本 Xi 7 按 由 小 
到 大 排序 成 如 必 … Zwra, 因 分 布 连续 ,可 以 设 21,… ,Zw+, 中 没 
有 相同 的 (在 实际 问题 中 ,由 于 记录 的 有 效 数 位 有 限 ,Z:，…Z-+。 
中 可 以 出 现 相同 的 ,这 就 碰 到 所 谓 " 缚 ” (tie) 的 问题 ,此 处 不 深入 
这 个 细节 ) 注意 21,… ,Zn+, 与 以 前 提 及 的 “ 合 样本 次 序 统计 量 ” 
不 同 , 后 者 是 各 组 样本 分 开 排 序 . 
若 Y; 一 Za,， 则 称 Y;( 在 合 样 本 中 ) 的 秩 为 RR;,1S&jS&n. 不 难看 
出 :(2. 147 式 右边 那个 二 重 和 等 于 Ri 十 十 R 一 nCx 十 1)/2, 因 此 
算出 
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Uy 一 DR /mn 一 (n + 1)/2m. (2.15) 


如 果 环 和 所属 的 分 布 族 都 满足 定理 2. 3 中 的 条 件 , 则 在 凸 损失 
下 ,Uw 是 PCY> 针 ) 的 无 偏 一 臻 最 小 风险 估计 . 

以 上 我 们 总 假定 总 体 分 布 是 一 维 , 但 整个 理论 不 难 推广 到 总 
体 分 布 为 多维 的 情形 ,关键 的 一 点 是 把 次 序 统计 基 的 概念 推广 到 
多 维 的 情形 ， 设 书 ，…, 怀 。 是 一 组 维 样本 , 则 称 集合 {XX ，…， 
玉 ,) 是 其 次 序 统计 量 , 与 通常 不 同 之 处 是 ,此 处 下,，*"* ,XX 中 如 有 
相同 的 , 则 它们 在 集合 中 要 重复 出 现 . 这 与 以 前 所 下 的 次 序 统 计 
量 定 义 的 精神 是 一 致 的 ,因为 ,把 样本 排序 也 好 ,或 看 成 一 个 集合 
也 好 ,元 非 是 要 把 其 出 现 先后 次 序 抹 去 (不 妨 设想 XY, 是 第 一 个 观 
察 到 ,等 等 ) 这 个 定义 自然 推广 到 合 样本 情形 , 且 每 组 分 样本 可 
以 有 不 同 的 维 数 . 定理 2.3 及 上 U 统计 量 的 定义 ,都 平行 地 推广 到 
这 个 情况 ， 

作为 一 个 例子 , 设 有 二 维 湖 机 向 量 (X,7) ,分 布 为 下 ,要 估计 
成, 了 的 协 方差 Cov(X,7). 设 (X 7 ZX:7) 独 立 ,都 有 分 布 
五 , 则 

CCX YN, KasY)) = XY, — X,Y, 

是 Cov6X ,7Y) 的 一 个 无 仿 估 计 . 现 车 从 下 中 抽出 iid. 样本 (XX,， 
了),… ,CX 了,), 则 UU 统计 量 


Uy = rp CX Ys, — KY ) (2.16) 
基 在 凸 损失 下 ,Cov(X, 了 的 一 个 无 偏 一 致 最 小 风险 佑 计 ， 此 处 要 
假定 所属 的 分 布 族 . 久 满足 定理 2.3 的 条 件 , 例 如 ,. 多 为 其 一 


切 二 阶 矩 都 有 限 药 二 维 分 布 族 ， (2. 16) 式 中 > “的 求 和 范围 为 1 
El yi i 和 不 难 算出 


U,= Gn — DY KX, — ROY, — YD), C2.17) 
f=1 


即 通 常 的 样本 协 方 差 . 
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2.2 Cramer-Rao 不 等 式 


沿 用 第 2. 1 节 的 记号 车 取 损 失 晃 数 为 L(8,a)==(g (89) 一 
a 六 ; 则 g( 四 的 一 个 元 偏 估 计 & 的 风险 就 是 VarsCg(z)) ,而 无 偏 一 
臻 最 小 风险 佑 计 就 成 为 无 偏 一 致 最 小 方差 估计 ,也 常 简称 为 最 小 
方 整 无 偏 估计 (Minimum Variance Unbiased Estimate ,MEVUE)， 

求 MVUE 的 另 一 种 方法 是 : 先 对 无 偏 估 计 的 方差 估计 出 一 
个 不 可 逾越 的 下 界 ,如 果 某 个 无 偏 估计 的 方差 真 达 到 了 这 个 下 界 ， 
那 它 就 是 MVUE, 这 样 的 下 界 首 先 由 Rao 和 Cramer 在 1945 一 - 
1946 年 闻 先 后 提出 ,故人 们 常 称 其 结果 为 Cramer-Rao 不 等 式 ,或 
简称 C-R 不 等 式 . 

单 套数 情况 

设 祥 本 分 布 为 f(x,)dy(x),p 是 样本 空间 (人 B, 响 ,) 上 的 0 
有 限 测 度 . 参数 9EB, 昌 是 R! 上 的 一 个 有 界 或 无 界 的 开 区 间 . 设 
f(x; 站 满足 以 下 条 件 ; 


1 f(z 四 >0 对 一 切 xE 针 ,9€@. 
2° af(z 有 7/ 纹 对 一 于 <ES2 及 9E 旭 存在 , 且 


| YE Dg) =0. 
定理 2. 4(C-R 不 等 式 ) 设 条 件 1°,2°* 成 立 . 若 g(Y) 为 g(9) 
之 一 无 偏 估 计 , 满足 条 件 
3 | .6cmp GreydwGz) 可 在 积分 号 下 对 8 求 导 . 则 有 
aog/ x0 | 
为 “ 


Vare(g (X)) > (g' (0) /Es 

条 件 "要求 样本 分 布 族 有 公共 支撑 ,这 就 排除 了 像 均匀 分 布 

族 (RC0,9);9>0) 这 样 的 截 尾 分 布 族 . 因为 有 [f(z,9)dp(z) 一 
?2 


(2, 18) 


1 对 一 切 8, 条 件 2" 等 于 要 求 可 在 此 积分 号 下 对 8 求 导 . 条 件 3 的 
性 质 与 1",2" 不 一 样 ,1*,2* 与 g 无 美 而 3 与 g 有 关 . 还 要 注意 ,由 
条 件 3 推出 g'(9) 存 在, 故 它 出 现在 (2.18) 中 是 合法 的 . 
为 证 (2.18), 记 SCz, 引 一 dogf(zx ;站 /89. 不 妨 设 Ware(Etzy) 
-和 ES (X, 人 都 有 限 ,否则 (2.18) 自 然 成 立 . 因此 ,注意 到 条 件 2* 
给 出 ES(Y, 人 部 二 0, 有 
Covs(g (XISCK,D) = Eg (XIS(R,) 


一 | 可 5) 8 人 ,所 P(z,g)duz) 


一 | ce YE qx), 
按 条 件 3" ,此 式 等 于 
a 82)f Ces dC) /0 = g' C0). 


用 Sehwartz 不 等 式 , 有 
Vare(g)ErCS?(X ,0) > (Cg' (OY. 《2. 19) 

照 2. 18) ,定理 证 毕 . 

从 上 述 推 导 看 出 : 若 对 某 个 8 值 (2.18) 的 分 母 为 0; 则 必 有 
8 《和 一 0. 这 时 (2, 18) 失 去 意义 ， 

利用 不 等 式 (2. 18) 只 能 验证 某 一 估计 g 是 否 为 MVUE ,而 不 
能 作为 寻找 MVUE 的 工具 . 还 有 一 个 限制 ;必须 gC0) 的 每 一 个 
无 偏 估计 都 要 满足 3*， 另外 ,有 时 MVUE 存在 ,但 其 方差 大 于 
(2. 18) 给 出 的 界限 . 由 于 这 几 个 原因 ,此 不 等 式 在 寻找 MYUE 中 
的 作用 是 很 有 限 的 ,但 这 不 等 式 在 统计 学 中 尚 有 其 他 用 处 ,不 限于 
找 MVUE. 

能 满足 本 定理 条 件 1*~3° 的 最 重要 例子 ,就 是 自然 形式 的 单 
参数 指数 型 分 布 族 : 

定理 2.5 若 .Frz, 及 一 CIB)expCrry)ptzy 则 条 件 1°,2° 
成 立 , 且 对 g( 匀 的 任 一 无 偏 估 计 上 ,条 件 3" 也 成 立 . 

证 明 先 设 上 g 非 负 , 令 du(z)= 二 Cz)gCtrydgtz), 则 
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| Ar,aEcpducn 一 | ,C0)exp CoT Ce))docr). 


(2. 20) 
由 定理 1. 1 已 证 得 C'(9) 在 9E@ 存 在 ,于 是 定理 1.1 的 证 法 只 须 
略 作 调整 即 可 用 于 (2. 20) 右 过 的 积分 ， 对 一 般 的 g, 可 表 为 两 个 
非 负 函数 之 差 , 这 证 明了 3*、 取 g 三 1 证 明了 2*。 定理 证 毕 ， 
指数 型 分 布 族 不 特 能 使 定理 2. 4 的 条 件 1" 一 3" 对 g( 信 的 任 
何 无 偏 估 计 成 立 , 它 还 是 能 僵 (2. 18? 中 等 号 成 立 的 唯一 的 一 个 分 
布 族 ， 事实 上 ,从 导出 (2.19) 的 过 程 (其 关键 一 步 可 用 不 等 式 
Covi(E ,DVar($)， Var(7)) 看 出 :为 使 (2, 19)( 因 而 (2. 18)) 成 
立 等 导 ,必须 有 
Sr 人 = aE 十 以 0)， (2. 21) 
这 里 a( 罗 ,5(0) 与 x 无关, 对 8 积分 ,得 
logf (lz,0) 一 和 (9)E(z) | RO + Uz), (2.22) 


中 
这 里 QxO) -| atu)dus RO) = [awdusilz) 只 依赖 二 记 C(0) 


一 es ,jz 一 et, 得 
fr) = CO eM) , 

这 正好 是 单 参数 指数 型 分 布 ,总 结 以 上 讨论 得 出 定理 ; 

定理 2.6 设 样本 分 布 族 为 单 参数 指数 型 分 布 族 CODexp (所 
(07TCzryAz)duz) 出 当 上 且 仅 当 

g{ = EytaT(X) 十 到 ，a 汉 为 常数 

时 ,gC9) 有 一 个 无 偏 估 计 , 即 aT(X) 二 5 其 方差 达到 不 等 式 
《2. 18) 给 出 的 下 界 , 帮 aT(X) 二 5 就 是 g( 人 的 MVUE， 

总 之 ， 

1° 若 样 本 分 布 族 非 指数 型 , 则 任何 8( 人 的 任何 无 偏 估计 ,其 
方差 不 能 处 处 ( 即 对 每 个 0E 8) 达到 C 一 R 不 等 式 中 的 下 界 ( 可 在 
部 分 点 达到 ,见习 题 71). 

2" 即使 样本 分 布 族 为 指数 型 CC9)exp (QOODT (zj)h(r) 

了 二 . 


dre(z) ;也 不 十 任何 g (98) 都 能 找到 无 偏 佑 计 g(X) ,使 其 方差 处 处 
达到 C-R 下 界 , 唯 有 在 g( 引 =EeKaT(X) 十 嫉 时 才 有 ,; 即 aT x) 十 
b. 

这 清楚 地 显示 出 C-R 不 等 式 在 这 个 问题 中 作 玫 之 有 限 . 

定理 2.6 的 证 明 在 细节 上 还 有 需要 严谨 化 之 处 . 例如 ， 
(2. 21) 并 非 处 处 成 立 , 而 是 对 每 个 8a.e. pp 成 立 ,; 其 例外 集 可 与 8 
有 关 , 因 而 对 a.e. 固定 的 x; (2,22) 也 不 是 对 每 个 6E 名 成 立 , 而 
只 是 a.e. 工 成 立 等 这些 在 统计 上 没有 多 大 重要 性 ,但 在 数学 上 
则 是 麻烦 的 细节 .严格 的 证 明 可 参看 本 书 作 者 的 {数理 统计 引 
论 》,p, 114 一 117. 

定理 2.6 表明 :凡是 能 用 C-R 不 等 式 法 求 出 MVUE 的 情况， 
一 定 也 可 以 用 定理 2. 1 解决 当然 ,在 这 种 情况 下 ,C-R 法 的 好 处 
是 提供 了 MYVUE 的 方差 值 ， 定 理 2.1 可 用 于 一 般 的 凸 损失 ,而 
C-R 法 则 不 行 . 

一 维 正 态 总 体 N (8,1) ,指数 分 布 们 :e ”37(z>0), 二 项 分 布 
Btn, 户 ) 及 Poisson 分 布 PC 中 的 参数 8,p 和 ,是 能 用 C-R 法 求 
MVUE 的 也 个 代表 性 例子 ,它们 都 满 是 定理 2.6 的 条 件 ， 对 分 布 
族 {le T(r 旋 四 :的 >01, 据 定理 2.1,g() 一 PF 的 MVUE 也 存 
在 ;就 是 g (zx) 二 xz*/2, 但 这 个 估计 达 不 到 C-R 下 界 ( 计 算 留 给 读 
者 》. 定理 3.6 也 指出 了 达 不 到 的 原因 ， 

C-R 不 等 式 的 推导 只 用 到 简单 的 Schwartz 不 等 式 , 故 可 想见 
其 结果 应 是 比较 粗粮 有些 学 者 研究 了 此 不 等 式 的 精密 化 ,其 结 
果 更 为 繁 抑 而 用 处 不 大 , 故 不 在 此 处 介绍 了 (习题 77). 


Fisher 信息 函数 


在 (2.18) 式 中 取 g(8) 二 9, 得 出 ,8 的 任 一 无 偏 佑 计 , 其 方 莽 都 
不 能 小 于 771(6), 其 中 
T1060) 一 ECdogf (X ,0/0). 《2. 23) 
当然 ,这 都 是 在 定理 2.4 的 条 件 1"~3°" 成 立 的 前 提 下 . 我 们 此 处 
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和 愉 是 把 这 相等 式 作 为 一 个 由 头 以 推出 7( 四 这 个 量 , 一 经 推出 , 它 
就 作为 一 个 独立 的 实体 而 存在 ,不 再 间 太 原来 那些 条 件 了 . 

179) 愈 大 ,可 能 达到 的 方差 下 和 界 就 愈 小 方差 愈 小 , 反 晓 8 更 
易于 作出 精度 高 的 佑 计 ,或 者 说 ,样本 和 中 包含 8 的 “信息 量 * 愈 
多 ， 因 此 ,可 以 把 I( 加 作为 样本 所 含 信息 量 的 一 种 度量 , 它 称 为 
Fisher 司 息 了 水 数 . 

举 一 个 更 直观 的 例子 : 设 有 正 态 总 恒 Nt0,0),o? 已 知 ,设想 
一 107™Y, 则 观察 一 个 样本 z 就 能 把 2 估计 到 十 分 精确 的 程度 ， 
这 时 z 所 含 的 信息 量 很 大 . 反之 , 若 史 一 10m, 则 观察 一 个 样本 = 
只 能 对 8 作出 精度 极 低 的 估计 ,这 时 z 所 含 的 信息 量 很 少 ， 本 倒 
TC) 二 17a ,反映 了 刚才 指出 的 事实 . 

Fisher 信息 量 区 人 在 点 估计 的 大 样本 理论 中 有 用 , 见 第 2 4 
节 . 

我 们 注意 到 :7 人 不 是 一 个 常数 而 是 与 9 有关 ,直观 上 这 反 
映 了 如 下 的 事实 ;不同 的 8 值 ,其 估计 难 易 程度 可 以 不 一 样 . 例如 
二 项 分 布 BG 外 ,8 的 MVYUE 为 x/n, 其 方差 为 8(1 一 上 )/n.8 鳃 
接近 于 0 或 1; 这 方差 愈 小 ,反映 当 8 接 近 0,1 时 , 它 易于 被 估计 得 
更 精确 . 本 例 1(9) 一 xn/C9(1 一 办 ) ,反映 了 这 个 事实 , 

有 一 个 特例 值得 注意 一 下 , 设 总 体 分 布 族 为 f(r, 四 dytz) ,我 
们 从 该 总 体 抽 iid. 样本 时 一 (居于 ,以 I,(9) 记 XX 的 信息 函 
数 , 则 易 见 

LD =nT(0, ， (2. 24) 
I1(9) 是 一 个 样本 zi 的 信息 函数 ,在 这 种 模型 下 ,我 们 总 是 把 一 个 
样本 的 信息 函数 作为 该 模型 的 信息 函数 .对 不 同 的 样本 量 , 则 用 
《2. 24) 去 计算 整个 样本 的 信息 量 . 我 们 注意 到 ,信息 量 与 样本 量 
成 比例 ,这 是 一 个 应 有 的 事实 ,也 说 明了 Fisher 信息 量 定义 的 合 
理性 ， 
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多 个 参数 的 情况 


设 参 数 8 一 (8 8) 为 大 维 , 芒 1 而 我 们 要 合计 的 一 个 > 
维 向 量 函 数 g( 们 一 (8 的 EC 的) 估计 gg 一 (8g1，"…,g.) 为 无 
偏 的 定义 与 一 维 情况 同 , 即 Eg 一 g( 四 或 Egj 二 g,(0),1 志 j<&r， 若 
Bj 是 gi 四 的 MVUE,j 二 1;,-…yr; 则 称 8 二 (B81;…;) 是 g(9) 的 
MVYUE. 我 们 可 以 证 明 MVUE 的 下 述 更 强 的 性 质 ; 

定理 2.7 设 是 g(0) 的 MVUE, 且 Vars(8;)<o0 对 任何 
如 后 台 必 一 1 Ty 则 对 《站 的 任 一 无 偏 佑 计 他 一 (6) ;车 
Waret8,)<oo 对 性 何 8E8 及 j= 二 1,…,r; 则 有 

COVe(g) COV ,— 切 OE 0. 《2. 25) 

定理 的 证 明 需 要 以 下 几 个 预备 事实 ,它们 本 身 也 有 独立 的 意 
尽 , 特 别 是 引 理 2. 1, 它 常 作 为 判定 某 一 合计 不 是 MVUE 的 工具 ， 

引 理 2,1 设 g(9) 为 一 维 实 函 数 ,g 是 其 无 偏 估计 ,Vars(g) 
之 co 对 任何 9E6. 则 g 为 gt 四 的 MVYUE 的 充 区 条件 是 :对 任何 
满足 条 件 


Et 一 0， 一 切 06E 《2. 26) 
的 统计 量 6。, 必 有 
Var (50) 二 oo 对 某 个 包 E B=>Covs (816。) = 0, 任 何 页 生日 
《2. 27) 


证 明 ” 先 设 引 理 中 的 条 件 成 立 . 设计 为 g( 四 之 一 无 入 估计 ， 
往 证 
Varotg) & Vare(6) ,一 切 BE 8 (2, 28) 
事实 上 , 取 定 WE. 设 和 为 g( 信 之 一 无 偏 估计 , 若 Vare (3) 一 co， 
出 Var (ED Var 人) 自然 成 立 . 若 Vars, (6) <o0, 刚 夺 二 6 一 g 
满足 (2. 27) 左 边 及 (2. 26) , 故 按 (2. 27), 有 Cova (8 ,$6) 一 0, 因 而 
Vars (6) = Vars (8) 十 Vars (8) > Vare (8), 
这 对 每 个 名 EB 成立 ,因而 证 明了 是 gC) 的 MVUE. 
: 了 7 


反 过 来 , 设 g 是 g( 介 的 MVUE,Vars(g)< 过 oo 对 任何 8E8, 设 
入 满足 (2, 26), 则 对 任何 常数 eg 十 ae 是 Et) 的 无 偏 佑 计 , 且 
VareC8Tabo)<co 对 任何 9E 9, 因此, 据 g 为 gC9) 的 MVUE 的 事 
实 , 应 有 


Varslg 十 a6) > Var 人 Cg ,一 切中 E 四 《2. 29) 
但 若 Vars (5606) 过 oo, 则 有 
Vare, (g 十 a6,) 一 Vare Cg) 二 2aCove Cg 6) + a Vare, (8,), 
(2. 30) 


如 果 Cove (&'6) 隆 0, 则 取 a 一 一 eCove(g ,66) ,并 取 s>0 充分 小 
时 ,由 (2. 30) 将 得 Var (8 十 a8。)<<Vare (8) ,与 (2. 29) 了 矛盾 . 这 证 
明了 (2.27), 因 而 完成 了 本 引 理 的 证 明 . 

引 理 2.2 设 gj 为 81(9) 的 MVUE, 有 Vars(8) <coyl 扫 
j 有-, 则 对 任何 常数 ce, ic 为 了 Dcg,(0) 的 MVUE. 


盖 1 


证 明 8 二 Jeb; 为 导 cgj(0) 的 无 偏 信 计 ,方差 有 限 . 设 


入 满足 (2.26), 则 因 可 为 g;(0) 的 MVUE, 据 引 理 2 1， 册 
Vars (8 < co 推出 Covs (8j:) 一 0,1 所 j 全 7, 鼓 Cov (lg,$o) 


一 oCovtB) 一 0 这 梯 , 对 信和 计量 Dot 成 立 
(2.27) ,因而 按 引 理 2.1,& 是 689) 的 MVUE. 引 理 证 毕 . 

现在 回 到 定理 2.? 的 证 明 . 设 启 为 8(9) 的 MVUE, 方 差 有 
限 ,1 所 ;7 所 + 按 引 理 2.2， 3 为 Dagi(0) 的 MVUE. 现 若 
8 一 (Bis) 为 8(0) 二 (8100),…,8.(9))' 的 无 偏 信 计 ; 则 
了 6 为 了 cig10) 的 无 人 估计 , 故 应 有 
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Vare Dc) Ee Vanc DY), 一 切 8€ 8 (2.31) 


由 于 Bi，… ,此 和 入， ,全 的 方差 都 有 限 ， 上 式 可 写 为 
cCOVCgc SE HCOV BY, 

其 中 c= (ey…ye.)"， 由 于 此 式 对 任何 7+ 维 向 看 < 都 成 立 , 按 走 义 
即 得 (2. 25). 定理 证 毕 . 

由 定理 2.7, 结 合 定理 2. 1, 得 

系 2.1 设 了 为 一 充分 完全 统计 量 ,sg 为 基于 工 的 .g (9) 的 无 
偏 估 计 , 且 & 各 分 量 都 有 有 限 的 方差 , 则 在 下 述 估计 类 中 ; 

一 {6.6 为 g(9) 的 无 偏 居 计 ,其 各 分 量 方差 有 限 } 

以 g 的 协 差 涟 COV (08) 一 致 地 (对 一 切 8E€E 晶 同时) 达到 最 小 . 

注意 在 定义 估计 类 = 时 ,不 能 只 要 求 他 无 偏 , 因 车 汪 的 基 一 分 
量 方差 无 限 , 则 COV。( 人 的 没有 意义 ,失去 了 比较 的 基础 . 

由 定理 2,7 及 其 系 , 自 然 地 提出 问题 :在 估计 类 中 协 差 阵 最 
小 能 达到 多 少 ? 下 面 的 多 参数 C-R 不 等 式 回答 了 这 个 问题 : 

定理 2.8 设 样 本 分 布 族 为 f(x,)dplz) ,参数 8 二 ( 负 ,…， 
) 属 于 了 中 一 开 区 域 日 ;日 以 下 条 件 满足 ， 

1 f(z 站 >0; 对 任何 ZER ,90E8, 

2 对 任何 zxE 倪 及 9 一 (0 ,-…, 拉 EEB,3f(z,0)/ 冯 存在 ,1 所 
jh; 且 

| (2) = 0, 1 所 二 大 


3 证 Si 的 一 logFz 7739, 则 
ElS(RDSAXD | cot 1 hE 0, 
上 且 若 记 c(9)=EslS;(X ,DSAX, 介 ), 则 方 阵 
TC) = (cs(0 18 
是 正定 的 . 
则 对 e 中 一 个 估计 C5，…, 襄 ), 如 果 可 以 在 [5.x) 
"f(zrs0)ydptz) 积分 导 下 对 和,… ,0 求 偏 导 数 ,1 志 i 志 7, 则 
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COV CB) > DONTUHDD NO E 9, (2. 32) 
其 中 成 (四 为 rX 记 窍 阵 ,其 (Qi, 让 元 为 98: 599/90; 

证 明 记 人 SX, 的 一 (S1( 玉 ,人 扑 ,… Si( 久 ,0))'， 按 条 件 2* 有 
EnS CE) 一 0,8E8. 按 3 知 COVeCS) 存 在 且 就 是 TI) 由 对 施 
加 在 上 的 条 件 知 

CovelB C7) af Cr OW,) = (0 /WY,, 
由 此 推出 


、 全 COVeC 的 万 (9) 
o<covis | PPO 7 


由 此 式 及 71(6) 存 在 ,立即 得 出 (2.32)、 这 用 到 秆 阵 论 中 下 述 局 
知 的 事实 , 若 分 块 对 称 方 阵 | 台 全 为 非 负 定 ,其 中 A,C 为 方 阵 且 


C-' 存 在 , 则 4 一 8C-: 尼 >0, 证 明 如 下 : 因 | 久之 0, 可 找到 方 阵 
(Bi ;已 )( 瑟 的 列 数 与 及 的 列 数 同 ) 使 
(ec 


BC 


网 时 : 
(BE, | ED)'CE, : E,) (EE Erp) 


因而 
A BC-IB' = F(T ~— ECE',E,) IE' NE, 
此 处 了 为 单位 阵 , 因 FE,(E's,E) !E', 为 宪 等 阵 : 
(CECE! E) Es) 一 EE'sE) E's, 

故 必 有 Es(E'sEs) E's , 央 而 Er 一 Es(E'sRE) !E',) E20， 
如 所 和 欲 证 . 

关于 (2. 32) 式 中 等 号 成 立 的 条 件 问 题 , 不 作 仔 细 讨 论 ( 方 法 与 
单 参数 情况 相似 ,细节 要 繁琐 一 些 ), 只 把 结论 表述 如 下 : 

定理 2.9 车 样 本 分 布 族 为 指数 型 (1. 8) ,8 二 (8 ,0)E9， 
全 为 Ri 中 一 区 域 . 若 gC)= (gC 的 ,gi(0))' 而 


三 
gi(0) 一 ?esEeCI) 1 < 了 < 了 为 常数 ， 《2. 33}) 
i 二 ] 


则 g(0) 的 任 一 无 偏 估计 满足 (2. 32)( 这 包含 了 以 下 一 些 断 言 ， 
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三 全 存在 :az;/ 明 存在 ,1 委 j 委 r，1 扫 ji 委 上 0EBI 对 8 人 的 任 一 
无 偏 知 计 & 8 的 各 分 量 方 益 有 限 ), 而 使 等 号 成 立 的 唯一 的 无 俩 
佑 计 是 有 一 《Bi 3 本 :其 中 


中 
Bj 一 2 cuTs, 1 和 7 


友之 , 若 万 (的 一 (agi/ 玖 Jie 存在 ( 即 储 导 数 38,/8, 存在 ) 有 是 
对 任何 8E€B 有 秩 ; 则 内 有 在 7Cz 人 为 指数 型 且 有 (的 由 (2. 33) 
定义 时 ,其 MVUE 的 协 差 阵 才能 司 (2. 32) 成 立 等 号 . 

可 以 举 机 证 明 ; 若 r< 计 ,或 r 守 但 D9) 之 秩 小 于 ,gC 可 
以 存在 MVYUE 但 其 协 差 阵 达 不 到 (2. 32) 所 规定 的 下 界 . 

例 2.6 设 关 ,天 ,是 从 正 态 总 体 和 NC,5:) 中 抽出 的 iid. 
样本 ,此 处 b 一 (wo) ,要 佑 计 9 不 难 算出 
ne 0 | 


. 1 0 
Do 一 | 小 了 (的 = 0 n/(C20) 


9 的 MVUE 为 ( 系 , (2 一 1)74 和 2 CX 一 叉 )*), 其 协 差 阵 为 
ng 如 
G1) /cga')] "这 不 到 (2.32) 规 定 的 下 界 . 
由 定理 2.9 不 难看 出 达 不 到 下 界 的 原因 车 把 (天 的 
密度 写成 指数 型 自然 形式 ,将 有 形状 


Cexp OT, + Tdu, T,—¥,T,— SX!, 


有 Es 一 ,EoTs 一 np 十 nc: 由 此 看 出 :8 的 第 一 分 量 , 即 w, 有 
(2. 33) 的 形式 , 故 对 它 耐 宣 (2, 32) 的 下 界 达 到 了 . 但 8 的 第 二 分 
量 ww 却 不 能 表 成 (2. 32) 的 形式 ,因而 对 它 来 说 (2. 32) 的 下 界 就 达 
不 到 了 . 

与 单 参 数 情 况 平 行 ,六 的 称 为 Fisher 信息 和 矩阵. 这 个 称呼 的 
来 由 及 根据 与 单 参数 情况 也 相似 ， 
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2.3 估计 的 容许 性 


这 是 一 个 很 大 很 难 的 题目 ,本 书 只 作 很 有 1 有限 的 讨论 ， 所 涉及 
的 内 容 与 C-R 不 等 式 有 些 关系 , 故 放 在 本 章 , 也 印证 一 下 前 面 所 
讲 的 :C-R 不 等 式 不 只 是 用 在 求 MVUE 的 问题 ,还 有 别 的 用 处 . 

设 给 了 样本 空间 (. 宫 ,家 ,) ,分布 族 (Pr, 9EB), 待 全 函数 
8(9) ,损失 函数 工 (8,a)， 任 一 估计 量 & 有 一 风险 函数 RC(6,g》 一 


[zed dPacz), 如 果 存 在 血 一 佑 计量 5, 使 玉 (8,8) 六 


R09, 人 对 一 切 9E 8, 且 不 等 号 至 少 对 日 中 一 个 8 值 成 立 , 则 称 & 
为 不 可 容许 的 . 若 不 存在 具有 上 上 述 性 质 的 估计 量 $, 则 称 g 是 可 容 
许 的 ， 

按 Wald 决策 理论 ,风险 你 小 愈 好 . 因此 当 一 个 估计 不 可 容许 
时 , 没 有 理由 使 用 它 . 但 “风险 最 小 ”是 一 个 可 以 争论 的 准则 , 且 在 
实用 中 ,习惯 上 以 及 使 用 方便 上 的 考虑 也 起 作用 ,因此 ,“ 不 用 不 容 
许 居 计 ” 就 不 是 一 个 大 家 遵守 的 铁 则 . 

先 考 察 几 个 例子 . 

例 27 这,,…: ,及 ,为 抽 自 正 态 总 体 NCB8,1) 的 ii9. 样 本 ,要 
估计 哨 参 数 空间 为 19|<1, 这 在 实用 上 可 解释 为 一 种 衫 据 理 论 或 
经 验 而 有 的 知识 , 困 而 这 类 限制 不 能 算是 完全 人 为 的 ， 取 平方 损 
失 La) 一 <8 一 a)?， 前 面 己 证 明 ; 玉 是 8 的 MVUE,. 但 这 个 估计 
显然 不 可 容许 ,因为 估计 


zy jzl< 1， 
BC) 二 工 闻 1 (2. 34) 
一 1， 工 芝 一 1 
一 致 地 优 于 它 . 
例 2.8 和 ，…, 和 .为 抽 自 态 总 体 NCa,o) 的 iid. 样本 ,要 估 
计 至, 参数 空间 为 四 一 1pe :一 oo 所 Arooo 人 >0}. 取 平 方 损失 
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(oz;a) = (gi 一 a)’, 记 S: 一 >》) (一 三) 考虑 形 如 c3S: 的 佑 
一 1 


计量 , 其 风险 为 
EefcSz — gi): 一 《Ga 一 1)c 一 2 一 1)c -十 1)o4， 

此 式 在 c 一 Cn 十 1)-! 杰 到 最 小 . 因此 ,在 cS? 这 个 估计 类 中 ,应 取 
S23/ Cn 十 1) 作 为 的 估计 . 

本 倪 中 下 的 MVUE 为 S:/(n 一 1)， 由 此 得 到 一 个 很 有 意思 旦 
有 点 演 外 的 结论 ;在 平方 损失 下 ,常见 的 倘 计 MVUE 52/ (x 一 二 不 可 
容许 ,而 使 用 估计 S:/ (x 十 1) 可 以 改善 均 方 误差 , 员 则 它 不 是 无 偏 
的 . 进一步 本 以 指出 :甚至 537 Ca 十 1) 也 仍然 不 可 容许 . 可 以 证 明 
〈 见 成 平等 著 以 参数 估计》,p, 425): 估 计量 


minCS?/(n — 1), 2 XI + 1)) 《2. 35) 
1 一 1 


风险 一 致 地 更 小 . 

以 上 两 个 钠 子 都 是 指 的 一 种 情况 :日 常 耳熟能详 、 广 为 使 用 的 
估计 , 诛 来 却 不 可 容许 、 但 从 实用 者 的 角度 ,大 概 会 易于 理解 且 乐 
于 接受 替代 及 的 佑 计量 (2. 34) ,而 对 使 用 82/Ga 二 1? 去 估计 只 刚 
不 见得 很 热心 实际 上 这 个 估计 几乎 元 人 使 用 ,更 不 用 说 更 生 
疡 的 估计 量 (2.35) 了 . 这 固然 有 习惯 上 的 原因 太后 两 个 估计 不 大 
为 人 所 知 的 店 因 ,但 在 例 2.7 中 ,以 (2. 34) 代 及 在 直观 上 显得 理 
所 当然 ;而 确实 对 和 任何 具体 的 样本 ,以 (2, 34) 估 计 8 的 误差 ,总 是 
小 于 或 等 于 以 下 估计 的 误差 . 因此 ,以 (2. 34}? 替 代 工 的 好 处 容 
易 着 见 且 直截了当 . 用 S/n 十 让 代 S537 一 了) 则 不 然 ,在 一 组 具 
体 样 本 下 SS/n 十 1) 去 佑 计 a 的 误差 不 一 定 比 327 Cx 一 小 ,而 
前 者 又 有 形 失 无 偏 性 的 代价 . 因此 ,以 之 取代 传统 估计 5S:/(n 一 1) 
的 号 召 力 就 不 强 ， 

下 面 这 个 例子 是 Stein 1956 年 发 现 的 ,是 参数 合计 容许 性 阿 
题 中 的 一 个 著名 的 结果 ， 

例 2.9 设 忆 Xe7Zi 2 分别 是 从 正 态 总 

83 


体 NOG,1) NCB,,] 几 和 NC ,1) 中 抽出 的 iid. 样本 , 且 这 3 个 样 
本 全 体 独 立 , 要 估计 9 一 (6,9,,0,)', 取 平 方 损失 
Le,a) = 9—al:= (00 — a) (0 a) (0 — a 
(2. 35) 
这 三 组 样本 独立 ,每 一 组 只 分 别 与 三 个 参数 负 ,& 和 抽 之 一 有 关 ， 
故事 实 上 这 是 三 个 彼此 不 相干 的 问题 . 按 第 2. 1、2. 2 节 的 结果 ， 
及 ,了 和 ZZ 分 别 是 中 ,名 和 扣 的 MYUE, 故 很 自然 ,应 使 用 g=(X， 
了 ,ZX 去 估计 8 二 (如,B@,; 操 )， 后 面 将 证 明 ; 作 为 单个 的 司 计 ,用 及 
去 估计 在 平方 损失 下 可 容许 . 因此 有 理由 希望 :在 平方 损失 
《2. 35) 下 用 去 估计 日 也 可 容许 . 但 Stein 发 现 情况 不 然 ， 具体 
说 , 若 令 $= 一 (x( 玉 ?十 吾 十 Z2))-1) (及 ,了 了 ,2Z)', 则 对 任何 8 有 
Ed — oN:<Elge el. 《2, 36) 
为 证 此 式 , 记 = 议 , 二 了 ,fs 一 Zt 二 Gferta) hE) = Ch (ft) 
halt) hastt))' 一 ti/ Dt?. 有 
Eld— 6:=E|i—0—n /lel:l? 
= Esli— 6 + rn Eft — 2 E(t — Oe Wz 2y, 
(2. 37) 


记 h(tssts) 一 (2r)-inexp( 一 地 (Gts 一 @)? 十 (ts 一 )*)), 有 
EC — Oa zt? 


oa 


= | YR Viexp(— ne — 9/2)C6, 一 的 


括号 内 的 积分 等 于 
V53 "| hd(exp(— nalts 一 60972) 


二 v5 | exp( 一 ma — ON/ RG) /od 


一 Vzm | eXEKE 一 天 人 CO— HOC HE — 2 Dad, 
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以 比 代入 《2. 38) ,并 类 似 地 计算 Eofte 一 下 2 和 Eek (zs 一 
0,)ts/ 上 z | 2 ,三 者 相 可 ,得 
EAG— te =n Et) . 
以 此 代入 (2. 37) ,并 注意 到 五 | z 一 98 上 ?就 是 Es g 一 0 上, 得 
El — 0 — Elemel:=— /nm— an El:. 
上 式 总 小 于 0, 从 而 证 明了 (2. 36). 

如 果 有 pp 组 样本 而 p 宇 3, 上述 推 理 也 适用 , 即 在 平方 损失 下 
同时 估计 p 汪 3 个 正 态 期 望 是 不 可 容许 的 . 当 p= 二 1 或 2 时 可 以 证 
明 ; 样 本 均值 估计 可 和 容许， 二 1 的 证 明 将 在 后 面 给 出 ,2 一 2 的 证 
明 很 难 , 可 参看 成 平等 著 { 参 数 估计 》,p. 454. 

Stein 的 上 述 例子 可 以 作 一 个 形象 化 的 解释 ， 设 甲 . 乙 .两 三 
人 分别 从 事 一 项 工作 , 甲 从 某 人 群 中 随机 抽 个 人 去 估计 该 群体 
的 平均 身高 &; 乙 从 某 地 区 高 中 学 生 中 抽取 = 个 人 估计 该 地 区 高 
中 学 生平 均 语 文成 绩 久 : 西 从 一 大 批 某 种 产品 中 抽取 x 件 去 舍 计 
该 报 产 品 某 项 质量 指标 的 平均 值 由. 假定 各 选择 适当 单位 ,使 我 
们 可 以 假定 甲 , 乙 , 丙 三 人 所 关注 的 总 体 分 别 有 等 方差 的 正 态 分 布 
NLTD 和 Nb,1). 甲乙 , 丙 各 测量 其 样本 值 后 ;分别 
以 各 自 的 样本 均值 叉 , 了 和 2 去 估计 外 , 铝 和 色 . 

这 看 来 本 是 一 个 顺理成章 的 方法 ,但 现在 有 人 出 来 说 :这 样 估 
计 不 好 ,应 当 把 三 个 人 的 数据 统一 使 用 ;用 前 述 = 《全 16,, 8) 一 
(1 一 (xn( 避 ?十 囊 十 ZF2))-1)( 玉 , 了 ,2Z) 估 计 858= C8, 名 , 妈 ). 例如 , 甲 
用 童 即 忆 一 x(t 玉 :十 豆 十 Z*?))-1) 世 估计 ,其 中 使 用 了 乙 ; 再 的 
数据 , 虽 则 他 的 问题 与 乙 ; 丙 风 蕊 牛 不 相 及 . 

这 个 搞 法 可 能 会 被 绝 大 多 数 人 斥 为 虚妄 . 的 确 , 反 之 常理 ， 
实在 难于 讲 出 这 样 微 的 言 之 成 理 的 根据 . 只 有 那 种 信 仲 Wald 理 
论 并 且 看 重 容 许 性 准则 的 数理 统计 学 者 ,可 能 基于 本 例 的 计算 而 
接受 它 . 本 和 侧 究 竟 该 如 何 解 释 ,或 者 说 , 何 种 选择 更 治 当 , 灵 怕 是 
一 个 见仁见智 的 问题 . 这 个 例子 说 明 :评估 数理 统计 理论 结果 的 
实际 意义 有 时 是 很 复杂 的 事 ,数学 上 的 道理 只 是 其 中 的 一 个 因素 . 
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上 面 介绍 的 是 几 个 不 容许 的 典型 例子 . 正面 的 结果 也 有 一 
些 , 大 都 极为 繁复 ,不 适 于 在 本 书 中 讨论 . 说 起 来 ,也 只 是 在 平方 
损失 的 情况 下 才 有 较 系 统 的 结果 ( 见 上 引 成 平等 的 书 第 八 章 ), 下 
面 要 介绍 的 Karlin 的 结果 出 现 较 早 , 它 包含 了 几 个 常见 的 估计 . 

设 ZX 是 从 一 维 指数 型 族 CCDe” dptz) 抽 出 的 iid. 


样本 , 据 因 子 分 解 定理 ， PTX 为 充分 统计 量 . 又 按 引 理 1. 3， 


后 者 的 分 布 为 指数 型 C"C00)e*dv(t). 综合 此 二 者 ,可 假定 样本 量 
为 1 而 样本 外 的 分 布 是 C(O)e*drxtr) ,a<9<<5, 其 中 一 入 a<6 
Roo, 

按 定理 1.1 的 注 1, 有 

EsCX) 一 一 CAC( 的 一 (8 ， 
Vare(X) = w (0 = oD, 

及 因 log (Ci)e”)=logc (四 十 9x, 其 对 8 的 导数 为 一 w( 四 ,因此 
Fisher 信息 量 TC(0)=# 0). 

设 要 估计 总 体 期 望 w(2)， 设 8) 为 一 估计 量 , 其 期 望 对 任 
何 8€ ta, 如 存在 有 限 ， 记 其 偏差 为 5(0), 即 Fo(Cg(X)) 一 of) 一 志 
C0) , 则 按 C-R 不 等 式 (2,18), 有 

Eg(tX)} 一 we = PO) + Varstg (Cr)) 
FD 十 oO BD 0) Y?, (2. 39) 

这 里 (四 的 存在 是 基于 定理 1. 1. 现在 可 以 证 明 下 面 的 定理 , 它 
是 Karlin 在 1958 年 得 出 的 ; 

定理 2.10 在 上 述 记号 下 ,为 估计 w( 四 , 取 平 方 损 夫 L(9,4) 
一 Cw(0) 一 d)?, 设 ; 关 一 1;, 则 佑 计量 


gC 二 (十 DAO 十 和 0, 为 常数 (2. 40) 
在 下 述 条 件 下 可 容许 :存在 名 E (Ca,5) ,使 
lim Feeye az 一 co， 《2. 417) 
将 可 8 
他 
tm | Cr-Kzye-eeaz 一 oo。 《2. 42) 
rs 6 
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一 个 特例 是 (a ,全 一 (一 coyco), 这 时 业 一 一 0 及 任 一 名 适合 条 件 
《2. 41) 和 (2. 42)、 于 是 在 平方 损失 下 ,X 就 是 wt) 一 Eel 容许 
估计 . 这 个 特例 是 Girshick 和 Savage 在 1951 年 得 出 的 . 
证 明 车 由 (2. 40) 定 义 的 gC(X) 不 可 容许 , 则 存在 估计 量 
( 芝 ) 一 致 地 优 于 它 , 因 此 Eslg1《X)) 必 有 限 . 记 5.(0) 一 Eslg1(X)) 
一 w( 人 站, 据 (2.39) 式 有 
Es(g (XY) 一 ma(8))2= 《1 AO + NO 一 天)2) 
> Eg CX) 一 ao) 
RO + oD 0 + (DY, 
一 切 8€ (Ca,p). 《2. 43) 
由 于 Es(} = 二 w( 四 ,8 四 一 一 X01 十 和 -Cw( 四 一 ky). 因此 
hb Db) =6 +A uD — Ey). 
利用 此 式 可 将 (2. 43) 写 为 
(1 十 办 -Cr 十 BvD) 一 大)2 
六 (RE 的 一 AI 十 办 ICa( 的 一 下) 入 
十 oD + oD + DY ,mI E Cab). 
此 式 经 简化 可 写 为 
R20) + 2 + TTA OD — ACu(t) — AR 
EE— oO A OY): 0. 
再 令 7 的 一 CC 的 esp ,可 将 上 式 写 为 
CMe TTT IT OS, C—OE Cad). 
(2, 44) 
要 分 别 4>1 与 4 过 一 1 丙种 情况 ,其 推理 类 似 , 故 只 讨论 前 者 . 因 
A 六 一 ], 知 J 和 0 于 a 之 9<25, 故 J( 四 在 (a,8) 上 非 增 . 因而 存 
在 8 Eta,5) ;使 在 如 <8<<6 时 ,J( 引 恒 等 于 0 或 恒 不 为 0( 即 恒 小 
于 0), 车 后 者 成 立 , 则 J7'( 四 在 8 < 之 8<<4b 有 意义 , 且 由 (2. 44)， 
CD = TD 0) 
2 二 CiDeY, HF <O < b, 
积分 ,并 利用 (2. 42) ,得 到 
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limC7g) — J (OF) > 0 

因而 

lim 0) = 0. (2. 45) 
同样 ,由 J 外 在 (Cay 怒 非 增 ,可 以 找到 六 ECas5) ,使 在 a8 所 内 ， 
了 (的 恒 为 0 或 恒 小 于 0. 由 此 出 发 重复 以 上 推理 ,并 利用 (2. 41)， 
又 可 证 得 limJ (9) 一 0， 此 式 与 (2. 45) 结 合 , 并 注意 到 J(8) 的 非 增 
性 , 即 得 7 了 (9) 二 9 于 (a,8), 因 而 

2) = Evlg (KX) — g(tX)) — 0, 于 EE (a,d), 
由 于 za<o,(a,2 有 内 点 ， 故 据 定 理 2.2, 知 
PE = g(X))=1, a 人 < bh, 

即 g, 和 gg 是 同一 个 估计 ,因而 证 明了 不 可 能 存在 异 于 g 且 一 致 优 
于 g 的 估计 , 即 g 是 可 容许 的 ， 

如 果 J() 在 8 过 8<6 恒 竺 于 0; 则 (2.45) 已 证 ,因此 这 一 情 
沉 不 带 来 新 问题 ， 定 理 证 毕 . 

本 定理 用 于 几 个 常见 分 布 , 易 得 : 设 X，…,X。 是 从 革 一 维 总 
栖 中 抽出 的 iid. 样本 ,总 体 分 布依 次 为 : 正 态 分 布 Ne) ,已 
知 , 一 oo 之 8 之 oo0; 两 虑 分布 PaA(X=1) 二 1 一 Py(X=0) 一 8,0<0<< 
1; Poisson 分 布 PC( 引 ,0<8 之 co, 则 样本 均值 到 在 平方 损失 下 都 
是 8 的 徐 许 估计, 详细 验证 留 给 读者 作为 习题 . 

在 两 点 分 布 情况 为 表 成 指数 型 ,要 排除 8 二 0,1 两 值 ,在 Pois- 
son 分 布 情况 则 须 排 除 ! 一 0, 但 可 证 明 ; 即 使 不 排除 这 些 值 ,各 仍 
为 容许 估计 , 又 易 证 明 , 在 总 体 分 布 为 正 态 N(B,e) 时 ,即使 未 
知 ,天 也 仍 是 容许 估计 , 以 上 这 些 结论 的 证 明 都 作为 习题 . 

可 以 举例 证 明 ; 存 在 着 一 维 指数 型 族 Ct)e”dplx) 其 自然 
参数 空间 (ta, 怒 不 为 (一 oo,00) 和 有 及 在 平方 损失 下 不 是 Eel 四 ) 的 
容许 估计 反 过 来 ,也 有 例子 证 了 明 : 条 件 (2.417 和 (2. 42) 并 非 必 
要 ,可 找到 一 维 指 数 型 族 C(8)e ednkz), 取 其 自然 参数 空间 Ke， 
5) ,对 4 一 一 0 条件 (2.41) 和 (2. 42) 不 全 适合 ,但 及 仍 是 EslX) 在 
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平方 损失 下 的 容许 估计 (习题 80a ,81b). 
2.4 同 变 估计 


则 变性 前 最 简单 但 是 最 重要 的 例子 ,是 估计 量 不 应 与 观测 值 
的 测 重 原点 及 单位 大 小 有 关 .， 如 此 , 设 被 估计 的 真 值 为 2, 样本 为 
Xi 用 FEED) 去 估计 好 现 如 将 量 测 原点 定 在 一 * 处 
(例如 ,将 温度 由 摄氏 度 改 为 绝对 温度 ,c= 二 273), 则 真 值 由 8 变 为 8 
十 c; 样 本 由 (Xi XN,) 变 为 (各 十 cy 芭 ,十 0) ,估计 和 值 由 (XX， 
一 让 为 7 二 cs 十 ec) 后 者 是 8+e 的 估计 ， 但 在 早先 
的 原点 下 ,我们 用 六，…, 尽 ,) 估 计 8, 即 用 (Xi,… ,XX,) 十 ce 估 
计 8+e. 这 样 ,从 两 种 不 同 的 度量 原点 出 发 ,我 们 对 9 十 c 作出 了 
两 个 估计 ,“ 同 变性 ”要 求 这 二 者 相等 ; 
(十 ec 十 ce 一 了 和 十 ce Cm oe oo, 
(2. 46) 
《2, 46) 构 成 对 使 用 的 估计 地 的 一 个 配制 . 凡 满 足 这 个 条 件 的 估计 
量 六 就 称 为 “ 同 变 估 计 ”, 或 更 确切 地 , 称 之 为 “在 平移 变换 ( 群 ) 之 
下 的 同 变 估 计 ” 类似 地 ,车 考虑 被 估计 值 8 及 样本 区 ，… 艺 。 量 
测 单 位 的 变化 ,就 可 以 得 到 对 估计 量 的 下 述 要 求 ， 
CC ym CR) 一 CCX ym KR) coO. (2.47) 
几 满 足 (2. 47) 的 估 讨 量 六, 称 为 在 刻度 变换 ( 群 ) 之 下 的 同 变 估 计 . 
同 变 知 计 也 常 称 为 不 变 估 计 ， 这 两 个 名 词 各 有 其 理由 ,各 措 
述 了 问题 的 一 个 方面 , 拿 前 一 例子 (平移 ) 来 说 , 设 在 摄氏 度 之 干 
估计 值 为 15, 则 在 绝对 温度 ( 取 c 一 一 273? 之 下 估计 值 汶 15 十 273 
二 288, 这 个 值 是 变 了 :由 15 变 为 288, 但 其 变化 , 却 是 与 坐标 原点 
之 变化 同步 ,由 是 得 到 “* 同 变 估计 ”的 名 称 ， 可 是 究 其 实质 ,15 摄 
氏 度 与 288 绝对 温度 是 一 贺 事 ,估计 值 实质 无 变化 . 以 此 , 称 之 为 
厅 蛮 估计 也 觉 合理 . 我 们 选用 * 同 变 ” 这 和 名词 ,是 因为 在 抽象 的 理 
论 研 讨 中 ,只 看 见 数值 并 不 注意 其 含义 (是 撤 氏 度 或 绝对 温度 ) ,而 
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数值 确实 变 了 ,但 在 数学 中 “不 变性 ”一 词 常 是 字面 的 意义 ,这 就 易 
引起 误解 . 

把 以 上 这 两 种 情况 加 以 推广 ,就 得 到 一 般 的 同 变性 概念 , 且 这 
概念 并 不 限于 参数 估计 ,也 适用 于 其 他 的 统计 决策 形式 , 这 推广 有 
两 个 要 点 ， 

1 可 以 允许 考虑 样本 空间 上 任意 的 可 济 变 换 群 G. 

2” 问题 中 的 其 他 要 素 (参数 空间 ,分 布 族 , 损 失 函 数 等 ) 要 有 
一 种 与 这 变换 群 “协同 ”的 性 质 ， 

我 们 来 对 以 上 两 点 作 一 些 解释 

G 中 每 一 个 变换 g 都 是 样本 空间 冤 到 .多 ~ 上 的 一 一 对 应 变 
换 , 即 gri™grsT x 了 一朗， 这 一 点 可 以 由 性 是 一 个 
群 推出 来 . g 可 测 的 意义 是 eg 14E 天 . 对 任何 4E 吻 ., 这 保证 了 
EX 的 分 布 有 意义 , 因 Po(gXE A)=Py(XEg-14), 当 AE 浪 ,时 
是 有 意义 的 . 可 以 问 :为何 一 定 要 考虑 一 个 变换 群 而 不 是 考虑 某 
特定 变换 下 的 同 变性 问题 ? 回答 是 :理论 上 你 可 以 作 后 面 这 种 考 
虑 ,但 难于 得 出 有 用 的 结果 . 

第 二 条 的 意义 有 以 下 几 点 : 

也 对 性 何 g€G 及 0€B,gX 在 参数 值 为 8 的 分 布 仍 在 样本 
分 布 族 {Ps,8EB} 内 ， 即 存在 5E 介 使 

PgX E AY= PAR Eg IA = PARE A), AE W,. 

(2, 48) 

可 以 简 述 为 :在 变换 群 6 的 必用 下 样本 分 布 族 整 体 保 持 不 变 . 作 

这 一 条 要 求 的 理由 是 :如 果 不 满 足 这 一 要 求 ,有 的 估计 量 可 能 在 变 
换 之 下 会 失去 意义 . 例如 , 设 和 ，… 式 , 是 抽 自 分 布 族 
{ 展 人 一 1728 十 172 一 ce <D< coco) 

的 id, 样本 ,要 估计 记 8=inf{a: 区 间 [e 一 1/2,a 十 1/2] 包 会 

一 sup{a: 区 间 [a 一 1/2;a 十 1/2] 和 包含 玉 ,，…, 叉 .} ,而 

以 8= (8 十 办 /2 估计 6. 这 是 8 一 个 很 好 的 知 计 ,但 对 c 污 1, 在 变 
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换 ( 瑟 | ,-… 及,) 一 (ce 尽 yc 民 ,) 下 二 述 估 计量 无 法 定 交 . 

这 样 ,每 一 个 2 上 的 变换 g 对 应 着 参数 空间 日 上 的 一 个 变 
换 g:89 一 《2,48) 式 中 的 丈 在 此 我 们 要 作 显 然 的 息 定 :8 中 不 同 的 
值 相应 不 同 的 分 布 , 即 抽 夫 名 一 Po 关 Pe ,这 时 上 述 5 唯 一 ). 不 难 
验证 ;一 切 这 样 的 g 构成 一 个 变换 群 吕 = {8:gEG}. 为 此 只 须 证 
明 : 对 任何 gEG,gzEG,Bg; 局 于 GG 且 就 等 于 gigz. 因为 若 证 明 
了 这 一 点 , 则 结合 律 成 立 ( 结 台 律 对 变换 本 就 成 立 , 重 要 的 是 乘积 
不 能 起 出 ,因而 (gi8i)8s 和 gitg8zB3) 都 有 意义 ). 取 8 一 ET 知 
8i! 存在 且 就 是 gg !, 因 若 e 为 G 之 单位 元 ( 恒 等 变 换 ), 则 2 是 蕊 
的 单位 元 、 为 证 gygs 一 .82, 记 8 二 gigs; 则 对 4E 省 .及 9E 台 , 按 
# 的 定义 有 

Po(X €E A)— PX E g 1A) = PX € gilgT'A) 
= PinX Eg 'A)= Paz €E A). 
这 证 明了 所 要 结果 . 由 局 是 一 个 群 , 附 带 也 证 明了 :每 个 gES 都 
是 如 到 息 上 的 一 一 对 应 变换 , 且 #868 二 全 

上 上 面 的 讨论 ,一 言 以 蔽 之 可 表述 为 :在 样本 空间 .2 上 作 坐 标 
变换 I 一 gx,o 域 多 ,无 变化 . 此 变换 在 参数 空间 旦 相应 地 导出 
变换 g， 若 取 z 为 新 样本 而 光一 88 为 新 参数 ,得 出 与 原样 本 空间 
及 样本 分 布 族 同一 之 结构 ， 

罗 对 损失 函数 有 要 求 , 其 要 则 与 上 一 段 总 结 的 意思 相同 :以 
8,a) 记 损失 郴 数 ,a 属于 行动 空间 4 一 一 在 估计 问题 中 ,4 就 是 
估计 基 人 允许 取信 的 范围 . 则 对 任何 gEG 及 aE4, 存 在 g'a€4， 
使 对 一 切 8E€E 昌 有 

Llge,g’a) = Ld,a), (2.49) 

8 ' 是 由 4 到 4 的 一 个 变换 ， 我 们 要 求 ;一 切 这 样 和 的 g', 即 G* = 

{g" :EEC ,构成 一 个 群 , 注意 与 吾 的 不 同 之 处 :五 为 群 可 以 证 明 ， 

而 避 * 成 一 群 则 是 一 个 要 求 .(2. 49) 的 用 意 很 明显 :前 已 指明 :在 

两 个 变换 群 C;G 的 作用 下 样本 空间 及 其 分 布 族 结 梅 不 变 , 现 由 于 

(2. 49), 则 在 三 个 变换 群 G,E 和 G' 的 作用 下 ,构成 该 统计 洪 策 问 
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题 的 诸 要 素 在 整体 上 全 保持 不 变 , 或 者 说 ,其 元 素 协同 地 变化 以 维 
持 诸 要 素 在 整体 上 保持 不 变 . 

根据 以 上 的 讨论 ,就 不 难 对 “ 同 变 估计 ”( 或 一 般 地 ,“ 同 变 决策 
函数 ”) 下 一 个 定义 ;在 前 述 记 号 及 条 件 下 ;车 一 个 估计 量 ( 决 策 函 
数 )5 满足 

dgzr) = gdr), 任何 了 GE 有 EECG (2.50) 
则 称 5 为 变换 群 6 之 下 的 一 个 同 蛮 估计 (决策 函数 ). 

《2. 50) 式 可 以 这 样 去 理解 :当真 参数 为 上 时 抽出 样本 zx, 我 们 
采取 行动 a 二 $(x) ,损失 为 工人 ,aa)5 现 作 了 变换 5, 样本 成 为 gz. 
这 gz 的 分 布 相应 真 参 数值 为 80. 按 52, 50), 我 们 采取 行动 
& "BT 一 Sa 损失 为 工 (89,8"e])， 按 (2,. 49) ,此 与 上 (8,a) 同 ,这 
样 达 到 了 “同步 变化 ”的 要 求 . 

例 24.10 设 苹 ,…,XX, 是 从 分 布 FCzr 一 各 中 抽出 的 iid. 样 
本 ,这 里 分 布 函 数 PCx) 已 知 , 参 数 0 可 在 四 一 19: 一 二 <co) 内 
取 值 ,志和 估计 8. 设 损失 函数 (8,4a) 有 WC0 一 a) 的 形状 , 即 只 依赖 
于 8 一 a. 考虑 平移 群 G={g.; 一 co 之 ec 之 co}, 其 中 gg 为 变换 

CT 一 【TI 十 Gain + ce). 《2. 51》 
这 个 变换 在 急 内 导出 的 变换 为 六 0 一 0 十 ef 因 让 一 开 (zz 一 们 -> 十 ec 
一 下 (zz 一 和 一 CC 一 人 :一 co<ce<oo} 构 成 一 群 . 取 g 如 下 ; 
8 a 二 a 十 c: 不 难 验 证 ,在 这 些 规 定 下 所 有 前 述 要 求 都 满足 ,而 同 
变 估 计 张 则 是 指 任 一 满足 条 件 
BF 十 ce 十 人 一 有 CT 二 一 
(2, 52) 
的 估计 ， 要求 同 变性 限制 了 所 允许 考虑 的 居 计 的 范围 : 几 不 适合 
(2, 52) 的 估计 量 都 不 要 ,在 这 个 缩小 了 的 估计 类 之 内 ,也 许 有 可 
能 (但 不 一 定 )? 找 到 一 个 在 某 种 准则 下 是 最 优 的 估计 ， 我 们 这 祥 
想 :要 在 全 部 估计 类 中 找 最 优 者 很 难 , 因 同 变性 看 来 是 一 个 很 人 台 理 
的 要 求 , 好 的 估计 大 概 不 应 越 出 这 个 范围 , 那 就 于 脆 让 我 们 把 寻找 
的 范围 局 限 在 这 里 ,尽管 这 不 一 定 有 十 足 的 把 握 ( 这 个 范围 内 仍 找 
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不 到 最 优 者 ,或 其 最 优 者 不 是 全 体 估 计量 中 之 最 优 者 ), 也 在 所 不 
顾 . 这 和 引进 无 偏 性 要 求 的 考虑 是 一 样 的 ,所 以 我 们 把 这 两 个 题 
目 摆 在 同一 章 中 . 


同 变性 简化 风险 函数 


以 上 我 们 反复 说 明 : 同 变性 要 求 的 作用 在 于 缩小 所 考虑 的 佑 
诗 的 范围 ,以 简化 “寻找 最 优 者 ?的 工作 更 具体 地 说 ,这 个 简化 的 
实质 在 于 , 朵 变性 的 要 求 把 风险 苦 数 简化 了 ,而 决策 函数 的 优良 性 
决定 于 其 风险 函数 . 
为 说 明 这 一 点 ,要 引进 轨道 的 概念 , 石 是 参数 空间 日 上 的 变 
换 群 ,对 8E 旭 ,定义 {0) 一 {g9;:gEG}， 这 样 的 {) 就 称 为 空间 台中 
〈 在 群 忆 的 作用 下 ?的 一 条 轨道 . 显然 ,8 被 前 分 为 一 些 互 元 公共 
点 的 轨道 ,@ 中 丙 点 站 ,2 在 同一 轨道 上 的 充 要 条 件 为 存在 瑟 拓 它 
使 名 二 g0:.， 当 这 一 条 件 满足 时 有 {9} 二 {)， 对 样本 空间 .有 的 
变换 群 G 当然 也 可 以 类 似 地 定义 轨道 {z}， 现 往 证 
定理 2.11 任何 同 变 决 策 函 数 的 风险 函数 在 @@ 中 的 一 条 加 
道上 保持 不 变 ， 
证 明 设 € {外 }, 则 存在 gEG 使 @=g9, 有 
R02,6) 一 | L018(2) dP). 
在 积分 中 作 ( 可 测 ) 变 换 + 一 gy,; 则 依 (2. 50) 和 (2. 49), 有 
了 (机 ,人 (一 工 (ED (gy)) = L(g gO(y)) 
= LO ,Cy))., 
义 x 二 By, 依 g 的 定义 ,zx 在 参数 值 锡 时 的 分 布 , 即 dPs (zx) 一 
dPa (gy) ,就 是 dPs{y), 即 y 在 参数 值 负 时 的 分 布 ,因此 按 引 理 
1.1 有 
RB) 一 | evaonydPacn = R(O,,H), 


这 证 明了 所 要 结果 (上 式 积 分 区 域 仍 为 侈 ", 因 对 任何 gEG 有 
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gi = ). 

也 可 以 这 样 说 : 同 变性 的 要 求 缩小 了 参数 空间 (每 条 轨道 上 只 
须 取 一 个 点 就 够 了 )， 例 如 ,在 平移 群 (2. 51) 之 下 ,参数 空间 = 
(一 o0,o0) 中 导出 的 群 为 g&.0 二 6 十 c ,一 oo 之 ec 之 0, 整个 空间 只 有 
一 条 轨道 ,因而 参数 空间 实质 上 被 压缩 为 一 个 点 (此 点 可 任 取 , 例 
如 8 二 0). 这 时 最 优 局 变 估 计 , 即 一 切 同 变 估 计 中 民 险 最 小 者 , 必 
然 存 在 ,同样 的 论 新 也 适用 于 刻度 变换 群 

Eee = (CRT 0<e 近 co (2.53) 
要 求 Tl Tn 的 公共 分 布 有 F(x/9) 的 形式 ;下 (zx) 已 知 , 而 8 
(0,co), 事实 上 ,也 只 有 在 这 些 最 简单 的 变换 群 之 下 ,最 优 同 变 估 
计 才 存在 , 且 即 使 在 这 种 简单 情况 下 实地 找 出 最 优 同 变 佑 计 也 不 
是 很 轻 侧 易 举 ,下 面 就 以 例子 的 形式 来 说 明 . 也 要 指出 : 同 变性 要 
求 不 必 一 定 要 与 一 致 最 优 准则 结合 使 用 :可 以 在 同 变 估计 类 中 去 
寻找 某 种 更 宽松 准则 下 的 最 优 者 ， 

例 2.11 设 忌 ，… 宛 为 自分 布 NC6,1) 中 抽出 的 iid. 样本 ， 
8E gb 一 (一 ccc) 要 估计 2, 取 平 方 损失 工人 9,a) 一 (0 一 a)2， 求 在 
平移 群 (2.51) 之 下 4 的 最 优 同 变 估 计 . 

先 要 找 出 启 变 巾 计 的 一 般 形 式 . 取 定 一 特定 的 同 变 估 计 如 
(rz 一 加 (zz 则 对 任何 同 变 估 计 5(x), 差 h(tr) 寺 (xz) 一 个 
(z) 在 平移 群 下 不 变 , 即 站 (gz 一 让) 对 任何 cE (一 ce ce)， 反 
之 ,车 h(x) 在 平移 群 下 不 变 , 则 2kz) 十 PCz) 是 同 变 估 计 . 

这 样 的 A(x) 称 为 在 变换 群 (2. 51) 下 的 不 变量 . 显然 ,h(x) 为 
不 变量 的 充 讲 条 件 是 , 它 在 样本 空间 的 每 条 轨道 上 保持 常数 ， 至 
于 在 不 同 轨道 上 ,其 取 值 可 以 相同 也 可 不 同 ， 如 果 某 一 不 变量 
ixz) 在 不 同 轨 道上 总 是 取 不 同 之 值 , 刚 xz) 称 为 该 变换 群 下 的 一 
个 极 大 不 变量 . 容易 看 出 : 若 &z) 为 极 大 不 变量 , 则 任 一 htz) 为 不 
变量 之 充 训 各 件 为 :AhCr) 愉 与 :Cx) 有 关 , 即 可 以 表 为 1(z) 的 函数 . 

容易 验证 :对 平移 群 (2. 51), 一 个 极 大 不 变量 为 (zi 一 xz, ， 
x, 一 XZ1). 由 此 , 取 上 文 的 高 (z) 为 工 ; 即 得 8 的 同 变 估 计 的 一 般 形 
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式 为 

Cx) 一 并 十 下 (zy 一 Te 一 人) 
要 定 出 天 ,使 

R60)— Estd(X) 一 晶 ): 

一 EC 又 一 8) thCKR, 一 忆 KN, — KR))? 
达到 最 小 .由 于 Es(((X 一 人) CK 一 六 1)) 一 0 对 1 一 2 是 (RX 一 
昌 忆 :一 三 。 一 居 ) 的 联合 分 布 为 正 态 , 气 素 一 与 (天 :一 发 
一 时) 独立 , 故 完 一 昌 与 丰富: 一 大) 宛 一) 也 独立 , 因 
而 

RB) 一 EF 一 的 2 十 本 (3 和。 一 磊 ,X, — RI)), 
(2. 54) 

这 显然 在 & 二 0 时 达到 最 小 ， 由 此 得 出 ;样本 均值 寂 就 是 在 平移 群 
(2, 51) 之 下 ,对 平方 损失 而 六 的 最 优 同 变 合 计 . 

这 个 结果 非常 依赖 总 体 分 布 为 正 态 的 假定 . 没有 这 个 假定 就 
推 不 出 下 一 8 与 天 (X 一 顺和 ,一定 ) 独 立 , 因 而 就 得 不 出 
(2. 54》. (2. 54) 的 推出 也 用 到 了 平方 损失 的 假定 ,但 可 以 证 明 : 在 
更 一 般 的 损失 函数 之 下 , 蕊 仍 为 最 优 同 变 估 计 . 

例 2.12 将 例 2. 11 中 的 正 态 假 定 放 宽 :假定 总 体 分 布 有 密 
度 jz 一 有 ,一 co<p<oo, 其 中 六 rz) 是 一 个 已 知 的 概率 密度 例 
2. 11 的 其 余 条 件 不 变 , 要 找 2 的 最 优 同 变 估 计 ， 

前 已 指出 ;在 变换 群 (2, 51) 之 于 ,参数 空间 (一 cco) 对 变换 
群 如 只 有 一 条 轨道 , 故 可 国定 6 一 0 来 讨论 . 由 于 (xz) 二 zi 是 一 
个 同 变 估计 , 知 8 的 一 切 同 变 估 计 都 可 表 为 6x) 一 z 十 h(xs 一 Xz1， 
一 ZX) 的 形式 、 因此, 间 题 归结 为 找 出 天 ,使 R68,6) 一 Eo (XX 
十 衣 ( 六 :一 眉 1 区 ,一 X10))?* 达到 最 小 . 按 条 件 期 望 的 性 质 , 有 
RO,8) 一 FE 十 下 (各 一 Kyser Ks, 一 RN |N, — Xs 

一 
它 在 给 定 ( 瑟 :一 环 一 于) 时 页 (和 一 古 X 一 X 是 一 带 
数 . 又 因 对 任何 随机 变量 ,EE 十 c)》? 在 c 一 一 E¢ 时 达到 最 小 ,由 
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是 立即 推出 : 当 取 
hOKs 一 时 ee 和 一 RI) 一 一 下 (XI | 和 一 磋 j XK, — XK) 
时 ,R09,8) 达 到 最 小 ， 因 此 
个 (大 大) = KR Oo— EoCK, |X, 一 Kr ,RK, OO— KX) 
(2,55) 
就 是 在 平移 群 (2. 51) 下 ,对 平方 损失 而 言 ,& 的 最 优 辣 变 估计 . 这 
个 估计 是 Pitman 在 1939 年 所 引进 , 故 一 般 称 之 为 Pitman 估计 
到 此 为 目 未 用 到 总 体 分 布 密度 A(z 一 四 的 条 件 ( 但 为 符合 同 
变性 的 结构 ,需要 假定 总 体 分 布 有 形式 (x 一 站 ,F(z) 为 已 知 分 
布 ) 加 上 这 个 条 件 使 我 们 可 具体 求 出 (2. 55) 式 中 的 条 件 期 望 . 
事实 上 ,在 9=0 时 (Xi,*…,XX,) 有 联合 密度 f(xy)… f(x,}， 变 模 
(RR 一 站 是 一 一 对 应 的 线性 变换 ， 
故 后 者 的 密度 易 求 出 ,有 了 这 个 就 不 难 算出 
EoCX, [Rs 一 Ris, KE, — XI) 


(Wine 十 Zz 一 zdt 


— . (2.56) 
| IT[fG + x) 
i 


对 以 上 这 两 个 重子 我 们 作 几 点 补充 说 明 . 

1. 对 例 2. 131, 和 是 充分 统计 量 , 于 是 可 以 只 考虑 基于 它 的 舍 
计 ， 而 基于 马 的 估计 又 满足 同 变性 要 求 者 , 唯 有 总 十 c 这 种 形式 ,ec 
为 常数 . 在 这 些 佑 计 中 , 唯 有 在 ec=0 时 凤 险 最 小 , 故 立即 得 出 最 
优 同 变 估 计 为 筷 . 这 个 结论 是 对 的 ,然而 在 推理 中 有 一 个 问题 :在 
加 上 司 变性 限制 后 充分 性 原则 ((1. 26) 式 ) 是 否 仍 成 立 . 说 得 更 清 
楚 些 ,以 4 和 4 分 别 记 一 切 佑 计 的 类 和 一 切 基于 某 充 分 统计 量 
7 的 估计 类 ,以 4 和 4; 分 别 记 4 中 的 同 变 佑 计 类 和 4; 中 的 同 
蛮 估计 类 , 由 充分 性 原则 知 ,要 在 4 类 中 找 任何 一 种 意义 下 的 最 
优 佑 计 , 只 须 在 4, 中 去 找 就 成 . 但 由 此 并 不 自动 推出 ;为 在 A' 中 
找 最 优 知 计 , 只 须 在 A; 中 去 找 就 成 .可 以 证 明 ; 在 很 宽广 的 条 件 
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下 这 确实 是 对 的 ( 见 陈 桩 景 、 陈 希 匡 :《 同 变性 限制 下 的 充分 竹 不 
则 》, 应 用 数学 学 报 ,1982 年 1 期 ,p. 85~93). 就 本 例 这 个 简单 情 
况 而 言 ,不 必 动 用 这 个 一 般 理论 ,因为 任 一 辐 变 售 计 有 形式 素 十 天 
《六 , 一 站 1 及 ,一 及 1) ,而 
EslR + ACX, — XN, (|) = 及 十 ic 

其 中 c 一 Ep(R( 囊 ;一 下 于 ,一品 )) 为 常数 .这 后 一 点 用 到 斑 与 
《大 :一 X 一 ) 独 立 , 凡 及 (总 一 大 一 的 分 布 与 
9 无关. 

2 在 和 例 2. 12 中 我 们 用 闷 十 产 (天 :一 买 ,及 ,一 1) 的 形式 
而 不 用 及 十 有 (Xs 一 四 ，…, 刁 , 一 药 )、 用 后 者 也 可 以 ,并 得 出 最 优 
同 变 佑 计 的 形式 及 一 Eo( 久 |X 一下!，… ,名 ,一 X1) ,但 这 个 条 件 期 
望 的 表达 式 不 如 (2. 56) 那 么 简洁 . 

3. 在 例 2. 12 中 为 了 条 件 期 望 祷 ,CX | 腕 ,一 叉 ,，…: ,多 , 一 久 ,) 有 
意义 ,必须 EjXi|<oo 即 | |z1f(z)ar<<o0. 但 是 ,我 们 可 以 选 
用 其 他 适当 的 同 变 佑 计 取 代 Xi, 以 降低 这 个 要 求 , 例 如 样本 中 位 
数 . 

例 2.13 六 ,… ,XX 是 从 两 点 分 布 Pe(Xi 一 1) 二 1 一 Pot 一 
0) 一 8 中 抽出 的 iid, 样本 ,86E8= 区 间 [0,1]; 损 失 函 数 为 LL(6,a) 
一 (一 433， 取 置换 群 

不 相间 ， 
这 个 群 G 中 一 共有 x! 个 元 .由 于 样本 为 iid. ,CX,,…, 玉 ,) 的 分 布 
与 (Xo styXi) 同 , 故 名 ,…i 9 一 9, 即 互 只 包 售 一 个 变换 -一 恒 等 
变换 ， 取 行动 空间 为 A=[0,11 相对 于 此 置换 群 G ,在 行动 空间 
中 导出 的 变换 群 也 愉 合 一 个 元 , 即 但 等 变换 因此 , 同 变 合计 是 任 
何 一 个 满足 条 件 CX 一 SCX ,及 ,) 的 估计 5. 这 等 价 
于 说 ,8 只 依赖 于 了 一 融 十 … 十 X， 同 变性 要 求 归 为 :只 考虑 基于 
了 的 佑 计 . 但 国 了 是 充分 统计 量 ,这 个 要 求 , 从 风险 函数 的 角度 
看 ,并 未 缩小 所 考虑 的 估计 量 的 范围 ,就 是 说 ,在 本 问题 中 同 变性 
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要 求 没有 提供 什么 新 的 东西 . 

本 例 有 两 个 特点 ;一 是 变换 群 是 有 限 群 ,二 是 G 中 只 有 一 个 
元 ;不 同 的 gE€G 可 以 相应 于 同一 个 g. 

例 2.14 以 上 的 铺子 全 是 单 参数 的 ,本 例 是 一 个 多 参数 的 例 
子 , 设 下,…, 芒 , 是 从 分 布下 (Cz 一 站)78) 抽 出 的 iid, 样 本 ,分 布 
函数 FKz) 已 知 , 和 参数 8 一 (让 ,8) 和 晃 一 【个 ,8) ;一 oo0,0 
<<eo), 损失 函数 LiBd,a) 一 艺人 以 页， 8;), Ca ez 一 全 


,行动 空间 几 一 全 6 一 co<al<ooy0<as< oo 


Hal Ga 
[1 
此 处 的 参数 名 和 名 称 为 位 置 (或 转移 ) 参 数 和 刻度 参数 ,F(z) 和 
王 (Cz 一 六 7 外) 可 视 为 同一 随机 变量 在 不 同 的 位 置 (原点 ) 和 刻度 
之 下 的 分 布 . 

取样 本 空间 中 的 变换 群 CG 一 {gui:c>0, 一 co<aqd<eco} ,其 中 
gear Ta) = cr + ds ser d), 
它 在 参数 空间 @ 中 相应 的 变换 群 是 事 = (gs:c>0, 一 co<d< 
co 其 中 


8a(9 28) 一 《cb 十 dch,), 
取 行 动 空间 4 中 的 变换 群 G" 一 (823:c20 一 co<d<oo) 其 中 
gat) = (ca 十 d ,cas), 
则 所 给 损失 函数 的 形状 符合 同 变性 要 求 (2. 49) ,而 同 变 佑 计 3 一 
(32) 所 满足 的 条 件 是 
Sert ds cr td}=cd rr st) td (C2, 57) 
Geert ds ers tad) ed (ri sr) (2,58) 
对 变换 群 忌 ,@ 只 有 一 条 轨道 ,因此 最 优 同 变 估计 必 存 在 ,其 
形式 当然 取决 于 分 布 F. 在 最 重要 的 情况 一 一 下 为 正 态 分 布 
NC0,1) 且 损失 画 数 工 有 形状 
LO BO) Call = ot — a /+ cl — 42) /sy 
(2,59) 
时 ,C9,,0,) 的 最 优 同 变 估 计 为 
98 


fr 2 s| =- lS x, — X):. 


jj 


2 


(2. 60) 
又 (2.59) 中 的 ci>0,cs>0 为 常数 .证明 步骤 如 下 : 

1° 在 (2.5?) 中 令 c 二 1,4 任意 , 知 5 符合 例 2.11 中 对 同 变 佑 
计 的 要 求 , 按 损失 渗 数 的 形式 (2. 59), 由 例 2. 11 得 出 语 二 六 。 

2” 在 2, 58) 中 令 < 一 3， 知 8 为 平移 群 下 的 不 变量 , 国 而 有 
Bt 一 下 (zs 一 2 一 )， 再 在 (2. 58) 中 令 4 一 0, 知 
满足 条 件 lets cts 1) 二 ch ,5_1)， 因此 ,注意 到 ,S 可 表 
为 芝 s 一 并 ， 4 一 的 汰 数 , 知 CORO— Ky RT— RS 可 表 
为 久 , 一 六 站 ,一 避 的 函数 元 ( 筷 :一 乞 一 各) 此 函数 下 


满足 条 和 件 htet 3 yt 1 =h{t pe ;#1) 对 性 何 CD 因 而 下 可 表 


为 太守 二 央 ,… ,和 二 委 ] 的 形状 . 因此 


发 3 一 区， 站。 一 有 1 | _ 
闷 ， 一 台大 ,一 克 一 中， 
这 就 是 本 例 中 6 的 同 变 估计 的 一 般 形式 . 

3* 证 有明 在 FF 为 正 态 时 ,5 与 二 独立 ,这 等 于 要 证 明 9 与 


Rs—X ,RK 
及 ;一 并 ? , 委 二 佑 独立 (用 Basu 定理 ). 


4° 证 明 : 当 E& 一 c 时 ,ESE 一 和 丰 守 ElcS 一 向 (这 要 用 到 
3°). 

5* 于 是 内 须 找 ec, 使 ECcS 一 0.)?/ 洪 最 小 ,不 难 算出 结果 就 是 
(2. 60). 

除了 参数 空间 @ 相对 于 变换 群 局 只 有 一 条 轨道 的 情形 让 ,最 
优 同 变 居 计 包 不 存在 . 即使 在 以 上 几 个 很 简单 的 例子 中 ,寻找 最 
优 同 变 售 计 也 非 易 事 , 原 因 在 于 不 易 得 到 同 变 佑 计 的 适当 的 一 般 
表达 式 ， 同 变性 的 意义 主要 还 应 从 其 统计 上 的 合理 性 去 考察 .不 
少 其 其 他 原则 出 发 得 出 的 估计 ,往往 自动 符合 基 种 自然 的 变换 群 
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FKL ,> 一 si 


下 的 同 变 性 ,从 实际 的 角度 印证 了 这 个 原则 的 合理 性 . 
附 录 


《4) 定理 2. 2 的 证 明 


设 样本 分 布 族 为 Cg)exp( 2 T(r du(r), 8, 而 纺 作 


为 R' 的 子 集 有 内 点 名 . 不 失 普 遍 性 设 名 一 0, 按 引 理 1. 3, 了 一 
《7 的 分 布 为 


dPs (1} =— C(O)expt 2) Ot dg C2), 
现 设 fT) 满足 Esf(T)= 二 0 对 一 切 8E 8, 即 
是 
| f(Dexp Db)d tt) =0, OE€0, 


提 a>0, 使 当 | |<ay1 和 j 所 时 ,0 二 (人 y 负 ) EB. 将 ff 表 为 
产 一 六 ,其 中 并 非 负 ,有 


下 
| repexpk Da) dp 人 
j=l 


= | 广 eexp: D0sydp 0， (A1) 


I < 了 一 1 

之 为 统计 量 了 的 值 域 ,就 取 多 为 R' 也 可 以 . 

据 定 理 1.1 的 注 3, (41) 式 两 边 作 为 复 变 量 太一 与 十 计 ，1 扫 有 
< 的 范 数 , 在 区 域 

这 = {十 iy 于 和 十 | 之 a 1 和 7 世 衣 } 
内 解析 . 固定 包 二 实数 名 (但 二 | 过) ,2 迄 jh, 则 CA1) 式 两 边 都 
是 的 在 区 域 
有 一 {十 3 | 过 a} 
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内 的 解 术 函数 ,它们 在 局 内 的 线 跋 {外 二 实数 名 ,| 人 | 之 a} 上 一 
致 . 据 单 变量 解析 函数 的 唯一 性 定理 , 知 当 固定 访 一 实数 名 (| 号 | 
4a) ,2 他 jh 时 ,C41) 两 边 作 为 9 的 画 数 在 品 内 一 致 . 这 样 逐 
步 推 下 去 (第 二 本 是 国定 名 EW, 外 一 实数 语 (51 过 0) ,3 入 7 入 上， 
把 CA1) 两 边 看 作为 的 函数 ), 最 后 得 出 :C41) 两 边 在 全 内 一 致 . 
特别 , 取 8 二 让 1 和 JS 得 


| Poem GD gtdp” (的 
一 | f(texpl dns) dp 0) CA2) 
jel 
对 一 切实 数 Pe 取 六 一 一 入 一 站， 得 |_Fr ar (划一 
,war WD=6. 若 8 一 0 则 产 = 广 ae 六 因而 /一 oae 


国 而 = 0 ae 着 5 之 0, 则 定义 两 个 概率 测度 v4 ,oo.-: 呈 人 ) 一 
[A 人 du" (1), 由 (A2) 得 


是 [3 
| exp{iD mt) dv 《有 =| exp{iD mt) dy {2), 
” ji 人 7 一 1 


二 而 凡 ,这 两 个 概率 分 布 有 同一 的 特征 函数 . 接 特征 孙 数 的 唯 
一 性 定理 , 知 vt 一 vw, 因而 得 到 六 一 fa,e,p'* 或 f= 一 0 a.e. yp". 
这 完成 了 定理 的 证 明 . 


(8) 定理 2, 3 的 证 明 


先王 明 一 预备 事实 : 设 .多 为 满足 定理 2. 3 的 条 件 (a) 的 分 布 
族 Cr 2) 为 Borel 可 测 的 对 称 函 数 ,满足 条 件 
[dF Ce)-dF(zw) 一 0, 对 任何 FE€ 吧 。 
{A3) 
划 对 入 中 任意 如 个 分 布 湛 数 五 ;Fy 有 
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三 | Fr rd (edF (rz) =0. (A4) 


为 了 证 明 , 先 注意 由 条 件 (2) 推 出 , 若 
1 和 1 CAS) 
而 所 ES ,Rj 则 (Fi 十 … 十 Fi)/&kE 多 ， 对 每 组 满足 条 件 
C45) 的 自然 数 记 ,…, 吉 : 定 义 一 个 由 形 如 (,，…, 启 ) 的 元 构成 的 集 
a 下 a 当 且 仅 当 每 个 j 为 Gi， 
2 中 的 一 员 ,每 个 训 为 (,…' ;所 ) 中 欧 一 元 记 


1 1D = | ef foes zi dP, Cr) mdFy (2,), 
往 证 
2 Tb) A sd) = 0 (46) 


OE 


车 (246) 已 证 , 则 取 关 = 三 ==1;…s 和 ,二 nn 由 (46), 并 利用 了 的 对 
称 性 , 即 得 (44)?. 为 证 (A6) ,注意 据 假 定 C46) 当 =1 时 对 . 用 妇 
纳 法 , 设 (46) 当 ssr 一 1 时 对 , 取 下 二 (Fi 十 十 Fi)/r. 因 FE 
有 多, 按 假 定 , 有 


o= | fm sx) dF Ce) dP Ce,) 


一 rr "CA st) 十 5S > Alis ty, 


#1 1 

据 归 纳 很 设 , 上 式 括号 内 的 第 二 项 为 0, 因而 得 了 4 人 人) 一 0， 
这 完成 了 归纳 证 有 明 . 

现在 转 到 定理 的 证 明 , 以 T= (Xa,*… ; 芝 ) 记 次 序 统计 量 ， 
设 有 Borel 可 浏 函 数 g ,使 

Erg(T) = 0, 对 任何 五 拼 实 . 《47) 
把 gzT7 写 成 原样 本 XXX 的 函数 ji 和) 则 了 是 对 称 
函数 ,而 (47? 转 化 为 (43). 据 上 述 新 备 事实 ,(44) 成 立 . 在 (44) 
中 取 责 一 Fi， 按 定理 2.3 的 条 件 (5) ;由 EZ 推出 
局 E 多 ,1<ism， 利用 (44? 即 得 
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0= | Fx 四 TdF, CTI)dF Cr,) 


一 | ez Td CT}:dF (zr,) ， 


此 处 B= { (Tl 9 人) :Th 外 li } 中 由 于 上 式 对 任何 一 ce 
gr 之 co 者 成立, 各 一 0 a,e, (FX…XF), 这 证 明了 工 的 完 
全 性 ,定理 证 举 . 
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第 三 章 Bayes 估计 与 Minimax 估计 


上 一 章 的 主题 是 ,引进 某 种 要 求 ( 无 偏 , 同 变 ? 以 限制 所 考虑 的 
佑 计量 的 类 ,再 在 这 个 缩小 了 的 估计 类 中 , 找 出 可 能 存在 的 一 致 最 
忧 居 计量. 本 章 的 主题 则 与 此 宰 反 :不 限制 估计 时 的 类 ,但 降低 
“一 致 最 优 ” 的 要 求 ,而 代 之 以 一 种 更 宽 的 .整体 性 的 指标 一 一 整体 
性 是 对 风险 函数 的 整体 而 言 ， 因 为 在 一 致 最 优 的 准则 下 ,风险 孙 
数 要 对 参数 8 作 逐 点 比较 ， 


3.1 Bayes 估计 一 一 统计 决策 的 观点 


有 关 样 本 空间 .样本 分 布 族 、 参 数 空间 .行动 空间 及 损失 函数 、 
风险 函数 等 , 仍 使 用 前 此 一 贯 的 记号 ; (: 受 ,家 (Po,8€E9).,8， 
A、L(9,4) 及 RC6,6) 等 一 一 要 注意 的 是 :在 这 种 一 般 框 架 下 讨论 
问题 ,并 无 必要 明确 指出 所 关心 的 统计 问题 是 估计 参数 .检验 假设 
或 其 他 什么 问题 . 问题 的 性 质 是 体现 在 行动 空间 4 及 损 兴 函数 工 
的 形状 中 . 因 本 章 的 一 般 性 讨论 中 对 4 及 工 并 无 特殊 限制 , 故 所 
得 结果 也 适用 于 一 般 的 决策 问题 . 在 行文 上 为 方便 计 则 常 以 “ 佑 
计 ” 称 之 . 所 举 的 例子 则 全 是 有 关 和 个 计 问 题 的 ， 

在 参数 空间 晶 中 引进 由 人 台 的 某 些 子 集 构成 的 o 域 人 54. 在 多 
数 情况 下 ,8 为 欧 氏 空间 或 其 一 Borel 子 集 , 这 时 . 世 e 总 是 取 为 如 
的 一 切 Borel 子 集 构成 的 5 域 . 

设 间 为 一 估计 ,其 风险 函数 为 ROG,6)， 在 号 s。 上 引进 概率 测 
度 5, 则 称 


R(6) = RH) 一 | Re ,adv(g) 《3.1) 
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为 3 的 相对 于 vv 的 Bayes 风险 ， 如 果 某 个 估计 566 满足 

RB) 过 R60), 一 切 83， (3. 2) 
则 称 名 是 相对 于 > 的 Bayes 估计 .3. 2) 式 中 药 “一 切 人? 也 可 以 局 
限 为 “一切 符 合 某 条 件 的 6” 例如 ,一 切线 性 估计 . 这 时 当然 要 求 
56 也 是 线性 估计 ?， 本 节 将 不 考虑 这 种 情况 . 

R.(8) 是 一 个 单 指 标 , 任 意 两 个 估计 全 ,6, 就 这 个 指标 都 可 
比 , 因 此 Bayes 估计 一 般 都 存在 ,这 基 一 个 优点 . 从 R05) 的 定义 
(3. 1) 看 ,” 只 是 作为 在 对 RC0,5) 取 (加 权 ) 平 均 时 不 同 8 值 的 权 ， 
因此 原则 上 说 也 可 取 为 无 限 测 度 , 即 5B@) 一 ce(0<x(B)<oo 的 
情况 与 v 为 概率 测度 并 无 不 同 ). 取 y 为 概率 测度 使 R,C) 这 个 量 
有 如 下 的 统计 意义 :假定 所 面 对 的 统计 间 题 不 是 一 次 性 的 ,而 是 在 
工作 中 经 常 遇 到 . 每 次 遇 到 时 ,参数 和 的 取 值 不 同 ,而 其 出 现 的 频 
率 遵 从 分 布 兴 即 9 为 一 个 随机 变量 ,有 概率 分 布 x 一 个 与 型 的 例 
子 如 下 : 某 工厂 在 长 时 期 中 在 同一 条 件 下 生产 一 种 产品 . 逐日 从 
当日 产品 中 抽取 若干 个 以 估计 该 日 的 废品 率 包 这 估计 8 的 事 每 
上 日 都 有 ,而 各 日 9 的 真 值 会 有 所 不 同 , 可 以 认为 8 的 逐日 取 值 遵从 
某 种 概率 分 布 v. 

设 我 们 某 次 面 对 此 问题 时 参数 的 真 值 为 9(8 自然 未 知 ) ,而 抽 
得 的 样本 为 和 以 3X) 估 计 销 蒙受 损失 工人 0,9(X))， 多 次 使 用 
下 这 个 损失 的 平均 值 , 记 为 也" (LG,6(X))) ,就 是 RC5) (期 望 导 
E" 是 为 着 重 表示 在 求 期 望 时 8 也 是 随机 变量 ), 这 样 ,使 R&C5) 达 
到 最 小 的 2 , 即 Bayes 估计 ,也 就 有 合理 的 统计 意义 .“Bayes 佑 
计 ” 名 称 的 来 由 将 在 下 节 说 明 . 

由 此 可 见 , 若 问题 确实 有 这 种 多 次 重复 的 性 质 且 我 们 又 能 确 
切 知 道 v, 则 Bayes 估计 实在 是 一 种 合理 的 选择 . 问题 在 于 ,一 则 
许多 统计 问题 是 一 次 性 的 ,二 刚 即 使 在 多 次 出 现 的 性 质 ,* 也 未 必 
确切 知道 . ”反映 了 我 们 事前 (抽样 以 取得 样本 之 前 ) 对 参数 8 取 
值 的 知识 ,因此 常 称 之 为 “ 先 验 分 布 ? 或 “ 验 前 分 布 >” 如 果 所 指 的 
两 个 条 件 不 满足 (亲王 是 一 次 性 的 或 "不 确切 知道 ), 则 我 们 只 好 
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回 到 原来 的 出 发 点 :把 R.(5) 看 成 一 种 便于 比较 的 综合 指标 . 
在 这 种 档 提 下 ,(9,X) 是 一 个 随机 元 ,有 其 “联合 ”分布 , 暂 记 
为 五 . Bayes 风险 R,(6) 就 是 ECLOB,6CX))). 多 在 这 个 联合 分 


布下 的 边 绿 分布 , 暂 记 为 P, 就 由 P(X E€ B)= | px € BYdv(0) 
确定 . 原先 的 样本 分 布 P; 成 为 在 联合 分 布 量 下 ;给 定 8 时 革 的 
条 忻 分 布 . 而 原先 的 风险 函数 RC9,6), 则 是 (在 联合 分 布下 ) 损 
失 工 (8(X)) 在 给 定 2 时 的 亲 忻 期 望 ， 另 一 个 由 此 派生 的 重要 分 
布 是 给 定 耻 =zx 时 8 的 条 件 分 布 , 暂 记 为 号 (，|x), 它 称 为 (在 已 
得 样本 z 的 条 件 下 8 的 后 验 分 布 . 首 给 定 卫 =xz 时 损失 (6， 
(XI7) 的 条 件 期 望 , 邵 


Cta,r) | .区 一 | earcdelz) [enny. (3, 3) 


(3.3) 式 定义 的 Cla,x) 称 为 在 有 了 样本 的 情 沉 下 ,采取 行动 a 
的 后 验 风 险 . 


求 Bayes 估计 的 方法 一 一 后 验 风险 最 小 的 原则 


定理 3.1 5 是 Bayes 估计 的 充 要 条 件 是 ;要么 R.C(6)==o0 对 
一 切 估 计 8, 要 人 么 存在 NE 老 ,,P(N) 二 0, 使 当 xEN 寺 ， 
Cry xr) 一 intfCte ra €E A}. 《3. 4) 
证 明 据 条 件 期 望 的 性 质 , 有 
RO) = En(L(O6(K)) = ECEn(L(O, 6X IN) 


= | (| L083 Holz) dP (Zz) 


一 | ccecn,zdaPcz) (3,5) 


如 (3. 4) 满 足 , 则 对 任何 5, 当 xzEN 时 ,有 CCCr),T) 守 CC60(r)， 
z), 由 (C3.5) 立 即 推出 R.0) 守 Rt60) ,这 证 明了 为 Bayes 估计 . 
反之 ,车 存在 人 使 R67) 之 oo, 则 当 尼 C60) 二 oo 时 ,6 不 可 
能 是 Bayes 估计 . 如 若 R60) 过 吕 但 存在 8E 天.,P(B)>0, 使 当 
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z 和 中 时 (3.4) 不 成 立 , 则 对 xEB 可 找到 a.€E4, 使 CC6(x) ,zx) 放 
C az)， 定义 估计 让 :8Cz)= 二 a 或 高 (zx); 视 xE 8 或 否 . 则 由 
PB) 六 0, (3.5) 式 及 忆 C60) 芝 呈 ; 知 已 (而) 之 RC), 帮 5 非 
Bayes 倘 计 ， 定理 证 些 . 

C3, 4) 式 表明 : 为 找 Bayes 和 估计 ,只 须 对 每 个 样本 z 找 出 使 后 
验 风险 最 小 的 行动 ， 因 此 定理 3. 1 常 称 为 后 验 风险 最 小 的 原则 . 

这 个 定理 把 求 Bayes 估计 归结 为 一 个 极 值 问 题 ,算是 有 了 一 
个 定 规 可 循 . 不 过 ,除了 某 些 简单 情况 ,求解 这 种 极 值 问题 并 非 易 
事 ， 首先 条 件 分 布 态 (d8 zz) 的 计算 问题 ,一 般 是 很 难 的 . 幸好 在 
一 个 应 用 和 理论 上 都 很 重要 的 情况 , 即 样本 分 布 族 (Ps,9E 介 ) 受 
控 于 地 . 上 某 g 有限 测 度 的 情况 ,比较 好 办 ; 记 (xz:0)= 
dPs(x)/djtz)， 按 条 件 概 率 的 定义 不 难 验 证 

HOIz) = fz Od 0)/ | Fz,0 duc0). C3. 6) 

注意 到 (3. 6) 式 右边 的 分 母 与 9 无关, 使 后 验 风 险 达 到 最 小 等 价 于 
使 积分 | 上 (9,a)/《z,0)dv0) 达到 最 小 一般 地 说 ,只 要 样本 空 
闻 是 欧 氏 的 , 则 如 在 第 1.4 节 中 曾 提 及 ,给 定 x 有 时 8 的 正则 条 件 分 
布 存在 ,这 保证 了 吾 (d81z) 有 意义 . 但 涂 (3. 6) 的 情 沉 外 ,没有 合 

即便 有 了 后 验 风险 CCla,z) 的 表达 式 ,求解 极 什 问题 (3. 4) 也 
往往 不 易 ， 从 理论 的 观点 看 , 极 值 点 的 存在 和 (作为 x 的 孙 数 的 ) 
可 测 性 ,都 是 需要 仔细 处 理 的 问题 . 本 书 将 不 涉及 这 些 问题 ,有 兴 
趣 的 读者 可 和 参看 本 书 作 者 所 著 ( 数 理 统计 引 论 》,p. 145 一 150. 

例 3.1 设 样本 空间 为 欧 氏 的 ,损失 函数 为 (9 一 a》, 损失 函 
数 的 这 个 形状 表明 问题 是 知 计 8. 给 定 先 验 分 布 v, 后 验 风险 为 


Clasz) = | 00 — ayHedolz). 


如 果 | ,VHCd91z) = oo , 则 Casz) 一 oo 对 任何 a, 这 时 可 取 6,(z) 
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等 于 4 中 任何 选 定之 值 , 若 | .651(dblz) < co , 则 Cdavz) 唯 一 


地 在 | .errcdelz) 二 Ew(9|z) 处 达到 最 小 ,因此 5,Cx) 二 Fy 9ix) 
就 是 Bayes 估计 . 

假定 样本 空间 为 欧 氏 ,是 为 着 正则 条 件 分 布 五 (dg1z) 存 在 ， 
在 本 例 中 这 其 实用 不 着 :只 要 EE,18|< 之 oo,E(8|xz) 就 有 意义,; 且 不 
难 直 接 验证 

En (EC 7) 一 的 Ex) — 
对 任何 估计 量 六 成 立 , 因 而 了 Er(Olz) 就 是 Bayes 合计 ， 

例 3.2 续 上 题 , 将 损失 函数 改 为 工人 ,ae) 一 MDRECD) 一 4)2， 
此 处 48)>>0 和 8 人 都 是 已 知 的 9 的 <Be 可 测 函 数 . 损失 函数 的 
这 种 形状 表明 问题 是 估计 g(9). 因子 4(9) 表 明 ; 对 不 同 的 8 错 佑 
的 影响 可 以 不 同 , 因为 


Clasz) = [ac0) (gc0) ayHCdolz), 


车 | ac@8' 0 Hdelz) 对 i 二 0,1,2 都 存在 有 限 , 则 Ce,z) 唯 -- 
地 在 
aa = | aC) c0 Hd0lz)/ [a Hdelz) (3.7) 

处 达到 最 小 . 可 以 证 明 , 只 有 以 下 三 种 可 能 的 情况 (习题 5,6,19) 

1* Cla,w) 二 200 对 一 切 a. 

2 CClayz) 内 在 一 点 < 一 ar 处 有 限 . 

3° Ca,z) 对 一 切 e 有 限 , 这 等 价 于 | eg DGdelz) 对 
z 一 0,1,2 都 有 限 . 

1°~3" 联 合 决定 了 Bayes 和 估计 的 形式 ， 

例 3.3 续 例 3.1, 把 损失 荫 数 孜 为 LC,a) 二 |g( 引 一 al; 招 
失 函 数 形 状 表明 问题 为 估计 gs， 有 

Clasr) = [Ee — alH(delxy. 
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因为 对 任何 随机 变量 ,函数 f(a) 三 Ef 一 a | 或 者 恒 等 于 oot 当 
E151= 二 oo 时 ), 或 处 处 有 限 ( 当 El#|< 之 oo 时 ). 在 后 一 场合 , 当 且 仅 
当 &4 为 的 中 位 数 ( 中 位 数 可 不 唯一 ) 时 ,了 达到 最 小 值 ， 由 此 可 和 扼 


意 ; 当 入 二 BH(de 一 co 时 ， 
ee | goicdelz = 时 


(四 ,当中 有 分 布 瑟 (|1z)y 时 的 中 位 数 , 当 4. < ce 时 ， 
如 果 损 失 函 数 为 4 的 18 的 一 e| ,情况 也 与 例 3.2 相似 一 一 
当然 ,Bayes 估计 不 是 (3.7) 而 是 类 似 (3,8) 的 表达 式 . 
. 例 3.4 设 样本 民有 二 项 分 布 BGr,9) ,0 所 8 所 1， 为 估计 5， 
取 平 方 损失 (8 一 a)?,8 的 先 验 分 布 为 B 分 布 Byla,65),a>>0,5>>0， 
即 对 工 测 度 有 密度 
Fa 十 站 mv pol 
FOP (~ 0 0<0<1). 《3.9) 
利用 (3. 6) 式 ,不 难 算出 后 验 分 布 为 Bota 十 x,58 十 x 一 x},， 在 平方 损 
失 下 ,此 分 布 之 期 望 , 记 为 
#7) 一 
就 是 9 的 Bayes 估计 ,利用 公式 


a 


i jea 一 人 "一 70， 
i=0 1 


人 十 a 


ia 《3. 10» 


2 "| PC— "=m + a0 ~ , 
1 一 个 


易 算出 各 的 风险 为 

及 (86 一 (十 ea 十 加) 2001 D+ Cat a), (3,11) 
而 其 Bayes 风险 为 a6j7 (Cn 十 a 十 b)(Ca+5 二 1 (Cab)). 

一 个 重要 的 特例 是 a 一 5 一 1, 这 时 先 验 分 布 是 (0,1) 区 闻 的 均 
人 句 分 布 RCO0,1). 按 (3. 10) ,这 时 Bayes 估计 为 
让 十 1 
nn 十 2 
这 个 先 验 分 布 意 味 着 在 做 试验 前 我 们 对 [0,1] 区 间 内 各 9 值 一 视 
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S11 Cx) 一 


《3. 12) 


同仁 , 即 不 认为 其 中 任何 一 个 值 的 可 能 性 比 另 一 个 可 能 值 大 或 小 . 
以 此 ,这 个 先 验 分 布 有 讨 称 为 “同等 无 知 ” 的 原则 ， 在 我 们 对 6 的 
可 能 取 值 没有 任何 先 验 的 了 解 时 ,这 原则 常 被 认为 是 一 种 合理 的 
选择 ,不 过 也 有 异议 存在 . 关于 这 个 及 有 关 先 验 分 布 的 选择 问题 
留 到 下 一 节 再 谈 ， 

本 人 鲍 我 们 考虑 了 一 整 族 先 验 分 布 {B(a;p:a>>0,6>0}, 它 有 
以 下 性 质 ; 对 任何 祥 本 zx; 后 验 分 布 晶 (， |z) 仍 在 此 族 内 . 具有 这 
种 性 质 药 先 验 分 布 族 称 为 共 印 先 验 分 布 族 ,要 注意 的 是 :这 个 性 质 
不 单 取 类 于 先 验 分 布 族 本 身 ,也 与 祥 本 分 布 的 形式 有 关 . 例如 ,车 
样本 义 有 人 负 二 项 分 布 


PX- | 


下 一 1 
r= 0,1,2 0 扫 0 执 1， (3. 13) 
则 {Ba,) ;a 之 1,5 汪 1} 不 再 是 共 二 先 验 分 布 族 . 

例 3.5 XX,,…, 尺 .为 抽 自 囊 数 分 布 ge-“T(z 记 0)dx 的 iid. 
样本 ,参数 f>0. 可 以 把 到 …… ,XX, 视 为 抽取 的 个 元 件 的 寿命 ， 
元 件 在 指定 时 刻 前 失效 的 概率 为 1 一 e"%. 为 估计 e。-%, 取 平方 
损失 (e 名 一 a)*. 取 先 验 分 布 为 具 密度 (对 工 测 度 》 

(age “TO 0, a 0.8>0 (3.14) 

的 分 布 ， 此 分 布 常 称 为 工分 布 T(e,P) ,或 Pearson 正 型 分 布 , 它 的 
期 望 是 B/a. 

利用 (3. 6) 式 , 易 求 出 在 有 了 样本 针 ,,…,X, 时 ,8 的 后 验 分 布 


为 TOT。 十 ez 十 DT。 二 六 蕊 . 因 损失 函数 为 (e-% 一 a)25 按 


(3.7) 式 (其 中 全 =1) 算 出 8 的 Bayes 估计 为 


(了 十 GD frtm+ag ep 
KOT, + a) | 9 qo 


jea — 0)=*， 


0 


(3,15) 
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本 例 中 的 先 验 分 布 族 1TCa,p):a>0,8>>0) 也 是 共 罗 先 验 分 
布 族 . 

例 3.6 六 ，…… ,XX 为 抽 自 正 态 总 体 N (8,o) 的 iid. 样本 ， 
o>0 已 知 ,8 为 参数 ,一 中 < 之 < 之 0, 要 估计 和 怒 损失 函 孝 为 人 一 
a)?*. 即 先 验 分 布 NG) ;一 oo 之 poo0;r?>>0， 用 公式 (3.6), 易 
算出 后 验 分 布 为 We 其 中 

Ge 一 (aa RT) ot= (no :rr 2 !, 
因此 8 的 Bayes 估计 为 
na? 


Br) =a, = 


2 
ng ?十 Tr? no ri 
这 个 例子 有 一 个 关乎 Bayes 信 计 本 质 的 有 趣 解 妓 , 见 第 3. 2 节 . 
义 注意 本 例 的 先 验 分 布 族 也 是 共 轿 先 验 分 布 族 . 
我 们 不 再 举 更 多 的 例子 了 ,因为 所 涉及 的 形式 计算 没有 多 少 
启发 性 . 一 般 , 只 在 平方 损失 下 才 可 能 算出 简洁 的 表达 式 ,就 是 在 
这 个 场合 计算 有 时 也 不 易 ， 


广义 先 验 分 布 与 广义 Bayes 估计 


前 面 已 提 到 过 :在 Bayes 风险 的 定义 (3. 1 中 ,并 无 必要 仿 定 » 
是 一 个 概率 测度 ,允许 "为 一 个 无 穷 测 度 ( 即 v8) 一 cc) 也 可 以 ， 
这 时 Bayes 估计 的 定义 一 一 使 Bayes 风险 达到 最 小 的 估计 一 一 也 
不 变 ， 当然 ,在 rv 二 co 时 ,前 面 论述 的 Bayes 风险 的 统计 意义 、 
后 验 分 布 及 后 验 风险 最 小 的 原则 等 ,都 将 失效 . 但 是 ,如 果 料 本 分 
布 有 形式 f(x, dn) ,0 < An = | f(x,0)dv(0) < oo 
ae 上, 则 由 (3.6) 式 定义 的 吾 (d8|z) 仍 是 8 的 一 个 概率 分 布 ， 形 
式 上 仍 可 称 之 为 “后 验 分 布 ” 这 时 仍 有 公式 

R= {C008 Hd9|z)) fr)dulz) 


《3.16) 


= | ,ce) ,zy fr du(r), 
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其 中 Ca,z)? 由 (3.3) 式 定 文 . 这 样 ,“ 后 验 风险 ”最 小 的 原则 , 即 定 
理 3. 1, 仍 保持 有 效 ， 因 此 ,至 少 在 这 种 情况 下 ,可 以 仍 把 > 当 作 
“ 先 验 分 布 "看 待 , 称 为 广义 先 验 分 布 ,相应 的 Bayes 估计 则 称 为 广 
类 Bayes 估计 ， 

其 所 以 有 必要 把 Bayes 估计 类 作 这 种 拓 广 ,是 因为 早先 所 定 
义 的 ( 狐 交 的 ?Bayes 估计 类 范围 不 够 ,甚至 一 些 很 常见 的 估计 也 
不 在 其 内 ,下 面 就 是 一 个 例子 ， 

例 3.7 设 闫 ,-…, 玉 ,是 从 正 态 总 体 N(6,1) 中 抽出 的 iid. 样 
本 ,要 估计 8, 损失 为 (8 一 a):?， 我 们 来 证 明 ; 不 论 取 怎 样 的 概率 测 
度 y 作 为 8 的 先 验 分 布 ,常见 的 人 千 计 让 也 不 是 Bayes 估计 . 

为 了 证 明 , 设 存在 某 个 (狭义 的 ) 先 验 分 布 v, 使 Bayes 估计 
E(B|z)== 区 ,此 朴 二 Cr )， 则 按 公 式 (3,6). 应 有 (B x 
记 元 ) 


厂 Bexp df 


| sxp| -和 一 o 
把 (3.17) 式 右边 的 分 母 记 为 h(w)， 按 定理 1.1, 知 hu) 可 在 积分 
号 下 求 导 ,从 而 得 到 

0 一 一 | ee — sexp 
由 此 及 (3.1?7), 知 扩 (w) 二 0, 因 而 上 (nw) 为 一 常数 


| er 
(3.18) 


往 证 c 必须 为 0. 车">0, 则 利用 0<<exp| 一 记 @8 一 wu)?| 护 1 , 找 
M2>0 充分 大 使 vyC{10| 守 MM)) 之 c/2, 由 (3.18) 得 
[exp[— #00 — wd) > eo/2, — oo uo 
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Rs 
2 uy 


(3.17) 


x 


dB 


da). 


如 3 
~ a —w) 


du) 一 ec， 一 co < < ce 


2 
2 (0 uw) 


因而 c 必须 为 0. 但 因 exp| 一 二 (一 轨 中 六 0 对 任何 9 和 z， 
(3. 18}) 左 边 的 积分 不 能 为 0. 这 个 矛盾 证 明了 态 不 能 是 Bayes 估 
计 ， 

比 这 更 容易 得 多 可 以 证 明 ( 习 题 13a) : 设 样 本 和 有 分 布 Btr， 
9:0<so<1, 则 对 任何 (狭义 的 ) 先 验 分 布 只 要 wx0O<8<1)>>0， 
则 在 损失 (0 一 a)? 之 下 ,通常 的 估计 和 An 不 是 Bayes 估计 . 但 是 ， 
若 容许 广义 先 验 分 布 , 则 在 以 上 两 例 中 ,所 谈 到 的 估计 马 和 访 /n 
都 是 (广义 )Bayes 估计 :前 者 取 广 只 先 验 分 布 d8( 即 (一 ce ,co0) 上 
的 工 测度 ) ,后 者 取 1 一 人 -0<0<1)d9. 

更 一 般 地 ,在 某 些 一 般 性 限制 条 件 下 ,可 以 证 明 ( 习 题 16) :在 
平方 损失 下 无 偏 居 计 不 能 是 Bayes 估计 ， 这 可 以 看 出 (狭义 》 
Bayes 和 估计 族 确 有 扩大 的 必要 . 

但 是 ,也 并 非 经 过 这 样 的 扩大 后 ,任何 一 个 估计 都 可 以 作为 某 
个 广义 先 验 分 布 的 ,有 意义 的 Bayes 估计 . 例如 ,可 以 证 明 ( 习 题 
22) :在 例 3. 7 中 ,对 任何 一 个 广义 先 验 分 布 v, 只 要 不 是 对 一 切 佑 
计 5 都 有 RC6) 一 2( 在 这 种 情况 ,每 个 8 都 是 Bayes 估计 ,而 
Bayes 估计 和 兴 直 意义), 则 对 任何 常数 c 半 1,cX 不 能 是 Bayes 作 
计 , 

广义 Bayes 帖 计 也 可 以 从 另外 一 个 途径 去 定义 , 即 作为 一 串 
(狭义 ?Bayes 估计 的 极限 .如 在 例 3. 6 中 ,由 (3.16) 定 义 的 6 (zx) 
是 狭义 Bayes 信 计 . 令 r ee 得 关 Cz) 一 荆 ,后 者 是 广义 先 验 分 布 


”6 之 下 的 Bayes 估计 (平方 损失 ,下 同 ). 值得 注意 的 是 : 当 * 一 c 


时 先 验 分 布 YInsr) 也 就 接近 这 个 广义 先 验 分 布 d8. 在 例 3, 4 
中 , (3.10) 是 狭义 Bayes 估计 . 令 a>06 一 0, 它 趋向 于 广义 Bayes 
估计 苇 /a， 在 一 般 理论 中 ,我们 需要 确切 定义 “一 串 估 计 收 化 于 某 
估计 ”的 意义 ,并 研究 在 何 种 条 件 下 ,用 之 两 种 方式 定义 的 广 交 
Bayes 估计 一 致 ,此 处 不 能 细 谈 . 
从 更 高 的 理论 观点 看 ,引进 广 兴 Bayes 估计 的 理由 在 于 ;补充 
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Bayes 决策 函数 类 中 缺漏 的 重要 成 员 , 以 使 之 成 为 一 个 (本 质 ) 完 
全 类 . 这 是 1950 年 Wald 引进 决策 通 数 理论 的 专车 《Stratistical 
Decision Theory》 中 所 讨论 的 主要 问题 。 以 后 几 十 年 ,这 问题 不 断 
受到 一 些 理论 学 者 的 关注 , 在 已 得 的 结果 中 ,没有 能 用 简短 篇 幅 
证 明 的 , 故 细节 不 能 涉及 了 . 下 面 只 引述 一 个 最 简单 情况 下 的 结 
果 , 见 Berger: 《Statistical Decision Theory And Bayesian Analy- 
sis》, 第 二 版 ,Pp. 426 定理 12, 及 该 处 所 引文 献 ， 

定理 3.1 设 一 统计 决策 问题 中 的 参数 空间 和 行动 空间 都 是 
葡 氏 空间 中 的 有 界 闭 集 ,样本 分 布 为 FAx;p)dp, 其 中 必 为 工 测 度 
或 计 点 测度 ,损失 函数 工 (8,a)? 当 固定 8 时 是 行动 空间 上 的 连续 函 
数 , 且 任 一 决策 函数 的 风险 刺 数 也 在 行动 空间 上 连续 , 则 一 切 
Bayes 决策 的 类 是 完全 类 ， 


经 验 Bayes(Empirical Bayes, 简 记 为 EB) 估计 


EB 估计 是 Robbins 在 1955 年 提出 的 ,以 试图 解决 在 使 用 
Bayes 方法 时 , 因 不 知道 先 验 分 布 而 产生 的 困难 .EB 方法 可 用 于 
任何 统计 决策 问题 (当然 ,在 一 定 条 件 之 下 ) ,下 文 的 叙述 也 不 限于 
参数 估计. 

EB 方法 的 思想 很 容易 借助 于 本 节 开 头 处 担 到 的 那个 例子 5 见 
(3, 2)? 式 下 下 一 段 ) 来 说 明 , 该 工厂 长 期 生产 这 种 产品 ,生产 已 进 
和 人 基本 稳定 的 状态 ,每 日 的 废品 率 9 会 因为 随机 原因 有 些 变化 ， 
因此 ,认为 8 有 一 个 固定 但 未 知 欧 先 验 分 布 s 是 合理 的 . 设 该 厂 每 
日 从 当日 产品 中 抽出 N 个 并 记录 下 其 中 的 废品 个 数 xz, 这 个 x 中 
包含 有 “当日 8 真 值 " 的 信息 , 设 该 厂 长 期 保持 这 种 记录 ,得 zx， 
pt 可 以 想像 , 当 关 很 大 时 ,rr 中 包含 和 的 信息 您 来 全 
多 以 至 可 以 基本 上 决定 先 验 分 布 v, 这 样 , 当 某 一 日 我 们 需要 根据 
当日 的 z 慎 去 估计 当日 的 8 值 (注意 我 们 强调 * 当 日 ”二 字 , 它 表示 
我 们 估计 的 是 一 个 数值 , 即 4 的 当日 可 值 , 这 一 点 有 时 可 能 引起 
混淆 ,因为 在 Bayes 方法 的 框架 中 ,2 本 身 是 看 成 一 个 随机 变量 ， 
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有 一 定 的 分 布 一 一 即 先 验 分 布 几时 ,我 们 可 以 利用 “历史 样本 ”=， 
,zx 所 提供 的 有 关 先 验 分 布 的 信息 ,以 使 用 Bayes 方法 ,这 就 是 
EB 方法 的 要 有 由， 这 个 讲法 不 要 误解 为 EB 方法 的 实施 总 是 分 成 
两 段 :第 一 步 由 历史 样本 zze 对 先 验 分 布 " 作 出 估计 wm 第 二 
步 利 用 当前 样本 > 及 先 验 分 布 求 出 Bayes 估计 ， 实际 做 法 往往 
并 非 如 此 ,这 可 以 从 以 下 诸 例子 看 出 . EB 方法 的 要 和 旨 在 于 :在 佑 
计 “ 当 前 ”8 秆 时 , 除 利用 “当前 ”样本 z 外 ,还 要 利用 “历史 ”样本 
zis" ,za+ 如 何 利 用 视 情况 而 定 ,并 无 一 定之 规 . 

有 了 这 个 例子 在 胸 , 推 广 到 一 般 情 况 当 属 显 然 . 设 有 J 决策 
问题 诸 要 素 ( 锡 , 才 , ,Po) ,0E8,(B,Bg) ,A,L(0,a) 及 先 验 分 布 
s. 假定 这 个 决策 问题 在 工作 中 经 常 出 现 ,每 次 出 现时 ,上 述 诸 要 
素 不 变 一 一 不 辣 的 是 ,每 次 出 现时 “ 当 次 ”的 8 值 是 从 + 中 第 机 抽 
取 所 得 ,因而 每 次 之 值 可 以 不 同 . 又 样本 工 是 从 Ps 中 抽出 的 ,8 之 
值 每 次 可 不 间 ,z 值 在 给 定 8 时 的 条 件 分 布 ,也 就 可 以 不 同 , 但 其 
边缘 分 布 , 即 | Ps( dv(0) ,在 各 次 都 相同 , 因 ， 没 有 变化 . 

假定 我 们 有 了 以 往 处 理 这 个 统计 决策 问题 次 的 记录 (外 ， 
4 它们 就 是 49, 和) 的 联合 分 布 的 iid. 样本 ,而 和 ， 
有 就 是 先 验 分 布 的 iid. 样 本. 如 果 知 道 册 2 , 则 它们 当 
然 最 适合 于 去 舍 计 sv, 但 是 我 们 并 不 知道 外,… ,6 的 确切 值 , 故 能 
加 利用 的 只 是 x ,… ,zx 这 称 为 历史 样本 . 

现 设 我 们 再 一 次 (第 十 1 次 ) 面 对 这 个 决策 问题 ,得 到 当前 样 
本 ,要 利用 这 个 z 及 历史 样本 zy，… ,xe 去 作出 决策 ， 这 样 的 决 
策 是 xz,… ,x 和 工 的 落 数 8Cz,… ,zx,;z); 称 为 EB 决策 函数 , 当 
用 于 估计 问题 时 就 称 EB 估计 . 

我 们 来 计算 上 述 EB 估计 Cz,… yx;z) 的 Bayes 风险 . 先 固 
定 zz 作为 只 与 当前 样本 > 有 关 的 估计 ,3 有 Bayes 风险 


En(LiO Otis wr))) = 
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| | Psca ztz APs) | dv(0), (3,19) 
这 里 吾 是 ( 久 ; 人 的 联合 分 布 此 Bayes 风险 与 x ,… ,x 有关, 而 
后 者 也 是 随机 的 : 它 是 从 分 布 PCPC) 二 | PsC-)dv(2)) 中 抽出 的 
iid. 样本 ,考虑 到 这 一 点 ,把 EB 估计 (zs… yxyx) 的 Bayes 风 


险 定 义 为 
R56) = E, (EnCLO, OCX 9 [Xi 


= | | (| (0 dC, zsz)DdPoco]duce)| 


dP(r)--…dPtr,). (3.20) 

记号 R56) 与 前 面 用 于 单纯 Bayes 估计 的 一 样 ,这 不 会 引起 混 湛 . 
有 时 为 了 强调 上 述 计算 R.(5) 而 考 虚 了 历史 样本 的 作用 ,把 它 称 
为 全 面 Bayes 风险 . 

暂 以 5(w) 记 在 先 验 分 布 : 之 下 Bayes 估计 的 Bayes 风险 , 则 
由 (3, 19),(3. 20) 看 出 :对 任何 一 个 EB 估计 5, 必 有 BR( 守 507)， 
这 是 因为 (3. 19) 式 右边 的 量 总 不 能 小 于 80， 可 是 ,如 果 历 史 样 
本 XX,…,X, 中 包含 了 先 验 分布 y 的 足 侣 信息 ,而 所 用 的 EB 估计 
6 又 充分 利用 了 这 种 信息 , 则 (3. 19? 式 之 值 应 充分 接近 6， 因 
此 当 w 很 大 时 ,(3. 20) 式 之 值 , 即 R060), 应 充分 接近 (mm， 就 是 
说 ,应 有 

limR.(8) = 60). (3.21) 

当 (3. 21) 成 立时 , 称 8 为 一 个 渐 近 最 优 的 EB 估计 (asymptotic op- 
timal EB, 简 称 a. 0. EB). 一 般 是 给 了 一 个 先 验 分 布 族 多 ,而 要 求 
(3.21) 式 对 任何 vE€. 字 都 成 立 , 这 时 称 为 相对 于 族 .的 a6. 
EB 估计 . FEB 估计 理论 研究 的 一 个 基本 问题 是 构造 合宜 的 EB 桔 
计 , 并 证 明 其 渐 近 最 优 性 . 此 问题 现时 在 指数 型 和 截 尾 型 分 布 族 
中 有 较 大 的 进展 ,但 证 明 都 太 宛 长 , 故 在 以 下 诸 例 中 , 除 例 3. 8 外 ， 
都 没有 给 出 有 关 的 证 明 ， 

例 3.8 样本 下 有 分 布 NC9,1),0EE8=( 一 oo,co). 损失 孙 
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数 为 (8 一 a)*( 这 表示 问题 为 估计 8)， 设 先 验 分 布 v 属于 正 态 分 布 
族 二 {N(0,g) ;0<0 00}， 有 了 历史 样本 和 ,和 当前 样 
本 ,要 佑 计 当 前 8 的 值 . 

在 此 ,为 估计 先 验 分 布 ,等 于 信 计 oo， 容易 算出 :在 8 的 先 验 
分 布 为 NC0,o) 时 ,及 的 边缘 分 布 为 NC0,1 十 )， 因为 玉芝。 


是 从 这 分 布 中 抽取 的 iid, 样本 , 故 可 以 用 一 “二 一 工 去 估 


计 亚 ， 把 先 验 分 布 视 为 NI0, 史 )， 按 (3. 16) 式 ,得 出 Bayes 估计 
(EB 估计) ， 
Ty Hap) 一 《1 + olaiz. (3. 22) 
易 算出 在 固定 zi,… ;zx, 的 条 件 下 ,8 的 Bayes 风险 为 2/(1 十 052)， 
而 的 (全 面 )Bayes 风险 为 
RC6) = Esl/ (1 + 092)), 

期 望 是 在 凑 ,，…, 成 为 iid. , 且 公 共 分 布 为 P~N(0,1 十 o) 的 
条 件 下 去 求 . 由 于 /1 十 名) 有 界 , 且 当 2 一 co 时 以 概率 1 收 繁 
于 2 十 全 ), 据 控制 收敛 定理 有 RC(6)->o/(1 十 q2) 当 nn 一 oo. 
但 FL 十 如) 正 是 在 先 验 分 布 为 六 (0,es) 时 的 Bayes 估计 的 
Bayes 风险 ,因此 ,证 明了 由 (3. 22) 定 义 的 EB 估计 5 是 a.o, EB 
估计 . 

注 由 于 当前 样本 z 与 xz,…,x, 有 一 样 的 分 布 ,在 合计 


时 可 以 把 它 也 用 上 , 即 用 党 == Gx 十 19-711 XX? 十 Si x? 一 1 去 估 


计 ,相应 地 在 (3. 22) 式 中 把 训 改 为 名 可 以 证 明 ; 即 使 这 样 定 
多 人 有, 它 仍 为 ao.EB 估计 (习题 57a) ,注意 :经 过 这 一 改变 问题 要 
麻烦 得 多 ,因为 原先 内 与 mx 有 关 , 在 给 定 zi ,xs 时间 
为 z 的 线性 函数 ,现在 页 也 与 x 有 关 , 在 给 定 zz 时 ,有 是 
的 一 个 复杂 的 非 线 性 函数 . 这 个 例子 显示 :即使 在 很 简单 的 情况 
下 ,也 不 容易 证 明 一 个 EB 估计 有 渐 近 最 优 性 . 

例 3.9 样本 六 有 Poisson 分 布 Po( 基 二 了) 一 (zle7e 久 ， 
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下 一 0 1 2 和 全 一 《co)， 损失 图 数 为 (0 一 a 关 ， 设 8 的 先 验 分 
布 v, 则 羡 的 边缘 分 布 为 


P(X= 7x) fr) 一 | ep Le “trdy(Ay ,x = Ol 
按 公式 Erta|) :得 a 的 Bayes 估计 为 
6,(7) = | ‘et dy /f(r) 
[0 


= {r+ Df tt HC). (3.23) 

(3. 23) 右 这 的 与 wv 有关 ,在 rv 未知 时 ,5 无 法 算出 . 但 是 , 因 所 

为 天 的 边缘 分 布 而 局，… 瑟 :三 是 从 此 分 布 中 抽出 的 iid. 样本 ， 

可 以 用 它 去 估计 ff 我 们 用 zkz ys) 二 《十 1) (fr 

zw 中 等 于 x 的 个 数 } 十 1) 去 估计 (zx) (其 所 以 如 1, 是 为 了 避免 
(ZX) 的 估计 值 取 0) ,进而 根据 53. 23) ,以 

CTI Tn Tu Cr Te 下 十 ACT 

(3. 24) 

去 估计 8, 它 是 一 个 EB 估计 ， 本 例 中 上 历史 样本 的 作用 不 在 于 直接 

去 估计 先 验 分 布 而 是 用 于 估计 蕊 的 边缘 分 布 . 这 碰巧 因为 本 

例 中 的 Bayes 估计 有 一 个 仅 依赖 这 个 边缘 分 布 的 形式 . 可 以 证 


or 


明 ,只 要 先 验 分 布 , 有 二 阶 乱 , 即 9rdv(9) < ce , 则 由 (3. 24) 定 
义 的 EB 估计 有 渐 近 最 忧 性 (参看 成 平等 著 ( 参 数 居 计 》,p. 205 人 一 
208). 

例 3.10 让 我 们 来 考察 一 下 最 初 提 到 的 那个 例子 , 即 工厂 逐 
日 估计 其 废 喇 率 ,这 相当 于 样本 叉 有 二 项 分 布 BCN ,四 ,损失 函数 
(9 一 2a) 设 先 验 分 布 为 v, 风 8 的 Bayes 合计 为 6.(z) 为 . 


六 十 工 folN 十 1, 工 十 1) 
NN 二 1 folN ,7z) 


dtr) = (3. 25) 


下 
这 里 f(yx) 一 | jea Drdb ,一 0,1… 尖 , 是 ( 当 
证 


号 一 下 (RD 而 82 时) 三 的 边缘 分 布 . 
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我 们 来 分 析 一 下 有 和 否 可 能 建立 一 个 a,o,EB 估计 ， 因为 在 平 
方 损 失 下 Bayes 估计 (3, 25) 有 了 唯 一 性 , 推 知 若 某 个 a.o, EB 佑 计 人 
(rilvyzo3T) 存 在 , 则 当 m>cc 时 ,Cryzoz) 诬 收效 于 (3. 25) 
才 行 ,而 要 达到 这 一 点 ,需要 通过 历史 样本 瑟 ,，…, 王 。 去 估计 fc 
(CN,z) 和 foCN 二 1;yz 十 1)， z= 二 0;1，… ,NN ,上 且 这 种 知 计 必须 当 n 
充分 大 时 能 任意 地 精确 .现世 ，… ,XX, 的 公共 分 布 为 felN，,*， )， 
故 利 用 县! ,… ;XX 估计 feCN,，) 不 成 问题 . 但 如 上 事 先 对 上 先 验 分 
布 v 毫 无 所 知 ; 则 利用 六,，… ,XX 无 法 对 fo CN 十 1 ,x 十 1) 作 出 充 
分 精确 的 估计 . 这 个 分 析 表 明 : 若 不 对 > 所 属于 的 族 作 一 定 限 制 ， 
就 不 可 能 作出 8 的 a.o., EB 估计 . 这 一 点 不 难 严格 证 明 ( 参 看 本 书 
作者 在 ft 中 国 科技 大 学 学 报 》 上 的 文章 ,1982 年 第 1 期 ,p. 1 一 7) 
一 一 也 不 要 把 这 个 结论 理解 为 :在 这 种 情况 下 历史 样本 x ，…, 工 。 
已 豪 无 用 处 事实 上 ,例如 在 NN 很 大 时 ,可 以 逐日 用 Aray 
N 去 估计 该 日 8 值 ,它们 相当 确切 地 可 视 为 是 从 分 布 v 中 投 抽出 
的 id, 样本 ,因而 利用 之 可 得 到 y 的 较 确切 的 估计 ,这 总 比 起 初 对 
一 无 所 知 要 好 ， 

但 是 ,如 果 对 上 先 验 分 布 " 的 族 作 某 些 限 制 , 例 如 ,限制 ,属于 了 
分 布 族 {Bka,p):e>0,6>0), 则 可 以 证 明 :2 的 ao.EB 存在 (习题 
59)， 更 一 般 的 结果 可 参看 刚才 所 引 的 本 书 作者 的 文章 . 

当 EPB 方法 在 50 年 代 中 期 刚 提 出 时 ,统计 界 曾 给 子 高 上 度 的 评 
价 和 期 望 ， 以 后 的 发 展 似 乎 表明 ,这 方法 在 实际 中 的 作用 是 有 限 
的 , 原因 也 不 难 理解 :一 是 它 只 适用 于 “经 常 出 现 " 的 统计 向 题 , 且 
在 该 问题 各 次 出 现时 ,其 基本 要 素 , 包 括 先 验 分 布 在 内 ,必须 保持 
不 变 . 这 个 要 求 就 很 高 ,更 不 用 说 大 多 数 统计 问题 多 是 一 次 性 的 . 
二 是 它 只 适用 于 样本 分 布 族 具 有 很 简单 的 参数 结构 的 情形 .三 是 
为 了 构造 EB 估计 并 证 明 它 有 渐 近 最 优 性 ,还 需要 限制 先 验 分 布 * 
的 范围 ,以 至 假定 它 有 某 种 简单 的 参数 结构 ,而 这 一 点 又 与 最 初 引 
进 EB 方法 的 初衷 有 所 背离 ， 
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Bayes 方法 作为 一 种 证 明 工 具 


在 数理 统计 理论 中 ,Bayes 方法 有 时 用 来 作为 寻求 具有 某 种 
特性 的 估计 的 工具 ,或 证 明 某 种 估计 上 其 有 某 种 特性 及 种 种 理论 结 
论 . 前 者 的 饮 证 是 将 要 在 第 3. 3 节 中 讨论 的 Minimax 估计 ， 作 为 
后 省 的 一 个 例子 ,我 们 现在 来 讨论 Bayes 方法 对 估计 的 容许 性 问 
是 的 应 用 . 

定理 3.2 沿用 前 面 的 记号 ,并 设 参 数 空间 日 是 欧 氏 空间 中 
的 Borel 子 集 . 设 证 是 在 先 验 分 布 y 之 下 的 Bayes 估计 . 假定 以 下 
三 个 条 件 满足 : 

1* 任何 估计 的 风险 ,作为 参数 8 的 函数 ,在 全 上 灶 椒 连续 . 

2” 存在 一 个 悄 计 让 ,其 Bayes 风险 RR,(6,)<o0. 

3 她 中 每 个 点 都 是 "的 负荷 点 (参看 第 1. 1 节 ). 

则 6, 是 容许 估计 . 

证 明 用 反 证 法 , 设 信 不 可 容许 , 则 存在 估计 人 ,使 RC(9,6) 专 
民 18,G) 日 不 等 号 至 少 对 某 个 外 拒 加 成 立 . 由 于 民 ( 负 ,8) 扫 民 (外 ， 
8 日 民 2G) 和 届 (9,3.) 都 是 2 的 连续 函数 (条 件 1 ), 故 存在 s>> 
0, 使 当 8EG.=18,8EB, 18 一 反之 a} 时 ,有 RCO,6)< 二 RCO,6). 
在 8 一 8@. 上 有 ROO,6)RC0,6,)、 因 为 所 2 及 汪 为 Bayes 估计 ， 
知 R,C58,)<<oo, 因 此 得 到 


o> RG) = | .Readvo) > | RCO,0)dv(0) = R60), 


这 与 人 为 Bayes 估计 不 合 . 定理 证 毕 . 

注 证 明 中 并 未 用 到 "为 概率 测度 ,因此 > 可 以 是 广义 先 验 
分 布 . 

例 3.11 进 世 ,是 从 正 态 Wo) 中 抽出 的 ji 乔 . 样本 ， 
已 知 ,要 估计 8, 损失 函数 为 (9 一 a):， 前 此 已 证 明 且 是 一 个 容许 
估计 . 现 往 证 ;对 任何 常数 c,d,0<c<1; 估 计量 85=c 玉 十 4 是 容 
许 估 诗 . 为 此 只 要 取 NA 为 先 验 分 布 ,选择 wx, ,使 
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no /no 十 rr =e, pr /na +r )=d, 
虽 据 (3. 16) ,8 为 此 先 验 分 布下 的 Bayes 估计 . 定理 3.2 中 的 条 件 
2",3* 显 然 满足 . 由 定理 1. 1 易 见 条 件 1" 也 满足 . 于 是 据 定理 3.2 
得 出 所 要 的 结论 . 
不 难 证 明 ,此 是 结论 对 <=0 也 戒 立 ,又 对 :未知 的 情况 也 成 
人 
类 似 地 , 据 例 3.4 可 以 证 明 : 若 样本 束 一 吾 ((ns6)， 损 失 困 数 
为 (8 一 oj: , 则 8 一 ec(XA) 十 di 其 中 c>0d>0ceTacl, 是 日 的 容 
许 估 计 ， 又 利用 定理 3.2 的 注 及 x/n 为 广义 Bayes 解 ,也 可 以 证 
明 在 上 述 损失 函数 下 , 丰 /a 也 是 容许 佑 计 . 我 们 把 这 些 都 留 作 习 
题 (习题 17 ,27)， 
应 用 定理 3.2 的 困难 在 于 条 件 1"， 条 件 2 ,3" 的 验证 一 般 问 
题 不 大 . 在 指数 型 分 布 族 的 场合 ,定理 1. 1 往往 可 用 于 验证 条 件 
1", 除 此 以 外 就 没有 一 般 的 方法 了 ,条件 3" 也 很 重要 ， 可 以 举 出 这 
样 的 例子 :条 件 1",2" 都 满足 而 3" 不 满足 ,而 Bayes 估计 是 非 容许 
的 . 至 于 条 件 2 ,如 果 它 不 满足 , 则 每 个 估计 都 是 Bayes 估计 , 定 
理 失 去 了 意义 ,但 是 ,在 某 些 情况 下 (包括 "为 广义 先 验 分 布 的 情 
形 ) , 按 公 式 (3.6) 可 定 出 后 验 分 布 ( 即 (3.6) 式 右边 的 分 母 有 限 )， 
据 些 后 验 分 布 计算 后 验 风 险 , 斌 定 出 一 个 特殊 的 Bayes 估计 . 可 
以 举例 证 明 : 若 条 件 2 不 满足 ,这 个 特殊 的 Bayes 估计 可 以 是 非 容 
许 的 ， 


3.2 Bayes 估计 一 一 统计 推断 的 观点 


Bayes 估计 的 统计 决策 观点 很 好 解释 : 

1 在 任何 情况 下 ,可 以 把 "看 成 一 个 加权 因 子 ,Bayes 风险 
RR,(5) 是 的 风险 中 数 的 加 权 平 均 ， 问题 归结 为 求 3 使 此 加 权 平 
均 最 小 ,这 就 是 Bayes 估计 . 测度 v 不 必 有 有 何 统计 意义 , 它 不 过 是 
经 我 们 选 定 的 ,认为 适宜 的 加 权 因 子 而 已 ,因此 ，* 是 概率 测度 或 无 
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限 测 讼 也 不 相干 {但 后 验 岂 险 的 定义 及 后 验 风险 最 小 的 原则 ,对 v 
为 无 限 测度 时 不 一 定 适用 ).“ 先 验 分 布 ” 一 词 的 引入 也 无 必要 . 

2" 在 某 种 情况 下 ,所 而 对 的 问题 反复 出 现 , 各 次 的 如 真 值 形成 
一 个 概率 分 布 x。 如 果 有 上 用 这 个 v 作 为 加 权 因 于 ; 则 其 Bayes 风险 有 
统计 意义 , 即 丰 在 该 问题 多 次 出 现 币 固定 使 用 他 时 ,所 蒙受 的 平均 
损失 . 因此 ,在 这 种 场 台 下 自 应 取 这 个 作为 加 权 因 子 , 硅 "也 就 
合理 地 被 称 为 是 先 验 分 布 ， 

即使 问题 可 认为 峰 于 情况 2 , 先 验 分 布 一般 也 不 知道 . 这 
时 只 要 回 到 情况 1* 的 解释 就 行 . 当然 ,基于 2" 中 阐述 的 理由 ,我 们 
仍 应 设法 找 一 个 这 样 的 v 作 为 加 权 因 于 ;vy 被 认为 可 能 接近 真正 的 
先 验 分 布 . EB 方法 是 这 种 努力 之 一 . 

但 如 我 们 的 日 的 纯 是 科 堂 研究 的 性 质 ,目的 在 获取 有 头 未 知 
参数 8 的 知识 ,而 不 引入 损失 的 考虑 , 则 Bayes 方法 将 如 何 解 释 ? 
这 就 是 从 统计 推断 的 观点 来 看 Bayes 方法 . 说 来 有 趣 的 是 , 按 
Bayes 学 派 ,对 过 个 间 题 的 回答 ,在 原则 上 极为 简单 ; 

1” 先 验 分 布 v 总结 了 研究 者 前 此 (试验 之 前 ) 对 5 可 能 取 值 的 
有 关 知 识 或 看 法 ， 

2° 在 获得 样本 z 后, 上述 知 识 或 看 法 有 了 调整 ,调整 结果 为 
后 验 分 布 召 (。|z)》， 后 者 不 止 依赖 于 xz 及 v, 还 与 问题 的 模型 
一 一 样本 分 布 有 关 , 而 模型 的 作用 也 就 在 此 体现 ， 

按 Bayes 学 派 的 观点 ,在 获得 召 (，1z) 后 ,统计 推断 的 任务 
在 原则 上 就 完成 了 . 这 很 容易 说 得 通 ;既然 推断 的 目的 是 获取 有 
关 红 取 值 ) 的 知识 ,而 态 (，|z) 叉 反映 了 当前 ( 指 根据 样本 xz. 车 
有 进一步 的 样本 ,知识 又 要 更 新 ) 对 5 的 全 部 知识 ,故我 们 不 能 要 
求 更 多 的 东 症 了 ,至 于 为 了 特定 的 目的 而 需要 对 8 作出 某 种 特定 
形式 的 推断 , 它 可 以 由 研究 者 根据 电 (。|z), 以 他 认为 合适 的 方 
式 去 做 . 倒 如 ,需要 提出 一 个 单一 的 数值 去 估计 2, 研究 者 可 以 取 
吾 (，|z) 的 期 望 , 中 位 数 或 众 数 ,这 些 都 不 是 Bayes 方法 中 固有 
的 ,而 只 是 研究 者 个 人 的 选择 5 如果 这 种 选择 是 基于 某 种 损失 的 考 
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虚 , 则 又 回 到 统计 决策 的 问题 ,无 良 再 议 )，Bayes 方法 的 基本 思想 
是 :不 论 你 作 再 何 种 推断 ,都 只 能 基于 妃 (。1z), 即 由 后 者 所 

例 3. 12 设 研究 的 目的 是 获 取 有 关 某 事件 发 生 概 率 的 知 
识 . 在 试验 前 ,研究 者 对 8 没有 任何 理论 或 经 验 的 了 解 . 因此 他 采 
用 均匀 分 布 RC0,1) 作 为 8 的 先 验 分 布 :这 个 分 布 对 8 的 一 切 可 能 
值 给 予 同 等 的 注意 ,符合 当前 他 “对 5 没有 任何 了 解 ” 的 状况 . 现 
作 : 深 试 验 并 以 工 记 该 事件 发 生 的 次 数 . x 有 二 项 分 布 Bln, 站 )， 
据 例 3.4, 得 后 验 分 布 玉 (，|z) 为 B 分 布 BU 十 zn 十 1 一 x). 图 2 
分 别 面 出 了 先 验 与 后 验 分 布 的 密度 ,两 个 图 的 转换 显示 了 我 们 对 
“ 取 值 * 这 个 间 题 看 法 的 变化 , 例如 ,现在 认为 8 取 x/n 附近 之 值 
较 之 取 其 他 值 更 为 可 能 ,而 早先 则 是 -- 视 同 在， 


图 2 
例 3.13 回 到 例 3, 6， 其 中 的 估计 (3. 16) 形 象 地 反映 了 后 验 
分 布 中 综合 了 先 验 信息 Cw) 与 样本 信息 这 个 基本 观点 :如 果 不 考虑 
先 验 信 息 而 只 使 用 现时 得 到 的 拌 本 , 则 8 的 一 个 合理 的 估计 为 元 
如 果 没 有 样本 而 只 有 先 验 分 布 wpn,z) 提 供 的 信息 , 则 鉴于 
cx，7 期 望 的 事实 . 取 作为 8 的 人 知 计 也 属 合理 ,3. 16? 显 示 ,在 
两 种 信息 都 有 时 ,恰当 的 估计 是 二 者 前 相 税 平均 , 权 的 大 小 则 取决 
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于 两 种 信息 重要 性 的 比较 ;样本 量 4 合 大 ,of 剑 小 , 则 祥 本 信息 疱 
大 ;aa 和合 小 , 先 验 售 息 愈 大 ，(3, 16) 中 及 与 & 的 系数 反映 了 这 一 

Bayes 推断 的 思想 和 方法 具有 以 下 一 些 特点 ,使 它 对 应 用 者 
有 吸引 力 : 

一 是 “ 先 验 分 布 y 十 样本 z 一 后 验 分 布 豆 (。 1x)” 这 个 模式 符 
合 人 人们 认识 的 过 程 ; 即 不 断 以 新 发 现 的 资料 来 调整 原 有 的 知识 或 
看 法 . 

二 是 Bayes 推断 有 一 个 固定 的 ,不 难 实现 的 程式 :方法 总 是 落 
实 到 计算 五 (，|z). 这 可 能 很 复杂 但 无 原则 困难 .在 频率 学 派 的 
方法 中 ,为 进行 推断 ,往往 需要 知道 种 种 统计 量 的 抽样 分 布 ,这 在 
理论 上 时 常 是 很 难 的 问题 . 

三 是 用 五 (，|x) 来 表述 对 未 知 参数 的 认识 ,显得 比 在 频率 学 
派 中 通过 统计 量 去 表述 更 自然 些 ， 如 在 例 3. 12 ,用 频率 学 派 的 方 
法 ,得 出 到 x/n 去 估计 8， za 是 充分 统计 最, 故 x/n 可 算是 一 个 
好 的 估计 . 但 从 实用 观点 看 ,估计 有 误差 ,x/n 一 般 不 会 恰好 等 于 
98， 而 接 Bayes 方法 , 则 只 是 把 x/n 看 成 是 9 最 太 可 能 的 取 值 ,是 
各 种 可 能 性 之 一 , 且 各 种 可 能 性 的 相对 天 小 ,通过 后 验 分 布 BC1 十 
zx,2 十 1 一 2) 确 切 地 表述 出 来 . 这 种 看 法 显得 较为 自然 . 

四 是 对 某 些 常见 的 问题 ,Bayes 方法 提供 的 解释 ,显得 比 频率 
学 派 方 法 提供 的 解 更 合理 . 举 几 个 例子 . 

例 3.14 回 到 例 3.12. 取 后 验 分 布 期 望 ,得 C(x) 二 《x 十 1)/ 
(x 十 2) 作 为 8 的 估计 .特别 当 x==0 时 ,得 估计 值 (n 十 23-'. 按 频 
率 学 派 方法 用 x/n, 则 在 z=0 时 得 估计 值 0. 在 许多 情况 下 ,事先 
就 知道 86 不 应 为 0, 故 0 这 个 估 值 不 其 合理 , 且 可 能 在 应 用 中 造成 
困难 . 另 一 个 不 合理 的 地 方 是 :在 z=0 时 佑 值 0 与 无关, 直观 
上 我 们 认为 不 应 如 此 :如果 一 个 事件 B 在 两 次 试验 中 未 出 现 ,或 
在 百 次 试验 中 末 出 现 , 则 我 们 倾 钢 于 在 前 者 对 前 舍 情 应 高 些 而 
在 后 者 应 低 些 . 这 一 点 在 Bayes 估计 6 中 得 到 了 反映 ， 
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例 3.15 某 种 元 件 的 寿命 服从 指数 分 布 “I(z>0),0<6 
之 coo， 对 个 元 件 作 在 时 刻 工 处 截 尾 的 试验 ,得 样本 zz 要 
据 此 对 9 作 推 断 ， 

若 不 截 尾 , 则 .zx, 的 分 布 为 Featr) 一 (1 一 erfr0)， 因 裁 
尾 , 样 本 zx 的 分 布 成 为 Fi Cx) 二 F(z) 当 x 之 7) 一 ] 当 交 六 
T., 

现 设 这 个 元 件 都 在 时 刻 工 前 就 失效 了 ,因而 , 虽 则 原本 打 
算 截 尾 但 事实 上 并 未 截 尾 . 但 由 于 在 试验 条 件 中 有 截 属 一 说 ,使 “ 
研究 者 不 能 不 把 样本 分 布 定 为 三. 若 起 初 就 无 截 尾 之 规定 , 则 应 
定 为 Fo. 接 频率 学 派 的 方法 ,基于 zs 的 推断 比 基 于 Fs 的 推断 要 
复杂 得 多 ,而 且 一 个 抱 实用 观点 的 人 可 能 会 坚持 :既然 样本 事实 上 
未 被 截 尾 , 就 应 按 不 截 尾 的 模型 作 , 不 能 仅 以 事先 曾 说 过 可 能 截 尾 
就 加 以 改变 ， 这 看 法 不 能 说 没有 道理 . 

但 若 据 Bayes 方法 , 则 二 者 没有 分 别 :只 要 样本 事实 上 未 被 截 
属 , 则 不 论 从 样本 分 布 为 Fs 或 FF 出 发 ,8 的 后 验 分 布 都 是 


exp! 一 6 zj7(b > Odre) /Tf, 
其 中 
= | ext 一 02x) dv(0), 
» 为 先 验 分 布 . 
例 3.16 在 第 1.4 节 解 释 似 然 原 则 时 提 到 的 那个 例子 也 有 
助 于 说 明 两 种 统计 推断 思想 之 差别 . 
为 佑 计 某 事件 互 的 概率 89, 甲乙 二 人 分 别 作 一 种 试验 ; 申 重复 
现 察 a 次 , 记 下 出 现 的 次 数 <, 概 率 为 二 项 分 布 | "| (1 一 
9)"*; 乙 重复 观察 直到 玉 出 现 避 次 为 止 (4 是 预定 的 自然 数 ), 记 下 
总 共 现 察 次数 ,概率 为 负 二 项 分 布 |>_ ] %CGI 一 0 假定 理 


巧 甲乙 的 试验 结果 为 一,? 一 2 则 大 家 都 得 出 :在 “次 观察 中 
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五 出 现在 次， 从 实用 者 的 观点 看 ,似乎 觉得 在 这 种 情况 下 ,二 个 应 
作出 同一 的 推断 才 合 理 ，Bayes 推断 满足 这 个 要 求 ,因为 这 时 不 论 
0 的 先 验 分 布 如 何 ( 当 然 , 甲 , 乙 , 朗 取 间 一 先 验 分 布 ), 围 , 乙 得 到 的 
后 验 分 布 和 同 . 和 而 后 验 分 布 , 按 Bayes 推断 的 观点 ,是 推断 结果 最 
完整 的 表述 . 

可 征 如 按 频 率 学 派 惯用 的 方法 , 则 二 人 推断 结果 有 异 . 例如 ， 
设 甲 . 乙 二 人 都 用 8 的 MVUE 去 情 计 9, 则 甲 的 估计 为 Sw Cr) 一 
zz 而 已 则 为 

dzi1ty) 一 oi 826%) 一 = 了， 
当 了 = 一 A,y 一 2 时 ,甲乙 分 别 得 出 信 值 /nt 和 (人 一 1)/ x 一 1》， 

在 Bayes 蕉 断 方 法 中 , 先 验 分 布 是 一 个 不 可 缺少 的 要 素 . 
Bayes 方法 的 弱点 ,频率 学 派对 它 主要 批评 之 点 ,也 就 在 此 ， 因为 
在 不 少 问 题 中 ,推断 对 每 是 一 次 性 的 ,如 估计 一 个 铁 矿 的 品位 8， 
普天 下 不 见得 有 多 少 一 样 和 接近 的 矿 , 故 认为 9 是 随机 并 有 概率 
分 布 ,不 其 在 理 . 即使 在 多 少 有 理由 认为 8 有 先 验 分 布 的 场 台 ,也 
多 半 不 知道 它 ,因此 这 个 方法 在 基础 上 有 问题 . 

若 坚 持 概 率 的 频率 解释 ,这 些 论点 是 驶 不 倒 的 . 于 是 在 理论 
上 ,Bayes 学 派 唯 一 的 出 路 就 只 能 是 ;不 承认 概率 必须 有 频率 解 
释 ; 先 验 分 布 可 以 作为 一 种 “公理 ”性 质 的 东西 引进 来 这 样 做 在 
人 逻辑 上 说 得 过 去 ,而 在 方法 上 则 借用 概率 论 的 现成 结果 ,也 没有 天 
难 , 不 讨 , 毕 竟 统 计 学 是 一 门 实用 学 科 , 一 种 方法 单 是 在 逻辑 上 合 
理 还 不 行 ,还 必须 经 受 实际 的 考验 ,事实 证 明 ,Bayes 方法 经 受 了 
这 种 考验 ,在 应 用 上 有 不 俗 的 表现 ， 

多 少年 来 ,两 派 的 学 者 发 表 了 不 少 争 论 的 文字 ,现在 看 得 很 清 
楚 , 虽 然 这 些 讨 论 对 港 清 两 派 的 观点 ,对 加 深 有 关 问 题 的 了 解 很 有 
益 , 但 绝 不 可 能 得 出 任 条 非 黑 即 白 的 结论 正如 同一 的 对 象 有 两 
组 会 理 , 只 要 都 没有 内 在 矛盾 ,就 不 能 说 谁 比 谁 理论 上 更 好 一 一 要 
比较 ,只 能 诉 诸 实 践 ， 频率 学 派 方 法 和 Bayes 方法 在 应 用 上 都 有 
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2. 


其 长 短 , 它 们 是 相辅相成 的 , 认为 一 种 方法 会 完全 取代 男 一 种 的 
在 法 ,在 可以 预见 的 未 来 是 没有 根据 的 . 


先 验 分 布 的 选 定 ， 共 轿 先 验 分 布 


以 上 的 讨论 是 针对 “引进 先 验 分 布 是 否 合理 ”这 个 问题 ， 不 管 
如 何 , 应 用 者 更 关心 的 是 如何 选 定 先 验 分 布 " 的 问题 这 谈 不 上 
有 普遍 接受 的 做 法 ,有 些 原则 性 的 考虑 可 以 谈 一 谈 . 

1.“ 客 现 ” 法 ”有 即 问 题 有 在 讨论 EB 方法 时 提 到 的 那 种 模式 : 
历史 资料 提供 了 2 取 值 的 信息 . 在 这 种 场合 ,应 使 用 这 种 信息 以 
建立 先 验 分 布 , 这 种 做 法 仍 是 基于 概率 的 频率 解释 . 但 看 来 多 数 
Bayes 学 派 的 学 者 也 不 反对 这 样 做 ,实用 工作 者 也 乐于 这 样 做 . 

2. 主观 法 ” 依 研 究 省 主观 的 看 法 去 选择 一 个 先 验 分 布 ， 前面 
曾 把 先 验 分 布 说 成 是 “总 结 了 … 对 8 取 值 的 知识 或 看 法 ” 这 “ 震 
法 "一 语 就 表示 可 能 有 主观 的 成 份 在 内 . 

然而 具体 如 何 操作 ? 有 的 学 者 企图 勉强 给 一 种 解释 ,例如 有 四 
“打赌 >， 具 体 说 , 设 0 和 9 所 1, 把 区 间 分 成 两 部 分 :T= 二 [0,1/2) 天 
二 [1/2,1]， 然后 打赌 ;你 愿意 以 a:1 的 赔 率 赌 9E 了,, 则 定 9€ 7 
的 先 验 . 这 个 说 法 如 果 有 什么 意义 的 话 ,只 是 概率 为 a/ (1 十 a) ,了 
的 先 验 概率 为 1/Q 十 a) ,然后 ,六 ,六 可 以 再 细 分 , 照 上 述 “ 赌 * 下 
去 . 反映 了 ;研究 者 毕 况 以 往 对 50 有些 经 验 知 识 一 一 不 一 定 很 自觉 
地 整理 过 的 知识 , 据 此 他 在 心理 上 估 出 一 个 a 值 . 不 然 的 话 ,a 值 
从 何 而 来 ? 

在 主观 法 的 范围 内 , “同等 无 知 ” 的 原则 是 一 个 比较 广泛 被 接 
受 的 ,可 操作 的 方法 ， 记 某 事 件 玉 的 概率 为 8 如果 对 上 确实 一 无 
所 知 , 那 只 好 认为 LC0,1] 内 每 个 值 都 有 同等 可 能 , 即 取 及 (0,1) 为 先 
验 分 布 , 这 样 做 有 两 个 困难 :其 一 是 理论 上 的 , 拿 上 例 来 说 ,对 0 
取 值 既然 一 无 所 知 , 册 对 尼 也 如 此 ,于 是 也 可 以 取 只 (0,1)? 为 颁 的 
先 验 分 布 , 而 这 将 导致 ?的 另 一 先 验 分 布 ,与 Rt0,1) 不 同 ， 郧 一 
个 是 当 可 在 无 穷 区 疗 取 值 时 ,例如 入 (86,1), 一 号 < 之 oo0 ,如 何 
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按 “ 同 等 无 知 ” 的 原则 定 9 的 先 验 分 布 ? 有 时 这 可 以 取 广 义 先 验 分 
布 来 解决 ,例如 , 取 ( 一 cco,cece) 上 的 Lebesgue 测度 为 8 的 先 验 分 
布 . 这 在 位 置 参 数 的 情况 ( 即 密度 为 /zxz 一 人 ,7z) 为 已 知 窗 度 ， 
一 = <) 似乎 很 合理 ,但 引伸 出 去 也 会 产生 问题 . 例如 指数 
分 布 % ”7T(Gzr>0ldr'p>0 按 同等 无 知 的 原则 , 似 应 取 半 直线 (0， 
es 上 的 工 测度 为 8 的 (广义 ) 先 验 分 布 . 但 logr 有 密度 g(x 一 
9), 其 中 x) 一 exp (一 后 ) 一 co<r<co: 凡 一 一 logb 一 ce< 史 
三 co， 这样 六 成 为 一 个 位 置 ( 平 移 } 参 数 , 按 同等 元 知 原则 ,应 取 
(一 ce,co) 上 的 工 测度 为 8 的 (广义 ) 先 验 分 布 ， 回 到 ,导致 8 的 
《广义 ) 先 验 分 布 TB>0)d6 一 般 在 应 用 上 都 是 按 后 一 种 方法 
到 . 

3, 共 地 先 验 分 布 ” 这 个 概念 已 在 例 3.4 中 提 及 了 . 设 多 为 8 
的 一 个 分 布 族 , 多 中 也 可 以 包含 广义 分 布 . 车 对 任何 样本 zr, 只 要 
先 验 分 布 户 于 .多 , 则 后 验 分 布 也 属于 多 -, 则 称 多 是 一 个 共生 先 
验 分 布 族 . 当先 验 分 布 为 广义 时 ,后 验 分 布 是 按 公式 (3. 6 定义， 
因此 ,使 该 公式 成 立 的 那些 条 件 必 须 满足 . 

共 辆 先 验 分 布 的 重要 例子 有 

样本 分 布 为 Basb) 时 ,B 分 布 族 {Bla,D) ,a>0,5>0}. 

样本 分 布 为 Poisson 分 布 P( 引 时 ,分 布 族 {T la,B):a>0.8 
诗 0}) 见 (3.14) 式 ). 

样本 XX 为 iid, ,一 Ne os 已 知 时 ,正春 分 布 族 
{NOT oo p00 nr0)， 

样本 苹 ,六 为 iid, ,一 和 NCay0) ya 已 知 , 和 参数 为 o>9 时， 
分 布 族 {DCeyd) 1c<in 一 1,4>>0}， 其 中 Dle,d) 有 密度 

sexp(— d/20)1(0 > 0)do, 

当 c 之 一 1 时 , 它 是 狭义 先 验 分 布 ,c 实 一 1 时 为 广义 先 验 分 布 . 当 
先 验 分 布 为 Dlc,d) 而 样本 为 x;，,…,x, 时 ,后 验 分 布 为 Dlec 一 2， 


d+ > (zi — a)’), 
i=1 


128 


样本 wyX 为 jid. ,一 2) 参数 为 (9,c) 时 ,分 布 族 
{Dleyd sat) cn— ld>0, ~ op TH0). Dlesd, nr) 
有 密度 

exp(l—— df/20} (a lexp(— Ta — /90:) 
"io > 0)dedo, (3, 26) 

它 可 为 狭义 或 广 六 的 , 帘 c 过 一 1 或 否 而 定 . 车 以 此 为 先 验 分 
布 而 样本 为 廊 ,…,XX,, 则 后 验 分 布 就 是 Ce 一 xn,d 十 ;xx 至 十 
tH tr) nt). 

所 有 概率 分 布 构成 的 族 显然 是 一 个 共 略 先 验 分 布 族 ,这 没有 
什么 用 . 有 用 的 是 包含 少量 参数 的 共 轿 先 验 分 布 族 ， 如果 存 在 充 
分 统计 量 且 因子 分 解 定理 可 用 , 则 有 一 个 简单 的 构造 这 种 先 验 分 
布 族 的 方法 ,其 详 可 参看 成 平等 (参数 估计 》,p. 185~-187. 

选用 共 轿 先 验 分 布 当 然 是 出 于 数学 上 方便 的 考虑 ,不 可 能 有 
何 理论 根据 在 先 验 分 布 的 选择 是 出 自主 观 时 ,选用 其 他 分 布 未 
必 比 用 共 轧 先 验 分 布 有 更 多 的 根据 ,这 时 用 共 郝 先 验 分 布 厦 来 也 
无 可 非议 ， 共 轿 先 验 分 布 族 包 含 若 干 参数 ,在 实际 使 用 时 还 有 一 
个 如 何 指定 这 些 参数 值 的 问题 ， 


3.3 Minimax 估 计 


再 回 到 统计 决策 的 观点 . 沿用 前 面 的 记号 , 央 策 函数 @ 的 风 
险 函数 为 Rc8,8)， 当 8 在 参数 宝 间 人 内 变化 时 ,其 最 大 值 为 
M0) 一 sup {RC(9,6) ;98E 合 }。 如 果菜 个 决策 函数 &% 使 此 值 达 到 最 
小 , 即 

M0) 委 MG)， 一 切合 ， {3. 27) 

则 称 2 为 一 个 极 小 极 大 化 《<Minimax) 决 策 ， 和 针对 估计 问题 则 称 
Minimax 估计 . 

M(5) 是 单一 指标 , 故 一 般 讲 Minimax 估计 总 是 存在 ,但 实际 
求解 不 容易 ,只 在 少数 简单 情况 下 能 做 到 . 
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定理 3.3 1° 设 6 是 某 狐 义 先 验 分 布 v 之 下 的 Bayes 估计 ,其 
风险 函数 RI0, 0 在 参数 空间 全 上 恒 等 于 常数 c; 则 5 为 Minimax 
估计 . 

2 设 记 是 狭义 先 验 分 布 之 下 的 Bayes 估计 ,n 二 1,2,…, 而 
估计 量 3 满足 条 件 

> MO) < limsupR, (3,) = So%, (3. 28) 
则 全 为 Minimax 佑 计 , 这 里 R, (8,) 是 6 的 Bayes 风险 . 

证 明 1° 的 证 明 容 易 : 若 5 不 为 Minimax 合计 , 则 存在 高 , 使 
MCB)<MIO) 二 ce, 因而 RC60) < 之 c 一 R,(8) ,与 为 Bayes 枯 计 耶 
盾 . 2 用 反 证 法 : 设 存在 5' ,使 M(6*)<MG6). 找 e 半 0, 梧 天 
《9 DM(6) 一 e, 据 (3. 28), 可 找到 充分 大 的 自然 数 入 ,使 R,、 
(Gny)>>c 一 e 宇 (6) 一 e, 由 此 得 出 

RD < MB) — e < R,, (By), 
与 gw 为 先 验 分 布 ww 下 的 Bayes 估计 矛盾 ,定理 证 毕 . 

这 个 定理 更 多 的 作用 是 验证 从 某 种 其 他 方法 得 到 的 估计 是 
Minimax 估计 应 用 上 主要 的 困难 在 于 选择 哪 一 串 先 验 分 布 ,还 
有 对 R00,6,) 及 R, (6,) 估 值 的 间 题 . 

例 3.17 样本 总 服从 二 项 分 布 如 Ca 人 ,估计 6, 损失 为 (8 一 
4) 取 先 验 分 布 Ba,b). 按 (3.10) 及 (3.11),Bayes 估计 为 5,, (x) 
三 (X 十 0)/Cn 十 a 二 5), 其 风险 旺 数 等 于 RRC(8,6%) 一 (n 十 a 十 5) 
Capfk1 一 及 十 ((a 十 们 8 一 a0， 取 ae 一 5 一 Y 2 12, 风险 函 数 成 为 常 
数 人 4 十 Ya) 因此 5 oj, vn(X) 一 zx/n 二 Vm) 十 
2 WVn /Gn 二 vn) 是 Minimax 估计 ， 

例 3.18 及 ，… ,及 为 抽 自 N(8,o) 的 iid. 样本 ,s? 已 知 ,要 
估计 8, 损失 为 (8 一 a)*?， 取 先 验 分 布 N (0,m2) 二 ys ym 二 1 ,2,1， 
按 (3. 16),Bayes 估计 为 6 (zx) 一 no /no 十 zm 人) 二 1 ,2， 
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RAB) = no /ng +m mF/ng ?+m )’, 
R, (6 ) = (no 二 mm) >on 00， 

而 8 二 的 风险 函数 为 常数 v2/n， 据 定理 3.3 的 2°, 知 是 Mini- 
max 估计 ， 

如 果 选 择 先 验 分 布 内 一 民 ( 一 到 :ma 天 一 1 2 也 可 以 证 明 
本 例 结 果 , 但 论证 过 程 要 复杂 得 多 . 

如 果 在 本 例 中 o? 也 未 知 , 即 参数 为 (9,o) ,因而 计算 MC) 时 
要 对 这 个 参数 取 最 大 , 则 问题 失去 意义 . 因为 ,不 难 证 明 ; 对 8 的 
任何 估计 6cz,… ,zx,), 必 有 (习题 33) 

M6) ~—sup {Ey Cr sr ) — HN?, 
一 c 所 有 cc 有 0 一 co 

因此 每 个 估计 都 是 Minimax 估计 . 但 是 , 若 改 用 损失 冰 数 (8 一 
ea) yo , 则 Minimax 估计 仍 是 云 事实 上 , 按 已 证 部 分 , 当 o? 已 知 
时 三 为 平方 损失 下 的 Minimax 估计 ,其 风险 等 于 常数 所 /mr。、 因 此 
对 任何 估计 有 

sup {iEsa OCX ss RK) Oo Dl co OL oF/ 
Bp sup {Es (OCX!) CO 1/n， 此 对 一 
切 呈 成立 , 故 在 损失 半数 (8 一 a)?/o? 之 下 有 

MB) ~—~sup {Esa(td — OO/ — oo LOL 0, 
o> 0 1 CQ= ME), 

这 证 明了 所 要 的 结果， 这 个 结论 也 可 以 
用 定理 3. 3 的 2" 去 证 明 ， 

Minimax 决策 是 一 种 保守 性 的 策 
略 , 其 目的 是 防备 在 最 坏 的 情况 下 可 能 

受难 以 承担 的 风险 , 其 代价 往往 是 : 

要 是 不 出 现 最 坏 的 情况 ,网 Minimax 策 。 122 1 
略 的 表现 不 佳 ， 如 图 3 ,虚线 表 示例 3. 17 图 3 
中 2 的 Minimax 估计 的 风险 请 数 ,而 曲线 则 表示 通常 估计 xz/n 的 
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风险 函数 . 计算 表明 ;只 在 |8 一 1/2| 过 2 和 一 位 十 n 352 时， 
Minimax 估计 才 有 比 估 诗 z/n 更 小 的 风险 , 且 差 中 最 大 也 不 过 
-2 YY 十 1 ， 当 上 较 大 时 ,上 述 区 间 的 长 接近 0, 风险 的 最 大 差 
4tn 二 vn) 
距 也 接近 0. 

用 定理 3. 3 的 2* 求 Minimax 估计 的 更 复杂 的 例子 ,可 参看 ，; 
成 平 指 数 族 分 布 的 参数 的 极 小 极 大 化 居 计 }》, 数 学 学 报 ,1964,p. 
252; 陈 希 庄 4 当 误 差分 布 已 知 时 回归 系 数 的 Minimax 估计 》, 数 学 
进展 ,1964,p. 450. 关于 用 同 变 估 计 求 Minimax 佑 计 的 方法 及 例 
子 , 参 看 成 平等 4 参数 估计 3 第 7 章 第 3.4 节 . 

第 一 章 的 习题 44 提供 了 一 个 离散 性 统计 决策 问题 的 例子 ,其 
中 的 Minimax 祷 策 不 是 非 随机 的 . 这 种 现象 在 简单 的 参数 佑 计 
问题 中 也 存在 .一 个 例子 是 ,样本 X 有 二 项 分 布 Btn;9) ,损失 为 
19 一 “| ,0<r<lr 已 知 (成 平等 (参数 估计 ),p. 216 一 220). 
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第 四 章 ”大 样本 估计 


统计 方法 的 大 样本 理论 研究 的 对 象 是 : 当 样 本 量 一 ce 时 统 
计 方 法 的 极限 性 质 , 这 包含 两 层 意 思 : 一 是 我 们 有 一 个 适用 于 任 
何 ( 或 足够 大 ) 样 本 量 # 的 统计 方法 . 现 间 当 noo 时 ,这 个 方法 在 
极限 的 意义 上 有 怎样 的 性 质 ,， 例 如 用 样本 均值 筷 , 估计 上 总体 均值 
pz* 据 大 数 律 , 当 wn 一 oo 时 ,估计 量 及, 以 概率 1 收 伍 于 被 估计 的 参 
数 ,这 就 是 和 .的 一 个 大 样本 性 项. 二 是 基于 统计 量 的 某 种 极限 
性 质 , 可 以 建立 一 种 统计 方法 , 它 ( 近 似 地 ?适用 于 在 样本 量 n“ 充 
分 大 ”这 是 一 个 模糊 概念 ) 时 . 这 种 方法 称 为 大 样本 方法 ， 如 在 
上 人 简 中 设 己 知 总 体 方差 为 1 ,而 要 求 & 的 置信 区 间 . 按 中 心 极限 定 
理 , 当 >ce 时 ma (区 一 站 依 分 布 收 全 于 Nw(o,1)， 利 用 这 个 极 
限 性 质 可 以 求 出 A 的 一 个 置信 区 间 , 其 置信 系数 近似 于 指定 值 ， 
样本 量 w 愈 大 ,近似 程度 意 高 . 

与 大社 本 方法 (理论 ?相对 有 小 样本 方法 (理论 )， 它 的 特点 
是 :无 论 这 方法 的 建立 及 其 性 质 ,都 不 人 恢 束 也 不 需要 样本 量 n 一 
ce 的 前 提 . 这样 讲 可 能 会 觉得 有 些 混淆 . 例如 可 以 间 : 用 总 。 居 计 
总 体 均值 到 店 是 小 样本 方法 还 是 大 样本 方法 ? 回 管 是 这 要 着 你 
关注 的 是 该 方法 的 何 种 竹 质 . 例如 下 ,有 无 偏 性 , 耻 , 在 & 的 一 切线 


性 { 即 有 形状 Ce 十 2cX ] 无 伪 估 计 中 方差 达到 最 小 . 这 些 性 


质 都 不 依赖 n->oo， 因此 ， 如 你 只 关注 这 些 性 质 ,可 以 认为 入, 是 
小 样本 估计 . 但 如 要 问 “有 , 与 上 的 误差 不 大 于 指定 指 e>0 的 概率 
如 何 ”, 即 P(X 一 疡 [所 6), 则 在 对 总 体 分 布 无 所 知 而 4 是 驶 大 时 ， 
可 积 助 极 根 定理 估计 这 个 概率 . 因此 ,如 你 关注 邓 , 的 这 个 性 质 且 
采用 上 述 作 法 , 则 又 ; 应 袖 为 大 样本 估计 ,但 是 , 若 已 知 总 体 分 布 
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为 Nunyr1), 则 上 述 概率 可 算出 来 而 无 须 用 极 跟 分 布 , 这 时 束 , 又 
当 视 为 小 样本 方法 了 . 为 区 别 这 些 ,在 统计 学 中 使 用 “小 样本 性 
质 * 和 “大 样本 性 质 * 的 说 法 : 几 是 那 种 只 有 在 样本 量 no2 才 有 意 - 
习 的 性 质 , 称 为 该 统计 方法 的 天 样本 性 质 ,否则 就 是 小 样本 性 质 . 

本 章 的 内 容 有 两 个 方面 :一 是 研究 点 估计 的 若干 基本 的 天 样 
本 性 质 ,其 中 最 重要 的 是 相合 性 和 激 近 正 恋 性 ， 二 是 研究 某 些 重 
要 的 ,以 大 样本 性 质 为 依托 的 估计 . 一 个 重要 例子 是 极 大 似 然 估 
计 CMaximum Likelihood Estimate ,以 后 简 记 为 MELE).、 这 个 估计 
在 统计 中 受到 重视 ,是 由 于 它 具 有 良好 的 大 样本 性 质 . 

统计 大 样本 性 质 分 成 两 个 大 的 方面 :一 是 统计 量 的 分 布 的 极 
限 性 质 , 包 括 弱 相 人 台 、 渐 近 分 布 ( 如 渐 近 正 态 )? 称 渐 近 展开 等 , 它 是 
逐步 深入 性 的 拿 一 个 简单 例子 来 打 比 方 :为 研究 一 申 数 {a.} 当 nn 
站 Co 时 的 极限 性 质 ,首先 关注 的 是 lima， 是 否 存 在 。 设 存在 并 记 为 
如 ,这 可 说 是 零 阶 性 质 , 更 进一步 癌 ;a, 趋 于 a 的 速度 如 何 ? 著 证 得 
an 一 和 一 DIVY 2) 或 其 他 数量 级 也 可 以 ,此 处 作为 例子 ), 则 又 
进 了 一 步 。 若 再 证 得 lim Y ma 一 名) 存在 并 等 于 斑 , 则 更 进 了 一 
步 . 这 些 可 称 为 一 阶 性 质 , 循 此 以 往 可 得 更 高 阶 性 质 : 

二 阶 :oa 一 名 十 OAVY 十 OGAVT )， lim Vn Cab 


pr YR)=b,s 
三 阶 :@ 二 Bo 二 /VA 二 bon TOU/ ), lim A 


(a bb na bn bh, 
以 至 无 穷 . 这 就 是 渐 近 展开 的 要 义 . 在 统计 学 中 ,统计 量 的 零 阶 
性 质 相 当 于 相合 性 ,而 一 阶 性质 则 相应 于 渐 近 分 布 的 存在 问题 , 
另 一 个 方面 是 统计 量 本 身 的 极限 性 质 ， 强 相合 是 一 个 最 简单 
的 例子 ,进一步 的 有 线性 下 近 和 强 通 近 等 . 这 指 的 是 用 基 一 种 随 
机 变量 &.( 如 单个 样本 或 其 函数 的 线性 组 合 ,或 & 有 正 态 分 布 等 } 
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去 逼近 某 统 计量 了 ,使 当 样 本 量 = 一 ce 时 ,二 者 之 盖 了 .一 所 以 一 
定数 量 级 强 收 鳃 于 9， 当 5 就 等 于 被 售 计 的 参数 值 时 就 是 强 相 


和 

统计 大 样本 理论 包含 广大 ,不 少 课题 涉及 近代 概率 极限 理论 
中 的 艰深 问题 ， 本 书 为 性 质 所 限 , 只 能 涉及 其 中 一 些 最 浅 近 的 部 
分 , 稍 深 入 一 点 可 参看 成 平等 著 ( 参 数 估 计 }》 第 五 ,六 章 , 进 一 步 可 
参看 S. ZackstThe Theory of Statistical Inference (1971) ,1. A. 
Ibragimov 和 R. Z. Has’minski¢ Statistical Estimation (1981),;, 以 
及 B.L.S. Prakasa Raot Asymptotic Theory of Statistical Infer- 


ence》(1987) 等 ， 主 要 是 纯 概 率 性 的 著作 就 不 在 此 处 征 引 了 . 
4.1 相 合 性 


设 g( 中 是 定义 在 参数 空间 日 上 的 (一 维 ) 数 值 函 数 , 用 T, 一 
TCX ) 去 倘 计 它 ,n 实 mp， 这 里 其 四 一 (XX,*…', 芝 ,) 是 样本 而 为 
样本 量 . 我 们 这 里 不 说 z 一 1,2,… 而 说 zx 是 因为 有 时 某 个 居 
计量 只 有 在 超过 一 定数 时 才 有 意义 (例如 样本 方差 只 在 wx 这 2 时 
才 有 意义 ). 在 这 个 理解 之 下 ,以 后 就 写 m 闵 1 也 无 妨 . 

如 果 当 ”>*ce 时 , 佑 计划 了 . 在 某 个 意义 上 之 下 收 笋 于 被 估计 
的 g (站, 则 称 工 ,是 g(9) 的 一 个 意 尺 人 之 下 的 相合 估计 . 在 数理 
统计 中 最 常 考虑 的 有 以 下 三 种 情况 ， 

1 C 表示 依 概率 收效 ,这 时 称 所 定义 的 相合 性 为 弱 相 合 . 

2 C 表示 以 概率 1 收效 ,所 定义 的 相合 性 称 为 强 相合 . 

3 尼 表 示 > 阶 矩 收 敏 (人 0, 即 下 1 一 &( 信 | 一 0 所定 六 的 
相合 性 称 为 > 了 醒 矩 相合 . 

如 所 半 知 , 强 相 全 与 矩 相合 导致 绊 相 合 , 反 之 不 成 立 . 又 强 相 
合 与 征 相 合 之 间 没 有 从 属 关 系 . 

相合 性 表示 :只 要 取样 本 量 足 够 大 ,就 可 以 使 佑 计 误 差 在 -- 定 
意 尽 下 随心 所 谷地 小 ,相合 性 是 最 基本 的 、 研 究 得 最 深入 的 大 样 
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本 性 质 , 这 一 则 是 因为 其 重要 性 一 一 相合 性 的 重要 性 更 多 是 从 其 
反面 去 理解 :如 果 一 个 估计 量 了, 没有 相合 性 ; 则 无 论 休 取 多 大 的 
样本 ,通过 7T, 去 估计 gC9) 仍 有 较 大 可 能 产生 较 大 误差 ,难于 想像 
在 适当 样本 量 之 下 ,这 种 估计 工 , 会 有 良好 表现 另 一 个 原因 是 : 
在 所 有 大 样本 性 质 的 问题 中 ,相合 性 的 要 求 最 低 , 较 易 得 出 相对 深 
入 而 彻底 的 结果 . 
合 性 研究 的 主 票 肉 容 ,是 判定 从 菜 种 途径 得 到 的 估计 基 是 

否 为 相合 ,在 何 种 条 件 下 为 相合 。 也 可 以 研究 在 一 给 定 模 型 下 ,是 
否 存 在 以 及 在 何 种 条 件 下 存在 相合 估计 的 问题 . 

如 果 g( 的 一 (人们 gt)) 是 多 维 的 , 则 估计 量 了 一 (Ta ， 
一 ,7 了) 称 为 在 某 意 义 下 相合 , 若 对 每 个 i 一 1,… ,Tw 是 gj (9) 在 
该 意义 下 的 相合 估计 . 因此 在 一 般 性 讨论 中 可 以 只 考虑 g(9) 为 一 
维 的 情况 . 

另 一 点 要 注意 的 是 : 当 我 们 讲 到 ,例如 ,了 . 是 g( 站 的 弱 相 合 
佑 计时 ,是 指 极限 关系 工 , 一 g (Din pr. 对 一 切 8E68 成立, 即 对 任 
何 8EB 及 s>0, 都 有 lim Po(|g( 拉 一 了 ,| 之 ey 一 0 只 要 在 证 明 中 必 
是 久 中 的 任 一 元 而 非特 别 选 定之 值 , 这 一 点 就 不 成 问题 . 另 一 方 
面 , 可 以 造 出 有 相反 情况 的 人 为 例子 (习题 24). 

定理 4.1 设 参 数 空间 日 是 欧 氏 空间 R 之 一 子 集 ,各 为 RR* 
之 开 子 集 ,如 Bg (8) 为 定义 在 外 二 的 实 值 连续 函数 , 若 了 .是 8 
的 5 强 或 弱 》 相 合 估 计 , 则 g (7T,) 是 g (四 的 ( 强 或 纶 ) 相 合 估 计 . 

证 明 设 工 , 强 相合 , 则 以 概率 1 TT->8, 于 是 当 x 充分 太 时 ， 
了 .EE 关 ,这 时 由 g 的 连续 性 及 了 T 了 .~*6 知 g《T,) 一 g (四 ,因此 这 一 关 
系 以 概率 1 成 立 . 稀 相 合 情 沈 的 证 明 相似 ， 

此 定理 不 适用 于 矩 相合 . 例如 ,样本 均值 素 . 为 总 体 均 和 值 8 的 
一 阶 矩 相合 估计 (参看 定理 4 2)、 取 g( 四 二 EX: 可 能 为 co 而 
:不 是 居 的 一 阶 矩 相合 估计 ， 
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和 矩 居 计 
设 X, 和 …, 和 是 从 革 总 体 中 抽出 的 iid. 样本 , 该 总 体 的 7 阶 
原点 矩 和 * 阶 中 心 矩 记 为 
oD EX p00) = ER 一 oa) 
r 为 下 整数， 这 些 矩 依赖 于 总 体 分 布 的 参数 8. 相应 地 有 > 阶 样本 
原点 矩 a 及 7 阶 样本 中 心 矩 mm: 


dm 二 nn! Vix, Ham = | > (X; 一 X.Y, 
z=1 


,就 是 一 阶 样本 原点 秆 a. 

按 Kolmogerov 强大 数 律 , 若 总 体 * 阶 原点 和 a (6) 有 限 , 则 
am 是 其 强 相 合 估 计 . 由 此 ,结合 定理 4, 1, 并 注意 到 中 心 矩 (外 可 
表 为 原点 第 mm 人们 ,1 委 ESr 的 多 项 式 , 即 知 mr 是 上 (的 的 强 相 合 
估计 . 

车 总 体 分布 参 数 9, 或 更 一 般 地 ,8 之 一 函数 gg) ,可 表 为 一 
些 ( 有 跟 个 ?原点 矩 与 中 心 给 的 图 数 :8 (的 一 请 Co (6) ,a (四 ， 
Ds.(9)), 且 上 是 其 十 1 个 变 元 的 连续 函数 , 则 据 定理 
4,1 及 团 才 指出 的 样本 和 矩 的 强 相合 性 ,可 知 : 若 以 

A larns ne yarn eas stm (4.1) 
去 估计 8g(7), 则 它 是 (的 的 一 个 强 相合 估计 . 由 这 个 一 般 结论 可 
推出 若干 常见 估计 的 强 相合 性 . 

用 形 如 (4.1) 的 统计 量 去 信 计 gS( 的 一 PCor (的 Alt2))， 称 
为 矩 估计 . 它 是 现代 统计 的 黄 基 者 之 一 的 KK，Pearson 在 上 世纪 
末 本 世纪 初 ,在 研究 曲线 拟 合 时 提出 的 ,至 今 仍 不 失 为 一 重要 而 常 
用 的 方法 ， 乱 估计 法 应 视 为 一 个 原则 而 不 是 确定 的 公式 ,因为 在 
某 些 情况 下 ,gD 可 通过 不 止 一 种 方式 表 为 簿 的 函数 ,而 导致 不 同 
的 矩 佑 计 ， 如 Poisson 分 布 参数 8 既是 总 体 均 值 也 是 总 体 方差 , 故 
按 算 估计 法 ,可 以 用 样本 均值 av, 也 可 以 用 2 阶 样 杰 中心 矩 mas 去 
估计 之 .~… 般 讲 , 当 碰 到 类 似 这 种 情况 时 ,优先 考虑 那 种 使 用 较 低 
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阶 矩 的 估计. 如 在 上 例 , 取 盖 , 而 不 用 mw。 
矩 估 计 与 无 偏 性 


用 样本 原点 矩 ae. 去 估计 总 体 原 点 饶 汪 总 是 无 储 的 ,但 样本 中 
心 府 加 nm 则 不 是 总 体 中 心算 上 的 无 偏 估计 ， 鉴 于 和 矩 估计 的 重要 
性 ;我 们 来 稍微 仔细 地 考察 一 下 这 个 问题 ， 

首先 是 偏差 的 数量 级 ， 有 

Elmm) — p= On!). (4. 2) 

为 证 (4. 2) ,需要 下 述 预 备 事 实 : 设 上 为 自然 数 , 而 总 体 分 布 的 

妈 阶 引 有 限 , 则 存在 上 只 与 有 关 的 常数 C; ,使 
ECR, — a)* SS CEXa + ~ Onty}, 《4. 3) 

a 即 总 体 均 值 ， 为 证 (4. 3) ,不 妨 设 一 9， 有 
ECX, — 的) 站 一 ECXH) = rn HECX) 二 二 并 ,) (4. 4) 
(XX 十 十 久 ,)** 的 履 式 中 包含 形 如 X17 十 … 十 XF 的 项 ,0 所 24， 
j 二 1 诺 十 十 二 2 问 。 若 率 少 有 一 个 i 二 1, 则 该 项 之 期 望 
为 0, 故 只 须 考 虚 形 如 2… XK 的 项 ,1 和 7 这 2 
让 这 2 和 十 一 十 忆 二 2k8， 由 此 知 1 志 ,因此 这 种 项 的 数目 不 超过 
Cee， 其 中 局 为 只 与 记 有 关 的 常数 . 又 由 Halder 不 等 式 有 

ElX" | 二 EX?， 于 是 由 (4. 4) 立 得 (4. 3). 

回 到 (4. 2} 的 证 明 . 因 


mn | 


y 
人 Ts 
1 


十 … 十 【一 wl Kiarjn 十 "十 (一 1)7R;， 
J 


有 (oem 一 w 一生 ( 因 已 设 四 一 0)?.、 又 由 《4.3)( 仍 注意 二 0)， 
ElXia, jl CERY Ea ) = OD) j= 1,,7, 
由 此 立 得 (4. 2). 
注 因 
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E(Za oo 一 2 El YX 一 
故 有 了 (ma 一 (1 一 ra 二 Da) 这样, 如果 用 遍 。 一 (1 一 
r/n) -mm 去 情 计 ,就 可 以 得 到 更 高 数 电 级 的 偏差 : 

下 (这 一 上 一 口 (ma 2?). 
在 nn 不 很 大 时 ,这 种 修正 的 意义 如 何 是 可 疑 的 . 

前 进一步 可 以 问 ; 是 否 可 对 zx,, 作 一 些 履 正 ,以 得 到 jg 的 一 个 

无 偏 估 计 ? 这 是 可 能 的 ,一 个 周知 的 例子 是 用 样本 方差 


n 1 
$I Ky (4. 5) 


去 佑 计 种 ,得 到 无 储 估 计 . 对 更 大 的 7, 修正 就 愈 来 愈 难 ,但 可 以 证 
明 : 只 楼 桩 本 基 x 守 x , 则 必 存 在 对 rmsmsas… ;9m 的 一 个 多 项 式 ， 
它 是 ps 的 一 个 无 偏 估计 (第 二 章 习 题 50). 

为 了 证 明 , 把 pw 表 为 


Tir 
Ai 一 站 十 >| | (一 Tradew 
-112 


由 此 看 出 只 须 对 wa- ;构造 出 其 无 偏 估计 . 为 此 使 用 U 统计 量 
定义 的 方法 : 取 afa.-; 的 一 无 偏 估计 XX… 苹 ;X71《 当 j 一 + 时 为 
Xi, 此 处 用 了 nn 滨 r 的 条 件 》 以 此 为 核 构 造 U 统计 量 ,得 

U, = Gn — Dre 7) DY Ri KK KE 


此 处 > 求 和 范围 为 ;i ，…, 志 ,1 两 两 不 同 且 和 皆 在 1 淹 n 之 间 , 又 若 
了 一 ** 上 式 中 的 因子 要 修改 为 人 人 一 1 人 一 > 十 1 因此 ， 
剩 于 只 须 证 明 ; 每 个 这 样 的 和 >，” 都 可 表 为 素 ,,ax,…，*an 的 多 项 
式 5 因 而 也 是 基 ,,xm2, ,1m 的 多 项 式 ) ,证明 不 难 , 留 作 习题 . 

由 上 述 证 明 也 不 难得 出 :所 提 ps 的 无 候 佑 计 有 形式 zx 十 
《及 ,staan yotm 的 多 项 式 ), 上 后 一 铬 项 式 各 项 葛 系 数 都 至 少 有 
Oftz 的 基 级 ,这 个 事实 表明 , 禾 正 后 所 得 的 无 偏 佑 计 仍 然 “ 基 本 
上 ?就 是 mv。 对 r 一 2,3,4 修正 结果 为 
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2 


如 一 “— 
HE on nl Wa Cn) nom 
加 nn:— 2n3) ja 3n(2n— 3) ps 
1) 一 2 人 一 3 al nm 


《4, 6) 
此 处 可 以 看 出 = 蔗 r 的 条 件 起 作用 . 例如 , 当 2<4 时 六 失掉 意 
义 , 不 过 要 注意 :这 是 对 总 体 分 布 一 无 所 知 而 言 . 如果 总 体 分 布 
有 某 种 特定 的 形式 ,情况 商 样 .例如 若 总 体 分 布 为 正 态 N (yg,07)， 
4 阶 中 心 第 为 30'. 这 时 只 要 样本 量 2 六 2 不 必 送 和 (一 1) 7 
mm 就 是 一 30! 的 一 个 无 局 和 估计 ， 可 以 证 明 : 若 对 总 体 分 布 一 无 
所 知 ( 只 知 其 有 7 阶 定 》, 则 为 得 到 js 的 无 偏 居 计 , 样 本 量 必 须 守 x 
(第 二 童 习题 50). 
还 可 以 提 到 ;根据 定理 2.1 和 ?2,3, 只 要 总 栖 分 布 族 满足 定理 
2, 3 中 的 要 求 , 则 如 上 作出 的 6 的 无 偏 估计 ,就 具有 一 致 最 小 方 
差 ， 
再 回 到 矩 估计 的 相合 性 问题 . 强大 数 律 结合 定理 4. 1, 圆 满 解 
汰 了 和 矩 佑 计 的 强 { 因 而 弱 ) 相 合 问 题 . 但 矩 相合 的 问题 则 远 为 困 
难 . 我 们 不 打算 深入 讨论 ,只 举 一 个 例子 说 明 :; 即 使 在 最 简单 的 场 
合 下 ,涉及 的 论证 也 是 极为 繁 元 . 
例 4.1 若 总 体 有 r+ 阶 矩 Cr 汪 1,7 不 必 为 整数 ), 则 总 。 是 意 体 
均值 a 的 > 阶 矩 相合 估计 . 
证 明 这 等 于 是 要 在 条 件 
天 大 ji 这， EX) 一 0,E|X,| 之 00 对 某 个 r 守 1 
之 下 ,证明 
limn "ElX, 十 下 十 XX,| 二 0. 《4. 了) 
为 此 ,记事 件 A 二 11Xi| >n 人 Bs 一 (1X 人 1 和 1 入 nn. 记 


六 ,一 了 或 0, 视 4A 发生 与 否 ， S, 一 DO XS, 一 SI XL ,Ss = 六。 
i 二 ] rel 
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Sadf 一 ad 一 DirRK=K,=—n— Mp = PA) ,9 一 工 一 声 . 


了 一 上 | 


为 证 (4. 7) ,只 须 证 明 
n ElS) — 0, nn ElS,| ~ 0. C4.8) 
由 条 件 期 望 的 性 质 , 有 El|S,|' 一 E(E(|S.|"|1M)), 按 MM 的 定义 ， 
易 见 ECS.TMD)=E|Z4 十 十 Zy 1" 其 中 入 i,Zw 为 iid. , 且 公 
共 分 布 为 世 | A 一 一 给 定 4 发 生 的 条 件 下 ,Xi 的 条 件 分 布 ， 因 
此 得 
ECIS I IMD MECN |'|A,.). 
先 设 1] 委 r 委 2， 由 于 可 有 分 布 Blns,p,), 有 
EM' < EM: = npgs + (npa)”. 
由 1X 之 0 知 np 一 0; 玻 当 % 充分 大 时 EM 寺 2np,。 因此 
ElS,.|’ =—=E(X | A EZ2npE( |X | AN) = 2nE(|XI | Tn ， 由 
. 玉 |X 1" 之 co, 用 控制 收 语 定理 , 知 ECIXi1Tm)>0. 敦 
ElS.| =on)， 1 所 rfr 所 2. (4.9) 
车 >2, 取 自然 数 d, 使 ] 委 r 一 4 委 2. 则 EM Sn EM “Sn"2np,， 
z 充分 大 . 于 是 得 到 翌 |3,| "一 oCac 0 但 > 一 dr 一 dd 十 1, 故 
ElS'[ =otn), r > ?2. (4. 10) 
(4.9 与 (4.10) 联 合 ,得 出 (4.8) 的 第 一 式 ， 
为 处 理 王 |5.|, 找 不 小 于 > 的 最 小 偶数 24. 有 ElS.1' = 一 E(E 
CS IK 而 ECS TIKI)=E|Y, 二 +Yxl ;其 中 ,Yk， 
iid. ;公共 分 布 与 条 件 分 布 X18B5 辣 . 记 a. 二 EY 一 E(X1|Bm), 有 
a 一 EX 一 0 当 nn->co, 于 是 


Ba 
十 zaa2z， 


KE 
ElY, + + Yl* 2"{E| SCY, — a,) 
i=1 


(4. 11) 


无 
而 按 (4.3) 式 ,有 E| > (7 一 au)| ”二 Com?EIY, 一 ol% 因为 
i=] 
| 一 | 入 22 ,有 El 一 0.|* 才 (227)* 玉 |Y 一 4.1 而 
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ElY 一 一 EX oo0 当 nn 一 oo0， 综合 上 述 有 


E| > : 二 OT* 1). 按 d 的 定义 , 当 + 泛 1 时 育 
24/r 一 1<d( 此 式 等 价 于 24/r<d 十 11 当 +r 光 1 时 有 24d/r<2 而 dd 
十 1 这 2)， 由 此 及 a 下 0; 从 (4.11) 式 得 El 十 十 Yx |” 二 = 
ofna), 故 

攻 | 了 十 十 四 雪人 十 和 … 十 了 2 一 DC) 
由 此 得 到 王 |3. 上 =o(0o 当 >1, 这 证 明了 (4. 8) 后 一 式 , 当 v1. 
若 * 一 1 , 则 < 一 1. 故 


?aE|Y al’ nF. 


恢 五 记 蕊 :的 概率 分 布 , 有 
了 一 | ar < | 三 | 


由 于 limg, ~ 1 以 及 lim | xldF 一 96, 知 上 式 右边 为 on). 故 
出 4,11) 仍 得 玉 | 议 十-… 十 六 | 一 oln*#). 证 毕 . 

采用 更 细致 的 证 法 ,可 得 到 如 下 的 收敛 速度 : 

Ra 
fa， 了 2 

( 见 本 书 作者 ,中 国 科学 》1980 年 6 月 ,p, 522. 针对 一 般 U 统计 
量 的 情况 ). 

在 本 例 结果 的 基础 上 ,使 用 一 点 普通 的 技巧 ,可 以 证 明 以 下 较 
一 般 的 结果 : 设 有 原点 矩 的 多 项 式 Fo em) 一 般 项 为 cal*** 


er sc 为 常数 ， 称 >ir 为 此 项 之 指数 ,各 项 指数 中 最 大 者 上 称 为 此 
多 项 式 之 指数 . 对 任何 + 之 1 车 总 体 分 布 的 xt 阶 矩 存在 , 则 矩 估 
计 Fide” "ym 阶 官 相合 * 当 多 项 式 FR 中 含有 中 ， 心 给 时 此 结 


论 也 对 . 
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IzldF]. 


lzl: 


相合 估计 的 存在 性 问题 


一 给 定 横 型 中 之 一 给 定 参 数 , 是 否 存 在 其 相合 估计 ?在 何 种 条 
忻 下 存在 相合 估计 ? 这 种 问题 一 般 不 易 得 到 彻底 的 ‘ 充 要 条 件 的 
解决 . 在 这 里 我 们 就 一 个 最 简单 且 最 常见 的 情况 来 探讨 一 下 这 个 
问题 ， 

设 有 jid, 样本 外,,… ,XX,: 其 总 体 分 布 阔 数 是 维 分 布 函数 
Falz) ,参数 空间 日 是 网 氏 空 间 中 之 一 子 集 . 现在 问 ; 在 什么 条 件 
下 , 疗 在 着 如 的 相合 估计 ? 有 一 个 条 件 显 然 是 必要 的 : 

页 天 太一 Fe FF Pe, 《4. 12) 
即 不 同 的 参数 值 对 应 不 同 的 分 布 . 事实 上 , 兰 对 菜 久 隆 铅 有 Fs 一 
Fe ; 则 在 参数 值 中 之 下 (Xi 9) 的 分 布 ,与 在 参数 值 多 之 下 
(Xi 的 分 布 相 同 . 因此 , 任 一 估计 量 卫 (了,,…*, 苹 ,) 如 在 8 
二 抽 时 弱 收 化 为 名 , 则 它 在 8= 名 时 也 应 收 化 于 同一 值 , 因 肌 去 
名 ,说 明了 不 能 是 弱 相 合 的 . 

可 以 举例 证 明 条 件 (4. 12) 并 不 充分 ,这 种 例子 不 像 初 一 看 那 
么 容易 , 见 后 . 下 述 定 理 给 出 了 一 个 充分 条 件 . 设 下 和 C 都 是 天 
维 分 布 函数 ,其 KKolmogorov 距离 定义 为 

dlF ,GY = sup [FOr) — Gr)|, 


定理 4.2 若 对 任何 9€E9 及 ce>>0 有 
ne) ind{dFo FP):pE BO,10— vl > 0, 
《4. 13) 
则 & 的 强 相合 估计 存在 ， 
条 件 (4.13) 是 (4.12) 的 强化 ;相隔 较 运 的 参数 值 所 对 应 的 分 
布 不 能 太 接 近 , 这 条 件 的 意义 可 以 仿照 对 条 件 (4. 12) 的 解释 去 理 
解 之 ,但 不 像 那么 断然 . 事实 上 ,这 条 件 并 非 必 要 . 
为 证 定理 4.2; 以 G, 记 站,*…' ,六 , 的 经 验 分布 函 数 ， 据 
Glivenko 定理 ,有 
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limd (Fs,G.) 一 在， a.s, (CPs). (4.14) 
定义 
ECKi11 KR ) = inf{d(FeG): 0 € 08), 
我 工 ,二 了 T,X;……, 芒 ,) ;使 
dFr sl/n, WG ECR ,HN,) =0, 
CCFT GD >28( 大 )， 当 大， 及 0 
往 证 了 .是 8 的 强 相合 估计 . 为 此 , 设 参 数 真 值 为 名 . 按 (4.14) 有 
ERs Ra) dFe GD) > 0, a.s. (pe,). 
设 库 列 { 广 ,又 满足 (到 , 广 )-0.、 任 给 s 之 0、 当 于 充分 
大 时 有 E( 语 pe 定 <7( 交 ss)A73 对 这 样 的 m, 当 |8 一 外表 之 时 
有 
d (Fa GO dFe, Foe) — d(Fs ,OG.) 
> 27(0 ,0/3 > 2E(R, ,0 ,2,). 
按 了 工 . 的 定义 ,有 | 了 ,一 负 ‖ <s( 若 红 这 ,，…; 访 ,) 一 0; 则 当 充分 
大 使 29(pgs)73>1Aa 时 ,有 | 了 ,一 让 目 <e， 由 于 e0 的 任意 
性 ,证 明了 了,( 辣 ,…, 襄 ) 一 和， 定理 证 毕 . 
细心 的 读者 可 能 会 发 现 上 述 证 明 中 的 一 个 问题 :T, 的 可 测 
性 . 这 问题 多 少 是 学 究 式 的 一 一 其 实 , 在 数理 统计 中 我 们 还 有 不 
少 这 种 类 做 的 情况 ,例如 后 面 要 讲 到 的 极 大 似 然 估 计 , 在 某 些 复 杂 
的 非 线 性 模型 中 的 最 小 二 乘 估 计 等 , 售 计量 的 可 测 福 多 没有 证 明 
《 严 略 处 理 起 来 很 礁 》. 但 作为 理论 , 少 了 这 一 里 总 党 闫 中 不 足 ， 
遗憾 的 是 :现在 还 不 知道 在 本 定理 假定 下 ,可 否 构 造 出 8 的 一 个 可 
测 的 强 相 合 估 计 ， 恕 果 补 充 一 定 的 条 件 , 这 是 可 以 做 到 的 例如， 
假定 aC(，,*， ) 的 连续 性 ,最 对 任何 9E 旭 ,有 | 
- ,im CFes Fe) = 0， (Cd. 15» 
目 这 时 条 件 (4. 13) 不 需要 ， 
初 一 看 觉得 条 件 (4. 13? 是 少 得 不 能 再 少 了 ,但 即 司 这 样 弱 的 
条 件 也 非 必 要 . 下 面 是 一 个 例子 ,其 解 不 难 , 留 作 习题 (习题 29, 写 
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法 略 有 不 同 )， 

例 4.2 区 为 iid, 样 本 ,总 体 分 布 族 {Ps,98E 旭 }, 其 中 
B= 6.081 ;出 Pe~ RO 01, Pe~R(O,1)Y3 06=0, 
容易 验证 条 件 (4.13) 不 满足 ,但 可 以 构造 出 8 的 一 个 强 相合 估计 . 

所 以 ,条 件 (4.13) 充 分 但 非 必 要 , 嚼 一 方面 ,条 件 (4.12) 则 必 
要 但 非 充分 ,这 种 例子 更 难 . 

例 4.3 天,,…,X, 为 jid. 样 本 ,分 布 为 

9, 9 为 有 理 数 ， 
1 一 8， 8 为 元 理 数 . 
Po 一 0) 一 1 一 Po(XI 一 1)，0< 雪 9 < 
条 件 (4. 12? 满 足 , 但 可 证 明 :2 的 弱 相 合 估 计 不 存在 . 证 明 很 难 , 有 
兴趣 的 读者 可 参看 作者 等 的 文章 (Statist， 队 Probab. Letters ， 
1994,p. 141). 

因此 ,保证 8 相合 倘 计 存在 的 充 要 条 件 , 应 是 介 于 (4. 12) 与 
《4, 13) 之 间 , 可 是 ,这 个 条 件 是 什么 ,这 个 看 来 似乎 不 很 难 的 间 
题 ,至 今 仍 没 有 回答 ， 

退 一 步 我 们 可 以 寻求 一 种 较 54. 12)? 更 强 的 必要 条 件 , 借 以 判 
定 在 某 种 情况 下 相合 估计 不 存在 . 刚才 引 的 文章 中 提出 了 一 个 这 
样 的 条 件 , 例 4. 3 就 是 据 此 解决 的 .但 这 条 件 还 不 够 强 , 例 如 这 样 
一 个 问题 一 维 分 布下 可 分 解 成 离散 FF 绝对 连续 下 和 奇异 FF， 
等 三 部 分 ， 

下 一 Fi 十 ep tt cPsc E00 二 6 十 cs = 1, 4.16) 
cuciscs 由 下 所 决定 , 现 设 Xp, 并 为 盾 自 王 的 iid. 样 本 ,要 据 
以 估计 cz,cs， 直观 上 我 们 坚定 地 相信 cs 及 cs 的 相合 估计 不 存在 ， 
但 用 所 引文 章 中 的 条 件 解决 不 了 ， 另 一 方面 ,很 容易 造 出 c, 的 强 
相合 估计 ， 


PelX, = 1) 一 


4.2 渐 近 正 态 性 


设 当 样本 量 为 上 时 有 统计 量 工 如果 存在 可 能 依赖 于 参数 0 
的 澡 量 ( 指 非 随机 )B8.500 和 469 ,便当 交 co 时 有 


二 
(一 40)7BC2) 一 一 革 分 布下 ， 


这 里 -二 > 表示 依 分 布 收 伍 , 则 称 T, 有 渐 近 或 极限 分 布 F、 特别 ， 
当 ~N(0,1) 时 , 称 了 .有 渐 近 正 态 性 ， 当 TT, 为 参数 g 《四 的 估计 
时 ,A 一 般 就 是 gC9)， 

有 时 ,B,C(9) 可 取得 不 依赖 于 8, 但 可 依 整 于 样本 ,由 B. 是 - 
个 统计 基 . 这 时 也 称 了 . 有 渐 近 分 布 . 但 这 种 叫 法 一 般 多 只 用 于 
下 为 正 态 时 ， 一 个 著名 的 例子 是 iid, 样本 均值 过,， 若 总 人 钵 分 布 均 
值 为 g( 旭 而 总 体 方差 为 ( 引 汪 0, 则 依 中 心 极限 定理 有 wn (XX 
~g(b))yab) -二 -No,1) 但 是 ,车 用 样本 方差 中 ( 见 (4. 5)) 估 计 
oz(9), 则 Ya (天 .一 EC 也 依 分 布 收 伍 于 ML0,1). 这 种 形式 
的 痢 近 正太 性 在 统计 锥 断 中 用 处 更 大 ,这 在 以 后 讨论 假设 检验 和 
区 间 估 计 可 以 看 出 来 . 

这 些 概 念 容易 推广 到 多 维 的 情况 . 设 工 . 为 上 维 统 计量 ， 
4( 信 为 下 维 常 向 量 (7., 4.2 者 视 为 列 向 量 》, 召 ( 执 盖 0 是 以 常 
量 为 元 的 不 阶 正 党 方 阵 . 若 当 样本 量 2 一 ce 时 已 区 0 人 IT 一 
及. 四 )) 依 分 布 收 钙 于 某 上 让 维 分 布下 , 称 下 为 其 渐 近 或 极限 分 布 ， 
特别 , 当 已 为 在 维 标准 正 态 分 布 Ni(0,1.) (1 为 阶 单位 阵 ); 则 
称 T 有 渐 近 正 态 性 . 按 这 祥 的 定义 , 渐 近 分 布 不 是 唯一 的 . 但 是 
容易 证 明 : 若 统计 量 了, 的 一 个 浙 近 分 布 为 正 态 , 则 其 -~- 切 可 能 的 
浙 近 分 布 必 和 此 为 正 态 ， 这 一 点 使 “ 潮 近 正 态 ”这 个 词 有 了 一 个 更 确 
切 的 售 六 . 

最 好 渐 近 正 态 估计 (Best Asymptotic Normal Estimate, 简 记 
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为 BANE) 
为 行 详 简 单 计 , 先 考 虑 参数 8 为 一 维 的 情况 . 设 从 为 8 的 一 
个 估计 ,样本 量 为 nn. 设 9 满足 下 述 形式 的 渐 近 正 态 性 : 
Vn 0 NO0,B OD). C4. 17) 


如 果 近 似 地 把 = (一 息 的 分 布 就 看 成 是 和 N(0,B C0)), 则 近似 
地 可 以 把 Ba An 看 成 是 各 的 方差 一 -这 只 是 -一 种 近似 的 看 法 ， 
事实 上 在 某 些 情况 下 的 方差 其 至 可 以 是 oo， 在 统计 上 当 人 总 满足 
C4. 1] 时, 常 称 BC 四 ja 为 其 渐 近 方差 ， 
现 设 有 6 的 另 一 估计 5 ,也 有 渐 近 正 态 性 : 
Vn 0 — 0 NG,BIO)). 

如 果 天 ( 引 渤 BC , 则 当 x 充分 大 时 ,估计 值 名 落 在 和 的 某 邻 域 
(98 一 gf/ Vn ) 内 的 概率 , 变 大 过 忆 落 在 同一 邻 域内 的 概率 . 这 提 
供 了 一 个 在 极限 意义 下 比较 两 个 估计 优 省 的 准则 (所 论 估计 都 满 
足 形 如 (4. 17) 的 渐 近 正 态 性 ) : 渐 近 方差 小 者 为 优 . 这 个 准则 立即 
驱使 我 们 去 考虑 寻找 渐 近 方 差 最 小 的 估计 .启发 式 地 我 们 可 以 这 
样 想 ;车 样本 为 iid. ,其 Fisher 信息 量 1( 人 办 汗 0 有 限 , 则 在 一 定 条 
件 下 , 据 C 一 只 不 等 式 ,样本 量 ” 时 估计 量 的 方差 不 能 小 于 
(nT(9)) 区 这 里 需要 估计 为 无 伪 ， 按 (4. 17》, 估 计量 名 当 半 很 大 
时 接近 于 无 偏 ; 故 忆 一 R 不 等 式 近 似 地 可 用 ， 此 处 是 启发 式 讨论 ， 
不 计较 细节 》， 按 这 个 论据 , (4.17) 式 中 的 (9) 不 能 小 于 
(CIC 四) “因此, 如果 一 个 估计 量 满足 


Va, 一 月- 二 NO,177K9))， (4.18) 
则 称 包 是 日 的 一 个 BANE，BANE 如 存在 , 必 不 唯一 . 例如 ,车 六 
为 BANE,; 则 站 十 ln 也 是 . 
以 上 所 下 的 BANE 的 定义 是 基于 启发 式 的 论据 .要 使 这 个 
定义 在 理论 个 严格 站 住 脚 ,必须 要 解决 两 个 问题 : 
1"1/7(9) 确 实 是 下 界 . 
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2 这 个 下 界 可 以 达到 , 即 确 实 存在 一 个 估计 六 ,使 44 18? 成 
立 ， 
后 一 问题 将 在 第 4. 3 节 回 答 , 在 那里 我 们 将 证 明 , 在 一 定 条 件 
下 , 极 大 似 然 估计 满足 (4. 18)， 至 于 第 一 个 问题 ,严格 讲 其 回答 是 
否定 的 ， 
例 4. 4(Hodges) Xly…, 芝 , 为 抽 自 N(9,1) 的 iid. 样本 . 考 
虚 8 的 如 下 估计 : 
， -人 当 |X,| < arr， 
Xs 当 | 用 .| 守 nt. 
很 容易 证 明 : 当 *-=co 时 有 
VF FH, — 0 NGO0,1) ,GOO 


-全 NC0,1/4) 当 8 二 0. 
而 I() 圭 1， 故 在 0 这 个 点 突破 了 17T(2) 这 个 下 界 . 

像 本 例 这 种 情况 叫做 * 超 有 效 性 ”这 种 例子 的 存在 似乎 使 
BANE 的 定义 变 得 没有 意义 了 . 但 进一步 的 研究 表明 ,在 一 定 条 
件 下 , 像 本 例 2 一 0 这样 的 “ 超 有 效 点 "只 能 是 少见 的 例外 ,“ 绝 大 多 
数 28 值 仍 服从 177(9) 这 个 下 界 .其 次 ,证 明了 车 把 (4. 17) 的 要 求 
强化 一 点 ,例如 要 求 其 收 敏 对 82E 昌 有 一 致 性 , 则 像 例 4.4 这样 的 
情况 下 不 复 存 在 . 由 于 这 些 事实 ,可 以 认为 BANE 仍 是 一 个 站 得 
住 脚 的 概念 . 

现在 我 们 来 给 出 一 个 启发 式 的 论证 ， 首 先 ,说 “(4.17) 式 对 8 
E 昌 一 致 成 立 ”, 是 指 

sup sup [Fx) — Bz)| 0 当天 -oo， 


其 中 Fe 和 下 分 别 是 ”= (六 一 具 /B90) 和 (CN(C0,1) 的 分 布 函 数 . 
现 设 总 体 分 布 族 有 共同 支撑 并 有 形式 f(z,8)dy， 因 而 可 假 
定 7z 人 20 对 一 切 过 和 中 记 
KL(OP0) 一 Ellog tf (KP FR OO) 22 EE 加 (4. 19) 
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设 f(z1 四 有 对 8 的 连续 (关于 6 连续 ) 的 偏 导 数 (zx, 站 . 设 9 一 6 
0, 则 因 
fr PTD = 1 Do fA ON zDD 
=1++ (Fp OFM/ + og — 
有 
logCf (x P/F DD = (Gg— DFPD/ fp + og — , 
(4. 20》 
TD 
— 2 PO— OF AD TD) op Oo OD!. 
由 后 一 式 , 并 注意 到 


Ef CX, /FEO) 一 | PK ,Pdp 


一 3| fr pda = Hap = 0, 


EA CX DX DY = TD, (I 为 Fisher 信息 量 }， 
得 
开元 (pp 一 一 2-1(9— OP + og— 0, (4.21) 
而 由 (4. 20) 式 得 
Elog (Cf (XP AIR OD = (Pp— DTP + og — OD:. 
(4. 22) 
下 面 要 用 到 一 点 假设 检验 中 的 知识 ， 不 了 解 这 些 的 读者 可 暂 
时 放 过 这 个 内 容 , 待 阅读 了 本 书 $ 6. 1 再 说 ， 考 虑 假设 检验 问题 
原 假设 右 : 参 数值 为 6 对立 假 设 玉 ;参数 值 为 94+1/ Yn. 要 
求 在 渐 近 水 平 为 1/2 之 下 ;对立 假设 下 人 处 的 功效 最 太 ， 按 
Neyman-Pearson 基 本 引 理 ,此 检验 为 ; 当 


T, = Dlog(f (Xi,0+ 1/ Vn) /fCX,)) >C， 时 否定 五. 


C, 选取 之 ,使 PAT, 半 C0,) 一 ]/2, 按 (4.21) 一 (4,22) 式 ,有 
ET =— 27110@+1/ va 十 ofl) 一 一 2 0) 十 of1)， 
(4. 23) 
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Varet TY) 一 par 二 17 Vn) + oll/n) 
一 《一 (28) TO 1 wn) + ol/n))) 
一 了 (8) + 0(1), (4. 24) 
这 里 需要 (8) 对 8 连续 的 条 件 。 类 似 地 得 到 

Ey Cd) Oo 27) 二 otl), 

War Cf) 一 了 8 + oll)., 《4, 25) 
国耻 . 为- 些 iid. 蛮 量 {FX.OT1 va TAFE OA) 之 和 ， 
按 中 心 极限 定理 (这 需要 附加 的 验证 ,因为 ,各 项 F(X;,8 十 17 vn 7 
六 (X06) 不 羽 与 i 还 与 n 有 关 ) ,结合 (4. 23) 和 (C4, 24) ,可知 为 使 Ps 
(Co 一 172C, 应 取 为 

C, =— 271T(0) + ol1). 
在 参数 值 为 8 十 1/ vx” 处 对 了 用 中 心 极限 定理 (这 里 不 仅 各 如 
limPer (7。 CC) = BOYI(O) 
按 Neyman-Pearson 基本 引 理 ,这 就 是 在 渐 近 水 平 1/2 的 约定 下 ， 
所 能 达到 最 太 渐 近 功 效 . 
现 设 对 其 估计 量 有 (4. 17?. 利用 该 式 可 作出 五 二 天 的 一 个 源 
近 水 平 为 172 的 检验 , 即 “ 当 六 关 0 时 和 否定 五 > 假定 B60) 关于 8 
连续 , 旦 (4.17? 对 2 一致 成 立 , 则 此 检验 在 参数 值 为 +1/Y 2 处 
的 渐 近 功效 为 
lim Per, pe 二 站 = limPers, A 
A G0 1/ YVR) 1 
BO+1 vn) 如 (8 十 1 nn) 
= lim®(1/BC + 1/ va)) = GU/BOO). 
按 上 述 , 此 值 不 能 大 于 CyI(D, 硕 BEC) 宇 (100))-1, 如 所 黎 证 . 


注意 “(4.17) 对 8 一 致 成 立 * 的 条 件 是 用 在 第 二 个 等 号 上 ,稍稍 修 
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改 上 述 证 法 可 将 这 个 要 求 放宽 一 些 ， 

于 述 的 “启发 式 ? 论 据 中 慷 王 了 许多 和 震 要 严格 证 明 的 细节 ,但 
重要 的 是 方法 中 的 核心 思想 一 把 检验 问题 引入 论证 中 ， 论 证 路 
线 确 定 后 ,所 需 的 细节 总 可 以 摘出 来 . 当然 ,能 把 所 需 条 件 尽 可 能 
减轻 并 排 成 - -个 简洁 好 理解 的 形式 ,需要 技巧 . 读者 如 有 兴趣 ,可 
参看 本 章 导 语 部 分 中 所 引 的 那些 专著 . 参数 估计 大 样本 理论 的 一 
个 不 讨 大 喜欢 的 地 方 是 :几乎 也有 严格 证 明 的 结果 都 需要 一 大 雁 
形式 复杂 的 和 条件, 缺乏 数学 美 . 

BANE 的 定义 及 上 述 结 果 , 不 难 推 广 乔 多 维 参 数 的 情形 . 设 
人 为 上 维 参 数 9 的 一 个 佑 计 , 满 足 VRB-1(0) (8 一 9 Ni(0， 
TB(9) B' On 称 为 如 的 渐 近 协 美 阵 ， 在 : - 定 的 条 件 下 可 以 证 
明 :8(9)B' (外 之 11( 从 ( 妈 B00)B'C0) 一 1-109) 为 半 正 定 , B' (0) 
是 B88) 的 转 置 ,1C9) 为 总 体 分 布 的 Fisher 傅 息 阵 , 关 :20) 为 其 
道 》. 因此 ,把 满足 条 件 

Vn D0) > N07:00)) 


的 舍 计 如 称 之 为 8 的 BANE. 

掏 估 计 的 渐 近 正 态 性 

强人 千 计 的 浙 近 正 态 性 很 容易 从 中 心 极限 定理 及 下 述 简 单 定理 
推出 来 ; 


定理 4.3 设 gj;1 所 7 所 m, 都 是 六 变 元 函数 ,有 一 阶 全 微分 ,g 
tg i ). 二] ;为 一 串 随 机 向 量 , 满 足 
条 件 

Vn (Ea) NOOB), Nn oo, 
这 里 a= Cay) 为 常 向 量 ,B8 这 0 为 下 阶 常 方 阵 ， 则 
VA gE) ~ ga ev NCOOCBC), n> oo (4.26) 
其 中 己 为 mx 和 答 阵 ,其 GG, 说 元 为 bg;/ Ba) | 
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证 明 因 BB 都 有 一 阶 全 微分 ,有 
WA (有 人) — ga CC vn at vnolt,— a), 
(4. 27) 


控 假 定 , Yn (C6& 一 和} 有 极限 分 布 , 故 ol( Yn (8 一 4a))->0 jn pr, 当 
n 一 oo。 法 此 ,(4.26) 式 左边 的 极限 分 布 ,与 有 边 第 一 项 之 极限 分 
布 同 ， 按 假定 ,后 者 等 于 Cé 的 分 布 ,其 中 ~Ni00.8). 这 证 明了 
(4. 26). 

现 设 nr 都 是 自 然 数 ,总 体 有 Drg 阶 短 , 玉 ， 本 为 
抽 自 此 总 体 的 iid, 样本 , 则 


本 
《ar 一 ln 一 化 ) 一 mr 《Si 一 ri 9 如) 


这 时 沿用 第 4. 1 节 中 样本 和 总 体 原点 矩 的 记号， 上 式 右边 为 一 些 
iid. 的 大 维 随机 向 量 之 和 ,这 些 随 机 向 量 有 期 望 0 和 协 差 阵 5 = 
人 》 其 中 


Bi = ECXY 一 和 DY 一 ar 
= ts sj 一 1,…,K， 《4. 28) 
于 是 按 多 维 中 心 极 限定 理 , 有 


工 
“hn 《Grie 本 i 3 Ga — Ni(0,8). 


由 此 , 按 定理 4.3, 即 知 车 g 为 天 个 变 元 的 有 全 微分 的 函数 , 则 
gCw 0 ) 的 窍 估 计 gCar,,… ;ain) 有 渐 近 态 性 ， 


A (glandn) — ga ss )) Le NO, Bb), 
(4. 29) 

其 中 心 的 意义 同 (4. 26) ,而 方 阵 B= (6,) 由 C4. 28) 确 定 . 

由 于 样本 中 心算 mx 是 样本 原点 矩 ae …*an 的 多 项 式 , 故 
(4, 29) 可 用 于 mm 在 这 个 情况 ,不 难 验证 (4, 29) 式 中 的 渐 近 方差 
8 BO 等 于 

BBb = po — Dpatipt i — pa + Re pt pt 
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二 limn * Vart{m.). 


更 一 般 地 ,可 以 把 (4. 20) 推 广 到 间 时 包含 若干 个 样本 原点 矩 和 样 
本 中 心 矩 的 情形 , 即 
VY A Cg a dara a) ~ ga hh )) 
— N(0,CBC'), (4, 30) 
C 是 mrX (rs 十 人) 矩阵 ,其 各 元 是 g 王 (gy, wgm) 中 各 了 消 数 1，*…， 
gm 对 其 各 变 元 的 偏 导数 在 (Co ，…asyp 这 点 之 值 ,号 由 
下 式 确 定 : 
B= lmaCOV (aas yr Hn) C4, 31) 
为 了 证 明 , 只 须 注 意 (% 十 霄 维 随机 向 量 
TT, = ara) 1 
的 每 个 分 量 都 可 表 为 加 一 (aw … amram)' 各 分 量 的 多 项 式 : 扣 一 
站 (其 中 疡 一 maxfryyrm .把 定理 4.3 用 于 了 ,得 
TT, 的 潮 近 正 态 性 . 再 将 定理 4. 3 用 于 gCT,》 凤 得 . 
要 人 确定 (4 31) 中 的 方 阵 B 的 各 元 ,用 公式 ，; 
nCOV (am tn) — 二 上 一 ity 
nCov Cm pHi) 一 了 -1 
一 了 -1 一 HU 十 二 外 -Ai (4. 33) 
HCOV lan mi) > ti Hf dt (4. 34) 
第 一 式 容易 . 第 二 式 可 证 明 如 下 ;不 妨 设 总 体 均 值 a 一 0, 因 而 
一 ju. 有 
ma 一 也 (zz = ma O— pT On TD) = ma ~ 6 + O(n!) 


一 《Ga 一 | 一 1 dln ln 十 > 人 3 zn 一 十 Ga >》， 


此 处 用 了 (4. 国 ,及 六 一 <、 把 此 式 与 


Fj E Cs.) = Ca im 一 在 门 一 nj ln 
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十 WE 一 "On ') 


逐 项 相 科 并 求 期 望 ,并 注意 上 一 0, 容 易 发 现 ; 

1” 所 有 包含 O(n ?的 项 ,期 望 恬 为 Ge )， 

2 所 有 由 两 个 展 式 前 两 项 互 蒋 5 共 得 4 项 ?以 外 的 项 ,期 望 绷 
为 O(n 

故 必 须 算出 前 两 项 互 乘 所 得 之 项 的 期 望 ， 


Elam 一 A) (an — 0) ~ oj We pti pp 


ECan — a)ana; .ns = El Ds) DX DK) 1 
为 使 展 式 中 某 项 期 望 不 为 0， 必须 4 i. 所 有 这 样 的 项 之 和 等 于 


NCQ; 一 oa) + an CO oa 1 


一 A Hi nn DEAj1s 
Easa; sa; 1m = neEl 并 DX DX Dx !|. 


要 展 式 中 某 项 之 期 望 不 为 0， 员 有 以 下 几 种 情况 ， 4 一 下 ;及 关上 请 一 
一品 息 天 是 玫 一 六 法 一 这些 项 的 期 望 之 种 为 

nog OR) 一 AAA + Om). 
结合 以 上 各 种 情况 , 即 得 《4. 33)，(4. 34) 可 类 似 证 明 且 更 容易 . 

例 4.5 gi 一 jaff87 和 gs 一 pj/8 一 3 分 别称 为 分 布 的 偏 度 
(系数 ) 和 央 度 (系数 )，g; 是 用 来 衡量 一 个 分 布 是 否 对 称 的 ,因为 
在 分 布 关 于 某 点 (此 点 必 同 时 是 其 期 望 和 中 位 数 ) 对 称 时 , 必 有 如 
二 0. 这 个 量 不 是 衡量 对 称 性 的 理想 的 指标 ,因为 分 布 不 对 称 时 也 
可 以 有 gi 二 0. 分母 中 的 凡是 为 了 使 此 量 与 单位 无 关 (az 十 6b 的 
偏 度 与 天 同 ,a2>0 和 5 为 常数 ，gs 中 之 分 母 有 同样 作用 )，g; 是 
衡量 分 布 在 规格 化 到 方差 1 时 ,尾部 的 “厚度 ” 的 ,因为 这 时 g; 一 
Am 在 同样 方差 之 下 ,分 布 的 概率 您 多 地 娟 集 在 远离 其 均值 之 处 ， 
则 mm 将 愈 大 . 减 摊 3 是 为 了 使 此 值 在 分 布 为 正 杰 时 等 于 0. 这 两 
个 量 有 时 用 于 检测 一 个 分 布 是 否 为 正 态 . 

154 


设 有 iid, 样本 瑟 ;，…'X， 按 矩 估 计 , 分 别 用 
Bn 一 zz3nj Hd? 和 Er 一 Hart ml, 一 3 
去 估计 之 . 按 前 述 结果 ,分 别 有 
Vn (gr 一 g1) — > NO mm)， 


VA (ba NO 
其 中 四 和 加 分 别 为 
= (dp8p 一 12pepepes 一 2d18 14 十 9 pspa 
十 35p848 十 36p2)/ C48), 
oi= (4 °C pe 一 ditopape 一 BA 十 ded 
一 A 二 16prdp 十 l6res). 
当 总 体 分布 为 正 态 时 ,分 别 有 一 0,g8:==0,0f 一 6,02 一 24. 
另 一 个 在 应 用 上 有 些 重 要 性 的 参数 ,是 分 布 的 变异 系数 了 一 


V pu/m. 它 是 一 个 以 总 体 均值 为 单位 来 衡量 分 布 的 散布 程度 的 


量 ， 设 有 iid. 样本 X，…,X。， 按 拭 估计 ,以 到 = Woes/ 和 ,估计 之 ， 
据 前 述 结果 ,得 


VR, Vs NCO,e), 


其 中 于 算得 为 
有 一 (ip (CA — 2B) 一 4 + 418), 
当 总 体 分 布 为 Wai) 时 ,此 值 等 于 [2471(e2 十 212) 记 ， 


4.3 极 大 似 然 估计 


设 料 本 分 布 族 有 形式 {fz,8)dnukz),6EBBlu 为 样本 空间 上 
之 一 9 有限 测度 .前 已 指出 : 当 有 了 样本 zz 而 把 f(z，*，) 视 为 日 
上 的 函数 时 , 它 称 为 (样本 的 ) 似 然 防 数 . 似 然 函数 若 在 昌 上 某 
点 Bx) 达到 最 大 值 , 骂 flzDr)) —maxf (zx, , 称 B8(x) 蚌 8 的 
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根 文 似 然 估计 (Maximum Likelihood Estimate , 简 记 为 MLE)， 落 
要 估计 的 性 8 的 某 函 数 g( 引 ; 则 gO0Czx)) 称 为 gC 四 的 MLE. 

有 时, 嚼 然 分 布 族 具 对 9E 昌 有 意义 ,但 函数 /lx,，* ) 在 日 的 
闭 包 日,( 或 日 , 的 一 部 分 ) 上 有 意义 . 这 时 可 以 用 ,取代 昌 来 给 
MLE 下 定义 ， 这样 做 避免 了 当日 为 开 集 时 极 值 可 能 达 不 到 的 困 
难 . 

MLE 的 思想 最 初出 现在 Fisher 1912 年 一 项 工作 中 ,是 他 对 
统计 学 的 重大 贡献 之 一 . Fisher 在 其 早期 关于 估计 理论 的 工作 
中 ,MIE 处 在 很 重要 的 地 位 有 的 探讨 是 从 MLE 包含 了 关于 8 
的 多 少 信息 量 的 角度 看 的 , 一 度 曾 认为 :MLE 是 充分 统计 量 ( 芳 
如 此 ; 则 MLE 包含 了 全 部 信息 ) ,但 很 快 就 知道 这 是 不 确实 的 ( 反 
和 例 见习 题 22). 

MLE 可 以 不 存在 ,甚至 在 简单 的 指数 型 分 布 族 中 也 如 此 . 

例 4.6 样本 天 分 布 为 
Pe =1)=1~ PAX=0) ~/ ey),— oo ooo, 
当 z=1 时 , 似 然 臣 数 为 ee/(1Tee) ,在 一 co<0<co 严 增 ， 当 了 一 0 
时 ; 似 然 阔 数 为 1/ 十 e) ,在 一 .<9<oo 严 降 . 二 者 在 一 co<8 
<cc 都 无 极 值 点 . 


MLE 的 可 测 性 


MLE 即使 存在 ,还 有 可 测 性 问题 .这 虽 可 说 是 一 个 学 究 式 的 
问题 ,但 从 数学 严格 标准 说 还 是 应 当 搞 清 楚 的 (不 然 水 及 到 它 的 概 
率 计 算 ,例如 讨论 其 渐 近 正 态 性 ,就 没有 意义 了 )， 

定理 4.4 设 参 数 空间 日 是 欧 氏 空间 的 子 集 ,对 每 个 样本 > 
E 有 , 似 然 函 数 在 外 的 闭 包 @ 上 连续 , 且 在 合 上 达到 其 最 大 值 
《如 @@ 有 界 这 一 定 成 立 )， 又 样本 空间 多 "为 欧 氏 空间 的 Borel 子 
集 , 则 存在 (Borel ,下 同 ) 可 测 的 MLE. 

证 明 依 赖 于 下 面 的 引 理 ， 

引 理 4.1 设 {A.) 为 一 串 定 义 于 欧 氏 空间 某 Borel 子 集 . 纪 - 
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上 , 取 值 于 欧 氏 空间 R 的 可 测 函 数 , 对 每 个 zxE. 人 B,{f(z)} 为 RR* 
中 的 有 界 点 列 ( 其 界 可 与 x 有 关 ), 则 存在 定义 于 .党 上 取 值 于 有 
内 的 可 测 函 数 使 对 任何 xz 可 找到 自然 数 子 列 1 入 过 7 之 …( 子 
列 可 与 x 有 关 !), 使 lim f(z) 一 f(x)， 

此 引 理 是 用 逼近 法 证 明 极 值 点 可 测 的 有 用 工具 . 它 大 体 上 可 
说 成 :一 串 逐 点 有 界 的 可 测 函 数 可 抽 贞 收 伍 于 可 测 函 数 的 子 列 , 然 
而 这 子 列 是 与 有 关 . 此 引 理 的 证 明 见 作者 发 表 在 《数学 学 报 》 上 
的 文章 (1964 年 第 2 期 ,p. 276). 因 有 些 复 杂 的 细节 ,在 此 不 引述 
了 . 


回 到 定理 的 证 明 . 记 4 一 和 @ 站 {60;m 一 1 0 和 m} mr 芝 1， 
一 (0m 5mz，"…} 是 在 4。 内 笛 铭 的 可 列 集 ( 六 也 可 以 是 空 集 或 有 
限 集 , 这 不 影响 以 下 证 明 的 实质 )， 记 集 瑟 - 一 19:9E 日 ,zy9) 一 
RS 全 上 按 假 定 , 对 每 个 ze .2 , 集 B, 非 空 (这 不 算 一 个 限 


制 条 件 , 因 车 此 条 件 不 成 立 , 则 MLE 不 存在 . 当然 ,此 条 件 可 减弱 
为 : 对 几乎 (对 测度 p) 每 个 zE 有 ,8B- 非 空 . 记 M(x) 一 
max f(x,0). az(x7? 可 测 , 因 为 钵 ( 一 SUPT (rd ml > 


找 最 小 的 自然 数 ,二 men《z) ,使 
Supf Cr bo) > Mtr) 一 1/n, 
这 样 的 mm, 一定 存在 ,和 且 不 超过 使 A, 门 B, 关 吓 的 最 小 mr mlx) 是 
可 测 消 数 , 此 因 对 和 任何 自然 数 mw 有 


HL 


{Tm ro mo 门 {Zz ;supI (rH) 
;1 11 

< Mr) 一 1 Nf {x :Supf Cx ,Bm) > M(x) — l/rn}, 
而 右边 的 集合 为 可 测 的 (这 里 用 到 了 MC .+ ) 可 测 )， 

决定 t, 二 mw.(zT) 后 , 取 和 二 B(x) 二 1 其 中 i 为 最 小 的 自然 
数 , 使 fz,B 之 MC 一 17n, 色 (z) 是 可 测 函 数 ,因为 对 任何 身 
然 数 吉 和 :有 
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{T(x} 一 也 


= {z:7aokz) 一 更 } 站 {zef Crs) 


EM Oo nf {rf rd MO) — l/rn}. 

据 mmrC，),MC，) 及 了 (。，, 四 的 可 测 性 ,右边 为 可 测 集 , 

对 每 个 +E 人 B ,序列 { 仿 (zx);n 之 1) 有 界 ， 此 因 久 C(x) EE Tens 
而 按 上 面 的 论证 ,mtx) 不 超过 一 个 只 与 x 有 关 而 与 4 无 关 的 数 . 
因此 , 按 引 理 4. 1, 存 在 可 测 函 数 六 zx) ,使 对 每 个 zE .多 存在 子 列 
{ni 字 1} (可 与 + 有关 ) ,使 如 (2)>2(z) 当 i>o0. 由 于 如 (x)E 
81 而 人 Bi 为 闭 集 ; 知 名 x)EOB1, 又 由 f(z，* ) 在 B11 上 连续 ,有 

MO 一 1 < fr Br fr Br)) ES Mr). 

令 1->oo 得 (zx.807)) 二 MCT)， 即 站) 为 可 测 的 MLE. 定理 证 
上 毕 . 


似 然 方程 ,指数 型 分 布 族 的 情况 


记 人 参数 空间 昌 8 的 闭 包 为 全 ,8, 内 点 集 为 Bfe, 不 一 定 是 日 
的 子 集 ). 设 样 本 分 布 为 f(r,9)dpy(x) ,而 在 @@ 内 f(x,*，) 对 8 的 
各 分 量 页 的 一 阶 人 篇 导数 看 在 ; 则 方程 (组 ) 

f(r ODD = 0,1 Ai (4. 35) 
称 为 似 然 方程 (组 ;， 如 果 Jr.，) 在 钝 上 的 最 大 值 在 B@, 内 基点 
达到 , 则 似 然 方程 必 有 一 解 就 是 MLE. 但 即使 在 这 种 情况 , 似 然 
方程 也 可 能 有 客 个 解 ,而 判定 哪个 解 是 最 大 值 点 可 能 不 易 . 

例 4.7 禅 本 美 一 ( 世 Xiid ,公共 分 布 为 
Cauchy 分 布 (xT (十 (zt 一 扑 0) -1idx; 一 score<eoo 一 co<O<eo， 


由于 似 然 函数 z” ITG 十 (zi; 一作 站! 当 |9| 一 co 时 有 极度 0， 
此 函数 必 有 最 大 值 点 ， 且 是 下 述 亿 然 方程 之 解 ， 


3 一目 0 
lr 
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此 方程 可 能 有 多 个 解 ,求解 只 能 用 数值 (至 代 )? 法 ,也 不 能 保证 所 求 
得 之 解 确 为 最 大 值 点 . 这 里 释 代 初始 值 的 选择 很 重要 , 一般 可 选 
择 为 由 另外 途径 得 到 的 一 个 认为 较 好 的 估计 值 ,如 在 本 例 中 可 选 
择 样 本 中 位 数 ( 见 第 4. 4 节 ). 

如 果 样 本 站 下, 独立, 有 分 布 f(T, 外 dtx), 则 似 然 


函数 为 工 一 可 fi,0). 有 时 把 iog 工 称 为 对 数 似 然 函 数 ， 而 把 
《4. 35) 写 为 
dAogL/W, = Dlaogf x,,0) /0 一 0，1 所 :二 开 (4.367 


它 有 时 称 为 对 数 似 然 方程 (组 ). 这 个 形式 有 时 比 (4. 35) 方 便 些 ， 
但 对 于 指数 型 分 布 族 , 情况 要 简单 一 些 , 由 于 这 个 情况 的 重 
要 性 ,值得 较 仔细 地 讨论 一 下 . 
设 样 本 XX 一 CX, ,…,,) 的 分 布 为 自然 形式 的 指数 型 ， 


点 
Flr)drtr) 一 CgDexp| 071Cz)jdnCz)， (4.37) 
1 


其 自然 参数 空间 名 是 R* 中 一 凸 集 . 设 昌 的 内 点 集 ( 作 为 R* 中 的 
集合 的 内 点 集 )@。 非 空 . 8 的 闭 包 记 为 ,和 任 取 ,中 一 点 印 , 若 
"为 边界 昌 , 一 BB。 上 之 一 点 ,联结 铅 和 的 直线 段 , 除 8" 外 ,都 是 
昌 的 内 点 又 假定 对 任何 8E GB,, 变量 TT(X)= CT, (XD),'， 
Ti(X)) 在 概率 分 布 Ps( 即 (4, 37)) 之 下 为 线性 无 关 , 即 其 协 差 阵 
COVe(T) 为 正定 。 当 8E 6B, 时 协 差 阵 的 存在 已 在 定理 1. 1 的 注 1 
中 指出 过 , 且 在 该 处 曾 指 出 
COVs(T,,T)) 一 一 FlogC 0) /WN,. 

定理 4.5 在 以 上 的 金 部 假定 下 , 似 然 方 程 至 多 只 有 一 解 . 且 
如 有 一 解 ,此 解 就 是 MLE， 

证 明 依 赖 下 面 的 引 理 ， 

引 理 4.2 设 名 ,为 R' 的 一 个 并 凸 集 ,了 (外 一 (9.,…,) 为 
定义 在 昌 , 上 的 实 函 数 ,f 直到 二 阶 为 止 的 偏 导数 在 BF 上 处 处 在 
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在 ,县 点 阶 方 阵 
4 的 = (— FF/W DN, 

对 每 个 9€ B, 是 正定 的 . 则 方程 组 2f/38. 二 0,1 太 1S 在 B, 内 至 
多 只 有 一 和 解 . 且 如 有 解 从 ,0 必 为 了 在 @ 上 的 最 大 值 点 ， 

证 明 设 这 方程 组 有 两 个 解 久 关 8* 由 @, 的 凸 性 ,连结 这 两 点 
的 直线 段 全 在 B, 内 , 故 函 数 

HG) = fu + 0) 
在 0 委 : 委 1 时 有 定义 . 由 于 鲍 和 和 六 都 是 解 ,有 HH'(0) 二 H'(1)= 
0， 故 存在 iE (0,1), 使 
0= HG) =— (0 — OA + Co— #1000°) 0, — 8°). 
(4. 38) 

因 4A( 外 >0 对 任何 8E @,, 上 式 只 在 名 一 8* 一 0 才 可 能 . 这 个 矛盾 
证 明了 至 多 只 有 一 解 . 

其 次 , 设 所 为 方程 之 解 而 8' 为 B@, 中 任 一 点 ， 按 上 述 ,H'(0) 
一 0 而 吾 "() 0 当 0<< 委 1( 宇 "ft) 为 (4. 38) 式 最 右边 , 改 t6 为 1). 
由 此 知 再 (< 必 再 (0) 一 0 当 0<tc1 ,而 jp0 一 五 (< 五 (0 一 
了 ( 扣 )， 这 证 明了 色 确 为 最 大 值 点 ， 引 理 证 尝 . 

引 理 4.3 当 祥 本 分 布 族 为 (4.37) 并 满足 该 式 以 下 几 行 所 陈 
述 的 金 部 条 件 时 ,车 色 为 全 之 一 点 ,0 二 (07 天 天 雪 轴 , 而 时 
在 也 的 边界 日 一 B, 上 (参看 (4.37) 式 以 下 关于 8B, 和 加 音义 
的 描述 ), 则 当 &8 沿 着 联结 和 8' 的 直线 段 趋 于 8* 时 ,有 


由 是 
lim {exp( >9T.C0)) dur) = [expl D0: Tc dnd). 


证 明 不 失 普 遍 性 可 设 加 二 0( 否 则 以 新 参数 8 十 % 代 8 即 
可 ,指数 形式 不 变 ). 因 0 为 内 点 ,存在 s>0, 使 闭 球体 { 外 8 | 委 s) 
二 B,。， 为 书写 方便 不 妨 设 es= 一 区 (以 新 参数 后 取代 丰 ，0E 外 意 
味 着 
[< 
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在 线段 09” 上 找 一 点 gp 使 | gp-9* 一 1,pE Bo、 当 8 属于 线段 99” 
内 时 ,有 


EF 
| SxPp ( DiaT, zdr 


1 一 1 


一 | exp@ 一 OT (rNexp Tir) dp 


一 | expce — PD'T(r) de', 
于 处 T= 二 (Ty TD 而 dp (x) 一 exp(YT(z))dp, 由 9E 后 知 
| dy" < co， 《4. 39) 


因 0 € @， 有 | expCC0" 加 
PT du < co。 
i Em 

考虑 到 gg 和 09" 的 位 置 关系 如 oo 
图 4, 存 在 wa;0<ea< 1 ,使 2 一 5 一 
ak 一 py， 因此 ,应 用 不 等 式 x 
<zr+1 当 0<accl 及 zx>0, 有 图 4 

expt(0 一 PDTC) 三 expbft” — pT) 十 1 


由 此 式 , 注意 到 (4. 39) 及 [expe 一 时 了 (z))dp <oo,0 
由 线段 05” 内 趋 于 8* 时 ,可 用 控制 收 伍 定理 . 得 
lim | exptF Tr dr = lim | exbffB 一 PD'TrY Nd 
太 pr 2 


I-pl=1 


[expe — PD'T(r dp" = | exp 0"'T Gr)ydp, 
如 所 和 欲 证 . 
现在 不 难 完成 定理 4. 5 的 证 明 . 记 
和 (的 = Cexpo Tr)), 
f(0) = logg (6) = logC 0) + OTCz). 
有 (一 了 Ff/39.8) 一 (一 logC C0) /8.9)). 按 不，… ,Ti 线性 无 关 之 
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假定 , 据 前 述 方 阵 ( 一 logC( 人 /六 的 )=COVTy>0. 于 是 据 引 理 
4.2, 若 伺 然 方程 ar/ 纹 =0,1si 扫 上 有 解 山 ， 它 必然 是 fC(，), 因 
而 是 &(，) 在 @@ 内 的 最 大 值 点 . 因此 ,为 证 为 gC('，) 在 B,。 上 之 
最 太 值 点 (因而 是 MLE), 另 须 证 

& (人 Ee) OER 0. (C4. 40) 


分 两 种 情况 : 
1° 0E 这 时 ,让 5 沿 着 线段 %2 的 内 部 趋 于 & 按 引 理 4. 3， 
有 . 


| exp(BTCc)du > | expt T(x) dr, 


且 因 8€ 8, 有 0 过 | jexpC T(x) dp 二 coo，, 由 上 式 知 C(D> 
COD) ,于 蚌 g(D 一 gD, 由 于 8E 人 ,有 g( 的 < 之 g(01), 故 得 gC9) 
<s ED)， 


2 .0 人 世 B,gec 8, 6 由 于 9 蕊 B, 必 有 | 


按 Fatou 引 理 ,有 liminf | errmdy 之 | erredu = oo, 这 证 明 
了 当 B5 沿 着 线段 %8 内 赵 于 8 时 ,有 C(O) 一 0; 因 而 CC(6)==0, 于 是 
£809) 一 0<g (0)}， 这 证 明了 (4. 40), 因 而 证 明了 本 定理 . 

刚才 在 情况 1* 我 们 得 到 g (9)<g (9,)， 事实 上 必 成 立 严 格 的 
不 等 号 . 因 按 引 理 4.2 中 的 论证 , 当 了 由 乓 由 出 发 沿 轴 8 渤 至 9 时 ， 
gz( 仿 是 严格 下 降 的 . 这 样 我 们 进一步 明确 了 ; 当 似 然 方程 在 @, 内 
有 和 解 时 ,此 (唯一 } 解 不 仅 是 似 然 函数 在 8,。 上 的 唯一 最 大 值 点 ,也 
是 它 在 8, 上 的 唯一 最 大 值 点 ， 

如 果 对 一 切 zE 经 做 然 方程 都 有 唯一 解 久 , 则 名 就 是 9 的 唯 
一 的 MLE. 狗 4.6 表明 情 况 不 必 总 是 如 此 ， 它 究竟 在 何 时 成 立 ? 
我 们 来 指出 一 个 简单 有 用 的 充分 条 件 ， 

设 样本 空间 多 是 欧 氏 空间 的 一 个 并 子 集 ,@=@ ,日 和 的 
每 个 点 都 是 的 支撑 点 ,又 荆 (x) 一 zx. 则 对 任何 zxE 名 , 似 然 函数 
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8(9) 二 CC0)e* 必 在 ,内 达到 其 在 闭 包 人 台 上 的 最 大 值 ,这 最 大 值 
点 就 是 似 然 方程 在 @s 内 的 唯一 解 . 

为 证 此 结果 ,只 人 须 证 明 当 {处 } 由 B 内 收 合 于 BB 一 B@, 之 菜 点 8 
或 1 六 1 一 ce 时 , 必 有 有 (一 0 前 一 情况 已 在 证 明定 理 4.5 时 
处 理 过 了 , 现 考虑 后 一 情况 . 不 妨 设 /外 >a, Dal =1. 

给 定 x E€ 学 ,其 似 然 函数 为 g(0) 一 Coeem 一 


| | emancz)) 故 只 须 证 


lim eh- d p(x) = co， 


因 zx 和 及 而 地 为 开 集 ,可 知 当 :>0 充分 小 时 , 开 集 B= {xz: 
a (rz 一 Zo) >e) 门 骂 非 空 ,在 8 中 任 找 一 点 5, 找 >0 充分 小 ,使 
球台 = {zx; zxz 一 5 过 CB. 因 5 为 & 的 支撑 点 ,有 (D>0. 
现 有 


liminf | er sdp 
> | liminf exp(CO./ 0,1) 0 Cr — ze)dr 


> | Liminf exp{a’ (x — xo) | & | Jd. 


因 在 内 有 a (zx 一 x0)>e, 上 王 oc0; 叉 pLD)>>0, 故 上 式 肝 端 
为 ce, 从 而 证 明了 所 要 的 结果 . 

如 果 互 的 分 布 为 离散 型 的 , 则 *. 字 为 开 集 ?这 个 条 件 不 成 立 ， 
例 4.6 属于 这 种 情况 . 若 夺 的 分 布 为 连续 猩 ,dp 一 让 (z)dz 而 {x: 
上 tr) 及 为 开 集 , 则 “ 络 为 开 集 ?的 条 件 满足 . 即使 {x :hhCzx)>>0} 
不 为 开 集 ,一般 其 边界 的 工 测度 为 0, 在 {z:pz)>>0 中 去 掉 边 界 ， 
剩 下 之 集 多 为 开 集 且 仍 为 y 的 支撑 ,这 时 “多” 内 每 点 都 是 的 
支撑 点 ?的 条 件 也 满足 笠 下 就 是 纯 一 色 这 个 条 件 , 它 不 必 成 立 ， 
而 这 时 似 然 方程 就 可 能 不 必 对 每 个 +E 多 都 在 人 @ 内 有 解 ， 甚至 
于 , 集 {z:zE 2, 似 然 方程 在 入 内 有 和 解 } 的 概率 可 以 小 于 1. 我 们 
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把 举 当 这 种 例子 的 任务 交 给 读者 (习题 17 ,18)， 
当 样 本 分 布 谈 为 一 般 指数 型 


fF lz Pd = CPexp( DQ PTT) dpE B (4.41) 
i=l 


时 (不 同 的 8 和 值 对 应 不 同 的 分 布 ), 则 为 求 8 的 MLE, 一 个 办 法 是 
把 C4, 41) 归 化 到 自然 形式 


fxdp 一 CCg)expl DATAr)) dp. (4. 42) 
这 无 非 是 作 一 个 变换 
1 4, 3 


找 出 (4. 42) 的 自然 参数 空间 台 ， 若 (4. 42) 的 似 然 方程 在 侣 的 内 点 
集 @@ 内 有 一 解 名 = (8 2, 则 把 B 人 代替 (4.43) 中 的 (A 
<&) 而 解 方程 组 (4. 43). 若 (4.43) 在 冲 上 有 和 解 匈 ( 它 必 唯一 , 因 铝 
唯一 ,而 且 在 分 布 族 (4, 41) 下 ,不 同 的 Pp 应 对 应 不 同 的 分 布 ), 它 就 
是 (4.41) 中 参数 p 的 MLE， 当然, 在 QQ,(D) 可 微 ( 这 时 CCPD) 必 可 
微 ) 时 ,也 可 以 直接 建立 (4. 41) 的 似 然 方程 去 求解 ,但 这 样 做 可 能 
更 麻烦 . 

如 果 (4.42) 的 似 然 方程 在 @@ 内 无 解 , 或 昌 有 解 名 但 当 以 尔 
代替 (4.43) 中 的 4 时, 解 不 出 gp; 则 (4.41) 中 参数 9p 的 MLE 不 存 
在 ,至 少 是 不 能 通过 解 似 然 方程 求 出 来 . 

例 4.8 (〈X7)…，(X. 7) 是 从 二 维 正 态 总 体 

x|( 2 “oe < ,lp <1 
中 抽出 的 iid. 样本 ,要 求 瑟 和 的 MLE. 密度 函数 为 
(9x0 wT 一 PP) "exp(— (20(1 一 p02))-! 


大 
> CT 二 yt CO— Zpriy)). 
i=1 


引入 新 参数 久 二 一 {20 0 一 0 7, 如 二 poi 一 p27) ,以 化 成 自 
然 指数 型 族 
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CO Oexp OT 十 HT dg, (4. 44) 


其 中 
CO 0.) 一 【2r7 "(4 一 BB 2， 
dp 一 dzi…dzdyi…dqyo， 


上 
T= T(r 》 一 > (好 十 ye) 
fm 1 


下 
Ts 一 Tt yy 一 了 ix 
i=1 
自然 参数 空间 为 {反之 0. 反 半 0,4 瑶 人}，(4. 44) 的 似 然 方程 为 
— n40./ 48 — RY = Tn20/ (A 一 多) = T,. (4.45) 
不 必 直 接 解 (4. 45) ;而 利用 Coe ;P) 与 (0 :0;) 的 对 应 关系 


oO=— 20 /C40 — RF), 户 三 一 es, 
即 解 出 的 MLE 为 Ti/2nsp 的 MLE 为 2T,/Ti. 按 定理 4.5, 这 
解 确 是 唯一 的 MLE. 


在 fxz:8) 对 8 不 是 处 处 可 导 , 甚 至 有 不 连续 点 存在 时 ,但 然 
方程 已 不 可 用 , 这 时 求 MLE 就 只 能 就 事 论 事 地 去 做 了 , 一 个 重 
要 情况 是 一 维 截断 型 分 布 族 

frODdr = COORD Tn Cx) dz, 


0 过 8 之 oo( 单 边 》， (4. 46) 
fr,D, ,0 Yd x 一 Ce 02) hr) Te sn CT} dz, 


这 里 his ) 0 定 饼 于 (0,co)( 单 边 ) 或 (一 00,o0)( 双 边 }, 目 
fCaydz 之 中, 一 切 9 之 0( 单 边 )， 


Co) 一 (jceeaz| ， 4.48) 


p, 
| aa?dz 之 00; 一 切 之 如 (双边 )， 
t 


8 一 ! 
co ,2 ) = [| Acadz . C4. 49) 


设 从 此 分 布 中 抽出 iid. 样本 ，…,X。， 记 | 
RK, = min 第 = maxtKi tk ), 


对 单 边 情况 , 似 然 函 数 为 CC0) [Cz 《Ti,.=… (90), 双边 情况 则 


为 C0480) [CEDT (Tc). 又 因 C09) 为 8 的 严 
jl 


降 匡 数 , 而 当 久 增加 (不 超过 对 o) 及 9, 下降 (不 小 于 半 (w) 时 ， 
CC ,0,) 严格 增加 ,可 知 往 单 过 情况 ,6 的 MLE 为 XX, 而 在 双边 
情况 ,9 和 名 的 MLE 分 别 是 环 as 和 瑟 注意 这 与 4 的 形式 无 关 . 
特别 , 当 & 三 1 时 得 到 均匀 分 布 . 

在 的 匀 分 布 (双边 ) ,总 体 均 值 的 MLE 为 (Xo 十 Xmw)/2. 此 
为 无 偏 慷 计 , 且 因 此 估计 只 依赖 于 充分 统计 量 ( 玉 0 ,XX,》, 它 就 是 
(及 十 旬 )72 的 唯一 的 MVUE， 其 矩 佑 计 , 即 及,, 也 是 无 偏 但 非 
MVUE， 这 个 例子 及 其 他 类 似 例 子 给 人 一 种 印象 , 即 MLE 较 之 
逢 估计 有 较 好 的 表现 . 这 一 般 来 说 是 对 的 ,尤其 是 在 样本 很 大 时 
《 见 定理 4. 9). 在 样本 量 不 太 大 时 则 难说 . 如 在 单 边 均匀 分 布 ,6 
的 MLE XX 在 不 太 大 时 可 严重 偏 低 C 不 仇 Ey) 二 《x 十 12) 
n8<9.， 且 以 概率 1 有 六 6, 志 四 ,而 矩 估计 则 是 危 偏 的 ， 另外 , 算 估 
计 可 用 于 某 些 MLE 无 法 使 用 的 情况 ,主要 是 在 总 体 分 布 族 是 非 
参数 族 时 . 


MLE 的 相合 性 


MLE 的 大 样本 理论 有 两 个 层次 :一 是 从 MLE 的 极 值 定义 出 
发 , 这 种 处 理 很 难 ,需要 加 上 很 繁重 的 正则 性 条 件 , 好 处 是 它 确 是 
针对 MLE 本 身 ， 另 一 种 是 从 似 然 方程 出 发 ,这 实际 上 是 讨论 似 然 
方程 根 的 大 样本 性 质 . 由 于 似 然 方程 根 不 一 定 是 MLE ,这 就 偏离 
了 原来 的 主题 ,除非 在 该 种 情况 下 能 肯定 这 个 根 就 是 MLE( 指 数 
型 族 是 一 个 重要 例子 )， 这 个 途径 处 理 较 易 ,但 也 需 加 上 繁重 的 正 
则 性 条 件 - 
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这 里 先 考 虚 相合 性 问题 . 设 买 ，… ,XX, 为 iid. 样本 , 扯 自 具体 
分 布 Frzg)drfzr) 的 总 体 . 设 8 为 一 维 ,参数 空间 全 是 一 个 开 区 
闻 . 设 对 样本 空间 侣 ”内 每 个 xz, 了 (x1 仆 记 0 且 3f(x,0)/8 在 日 
上 存在 . 

定理 4.6 设 上 述 条 件 满足 , 且 对 真 参 数值 b 有 


| llogf cz,0,) [fOr de < o0, C4. 50) 
则 以 概率 1 当 x 充分 大 时 ,可 找到 对 数 似 似 方 程 
是 
D> dogf (Xi /WV = 0 (4. 51) 
i=1 


之 一 根 雇 (X,,…, 充 ,) ,满足 
PRI KK) 0 a.s, Pa. 

义 若 (4. 50) 对 一 切 扣 E 旭 成 立 , 且 样 在 着 台 的 一 个 强 ( 弱 ) 相 合 估 
计 妃 , 则 存在 8 的 一 个 强 ( 妮 ) 相 合 估计 , 它 以 概率 1 当 充分 大 时 
是 方程 (4. 51) 的 根 . 

注 ”定理 前 半 所 涉及 的 不 是 一 个 佑 计量, 因为 它 依赖 于 未 
知 的 参数 值 加 ， 有 的 著作 把 如 称 为 的 相合 估计 是 不 确切 的 . 

“以 概率 1 当 wn 充分 太 时 某 某 事情 发 生 ” 的 说 法 ,在 大 样本 统 
计 中 不 时 见 到 ， 拿 本 定理 前 半 来 说 ,此 语 从 无 穷 乘 积 空间 :县 ” 去 
理解 最 好 :存在 .有 六 的 一 个 Borel 可 测 集 4, PPCA) 二 1, 使 当 点 
(三 和 时 存在 与 此 点 有 关 的 自然 数 NN, 致 当 n>>N 时 方 
程 (4. 51) 有 一 根 久 (着 和。 上 在 此 点 当 m>co 时 , 根 良 (和 mw， 
区 ,) 有 极限 轧 ， 值得 注意 的 地 方 是 N 与 该 点 《10 有关， 

定理 的 证 明 依 赖 下 面 的 引 理 . 

引 理 4.4 在 条 件 (4, 50) 之 于 ,对 任何 9E 引 ,积分 


Ea llogf(X,0)) = | logf (2,0 f(z,0) dy (4.52) 


有 意义 (可 为 一 se)， 且 
Es (ogf {RK,0)) < Es (logf (XH)), GOA O. (4.53) 
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证 明 不 妨 设 82 尖 6 ,因由 假定 (4. 50), 当 8 一 各 时 44, 527 有 
意义 且 取 有 限 值 以 a+ 和 ae 分 别 记 maxfka;0) 和 一 minka,0)， 有 
2&+20t 了 0 一 a+ 一 和， 现 有 

FT frey + Fr 0d) 
(los f(x) = [log yim) Fm) 
且 EsCfCX,0)/f(X,0)) = | fCz,9)dp = 1， 故 得 


中 
(log 7 ) 


这 样 ,Es (log CFCX,90)/ 了 CX,0))) 有 意义 (可 为 co), 因 而 
Es (ogf CX ,0)) = Es (dogf (X ,0,)) 
— Es (logCf (XR,0)/ FX ,0 )) 
也 有 意义 (可 为 一 ce) ,因为 按 (4. 50) ,右边 第 一 项 有 意义 日 有 限 . 
为 证 后 一 结论 ,注意 一 logz 是 x 守 0 处 的 严 西 末 数 , 故 按 
Jensen 不 等 式 ( 见 (2.2) 式 ), 有 
Es (— logCf (KX, /fC ,0))) 
> log Ee OC(XD/ XN)) 一 0， (4, 54) 


等 导 当 且 仅 当 (XX, 扑 /FLX, 妈 ) 以 概率 1 退化 为 一 常数 时 成 立 ， 
即 上 只 当 fx, 的 二 f(z,0)a.s. Ps 时 成 立 由 于 f(xy 名 ) 在 铭 上 
处 处 大 于 0, 得 知 
人 = Fr ba.s. Pe {fT = fr ,dh)a, e. pp}, 

因此 ,(4. 54) 中 的 等 导 愉 当 了 (zx) 站 二 (zs)a. e.& 才 成 立 ; 而 后 
一 关系 意味 着 4 和 铝 对 应 着 同一 分 布 , 由 于 2 天 名, 这 不 可 能 (在 
任何 情况 下 我 们 总 假定 :不 同 参数 值 对 应 着 不 同 的 分 布 ,否则 按 定 
理 4.2 前 面 的 说 明 , 相 合 估 计 不 可 能 存在 ), 因 此 (4.45) 必 成 立 不 
等 号 ,这 证 明了 (4. 53?， 引 理 证 毕 . 

定理 的 证 明 取 e>0 充分 小 使 亢 士 smE 昌 ,天 一 1 2 按 
引 理 4. 4 及 Kolmogorov 强大 数 律 , 知 存在 .区 “中 的 概率 为 1 的 
集 4A, 便当 (zz ) EA 时 ,对 充分 大 的 ntn 与 点 (zx)》 
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0<E 


j<i<~. 


有 关 ) 有 
Sl cz,0, 士 spray < > 下 (xivgo). 《4. 55) 
r=1 于 一 上 


此 处 已 记 (zi, 妨 二 dog/(xi,9)/91s-p， 由 上 式 知 , 栈 数 2) 有 (x ,6) 
在 区 闻 [& 一 6/m,@ 十 ef/m] 内 必 有 局 部 极 大 值 点 , 即 方程 (4. 51) 
之 解 . 令 4 二 门 4., 则 4 的 概率 为 1, 且 若 (z1,z2,…) E 4, 则 当 


n 充分 大 时 似 然 方程 有 解 . 对 这 样 的 n, 取 Bz,… ,zx,) 为 最 接近 
于 反之 解 , 则 显然 有 Cz,… ,zx,》 一 所 ,于 是 证 明了 定理 的 前 半 . 

为 证 定理 后 半 , 设 参数 真 值 为 名 .刚才 已 证 ,以 概率 1 当 nn 充 
分 大 时 , 似 然 方 程 有 解 , 且 在 所 有 的 解 中 存在 一 个 解 名 (Cx,… xn》 
一 抽 a,s,， 在 所 有 的 解 中 挑 一 个 最 接近 于 区 者 , 记 为 名. 注意 , 找 
出 似 然 方程 的 全 部 解 ,以 及 从 其 中 挑 出 最 接近 于 五 这 两 件 事 ,都 
只 须知 道 样本 (x1,…z,) 而 不 用 知道 真 参数 值 %. 因此 ,如 确 是 估 
计量 , 现 因 | 训 一 织 | 志 | 弘一 殉 |, 有 

| 及 一 六 | 和 雪人 一 瑟 | 十 | 于 一 搞 | 

所 | 外 一 杞 | 十 | 如 一 后 | 
过 | 如 一 和 | 十 2| 纹 一 损 | 一 0a.s. 或 inpr.， 

此 因 让 一 而 一 0 a.s. 而 纺 一 一 0 a.5, 或 in pr. 这 证 明了 如 是 8 
的 强 或 弱 的 相合 佑 计 . 定理 证 毕 . 

注 在 欧 氏 样本 空间 ,当心 定 (4. 50) 对 一 切 如 E 日 成 立时 ,可 
议 证 明 8 的 强 相合 估计 必 存 在 ,因而 记 的 存在 不 必 作 为 假定 ， 事 
实 上 , 因 f(z,D 对 8 有 导数 , 邦 f(r0) 一 f(x, 四 当 8 -一 8 对 一 
切 z, 按 Seheffe 定理 ,有 | _1f(z,0) 一 f(z,0)|dpx(z) 0 当 8 
一 8. 这 样 ,当中 一 8 时 ,两 分 布 Pe 和 Ps 的 Kolmogorov 距离 ( 见 
(4, 13)) 趋 于 0. 可 以 证 明 , 这 时 8 的 强 相合 估计 存在 这 样 ,我 们 
不 加 证 明 地 提出 如 下 的 定理 : 

定理 4.6 沿用 定理 4.6 的 前 半 部 的 假定 ,又 设 (4.50) 对 一 
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切 所 所 日 成 立 且 样本 为 欧 氏 的 , 则 存在 着 8 的 一 个 基于 iid. 样本 
的 强 相合 估计 , 它 以 概率 1 当 充分 大 时 是 似 然 方 程 的 一 根 . 

以 上 的 方法 可 推广 到 9= C0.,… ,4)' ,之 1 的 情形 ,但 要 补充 
新 的 正则 条 件 . 

设 总 体 和 有 分 布 Frz,p)dn:0 属于 R* 中 的 开 集 四 对 于 的 值 
域 空间 上 的 任何 zx,A(z, 站 作为 8 的 函数 在 全 上 处 处 天 于 0 上 且 有 
一 阶 偏 导 数 ， 记 

hr) 一 hx ye ,har 0)), 
AAT0) = dogf (rx,0/W,, 


及 对 RR 中 的 向 量 a 一 《ely…yet)yy 记 lal 一 2 |ai|. 对 所 各 名 和 
充分 小 的 6 守 0, 定义 
H(z Be) = sup{ [ARC D | — W|I}, 
假定 当 e>0 充分 小 (可 与 负 有 关 ) 时 有 
Es HOX ,0 ,e) < ce. (4. 56) 
定理 4.7 设 以 上 条 件 金 成 立 , 六 ，，…， 义 。 为 抽 自 此 总 体 的 
iid. 样本 ,并 有 的 一 全 强 ( 幼 ?相合 估计 到 ,网 存 在 2 的 一 个 强 
( 弱 ) 相 合 估 计 , 它 以 概率 1 当 ? 充分 大 时 是 亿 然 方程 
DhCK,0) 一 人 
之 根 . 
当 样 本 空间 为 欧 氏 时 ,8 的 强 相合 估计 必 存 在 ,定理 4.7 中 关 
于 二 存在 之 假定 可 免除 ， 
定理 证 明 与 8 为 一 维 时 不 同 之 处 在 于 :代替 (4, 55) ,此 处 需要 
证 明 : 对 任 给 名 E 吕 及 充分 小 的 e>0, 以 Ps 概率 1 当 ? 充分 大 时 
有 


sup{ Dlogf OX., DOE So 一 Dlogf x, ;0.) (4. 57) 


其 中 3 一 {9: 19— 名 | 二 eim)， 证明 如 下 ; 
170 


1 证 明 对 充分 小 的 em>0 及 亚 王 192， 

n= Eelogf (XB) ~— sup{Eslogf (XD E Hn) > 0. 
用 反 证 法 , 据 引 理 4.4;7 宇 0, 若 上 式 不 真 , 则 可 找到 一 串 1)} 己 
Sor 20" ES, 使 已 logFCX,2 一 EalogFCX,8)， 利用 条 件 
(4, 56? 及 控制 收 伍 定理 ,由 和 一 久 又 可 推 得 Eslogf(X,) 一 
Ealogf(X,0'), 故 有 Eslogf(X 0) 一 Eologf(X,98"). 由 于 扩 关 
加 , 按 引 理 4.4 这 不 可 能 . 

2 在 5S» 上 找 一 个 有 限 集 4, 使 ax mig19 一 a|<A, 其 中 A> 
0 满足 

AEse HOX, 0, ,se/m) < 9A8， 《4. 58) 

4 的 存在 由 04. 56) 保 证 . 

3° 因 4 为 有 限 集 , 据 1 与 2 及 Kolmogorov 强大 数 律 ,以 概 
率 1(Ps ) 当 王充 分 大 时 有 


Dlogf Ki) > Slogf (Kisa) + nn/2, 
Ek + 一 】 
一 切 a € 4， 《4. 59) 
427 可 (94) < nn/6, C4. 60) 
izl 
Ad” 任 取 858E5;,, 找 aEA4A, 使 |a 一 8| 过 4. 有 
logf CX,,0) Slogf (KX,a) 
十 llogf (Xi,a) — logf (XD 1 ,1 Ei 
因 a 和 8 都 属于 5S。, 易 见 
[logf (Xa) ~— logf (Xi,0) | HOXi Oe/m} la — 0| 
SAHOOX, te/m) sl ih 
由 此 知 


Dlogf XO 委 Dogf (Kisa) 十 4 HOK, ,bosefm). 
zt 一 了 t=I i=1 


因此 , 当 (4. 59) 和 (4.60) 都 成 立时 ,有 
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> logf (Xi,0) & Dslogf Xi) — ng/3, 
1 1 =I 


由 此 式 ,结合 3* 中 所 证 以 概率 1(P。) 当 = 充分 大 时 (4.597 和 
(4. 60) 同 时 成 立 的 事实 , 即 得 (4. 57)， 得 到 4. 57) 后 ,以 下 的 证 明 
与 定理 4.6 无 异 . 定理 证 毕 ， 

以 上 结果 还 不 能 解释 为 MLE 的 相合 性 ,除非 可 以 验证 MLE 
是 和 似 然 方程 的 歇 一 和 解 . 这 一 点 对 指数 型 族 成 立 ( 定 理 4. 5), 且 对 这 
个 特例 ,相合 性 的 证 明 更 简单 . 

设 总 体 和 的 分 布 为 自然 指数 型 族 

Fr = COexpO Tr di, € 加， (4.61Y 
此 处 8==( 和 7 妨 工 (一 CTC,Ti(X)Y ,而 参数 空间 如 
则 到 为 自然 参数 空间 母 的 内 点 集 . 这 样 和 做 的 目的 是 排除 8 一 如, 中 
的 点 ,这 些 点 不 好 处 理 ， 定 理 4.6 和 和 4.7 中 假定 如 为 开 集 也 是 这 
个 道理 . 

设 @ 中 不 同 的 #8 对 应 (4. 61) 不 同 的 分 布 ,这 等 价 于 要 求 工 ,， 
,Ti 线性 无 关 ， 事实 上 , 若 存 在 不 同时 为 0 的 常数 a,-…as 及 党 
数 ao 使 

Pra TN) 十 十 ay 十 一 0 一 1 
对 基 个 8 印 , 则 aiTiCz) 上 +T… 十 arTifz 十 a=Dasesp 因 而 对 每 
个 8E 人 多, 当 e>0 充分 小 时 ,8 和 8 十 ea 对 应 同一 分 布 ,a 二 (a1,-…， 
oa》 ， 友 过 来 也 易 验证 ,车 ,… ,了 不 线性 相关 , 则 不 同 的 8 必 对 
应 不 同 的 分 布 . 

另外 ,由 于 即使 在 指数 型 族 之 下 , MLE 也 不 一 定 存在 { 例 

4.) ,我们 针对 指数 型 族 把 MLE 的 定义 修改 一 下 ， 
似 然 方程 的 唯一 解 , 若 解 存在 ; 
ME 二 任意 定义 若 解 不 存在 ， “52) 
此 定义 的 合理 性 基于 定理 4, 5， 

定理 4.8 设 关 ，… ,XX, 为 抽 自 总 体 (4.61) 的 iid. 样本 , 则 以 

概率 1 当 充分 大 时 , 似 然 方程 
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PC COCO 十 DITOK) = 0 《4. 63) 


有 唯一 解 如 ,是 由 (4.62) 定 义 的 MLE 是 8 的 强 相 合 居 计 , 此 处 
COC (= 90000 /Ws A /A 

证 明 首先 注意 :对 任何 a€ R*, 若 方程 一 C' (80)/C C0) 二 a 在 
B。 内 有 解 , 则 必 唯 一 . 此 由 引 理 4. 2 得 出 ( 取 其 中 的 函数 ff 为 f 
(0 一 C48)e"", 并 利用 工 ,,…T 不 线性 相关 以 导出 该 引 理 中 的 方 
阵 A4(9) 为 正定 )， 以 BB 记 一 C' (OD)/C (四 的 值 域 :8= {一 C* 09/ 
CD .8EB)}. 因为 C'()/C( 耻 建立 了 由 人 B, 到 B 的 一 一 对 应 且 
B, 为 开 集 , 知 B 为 R* 中 之 开 集 . 

取 定 8E@,, 注意 到 了 的 期 望 m (人 = 一 BEoT 一 一 C (0)/CC0), 取 
E>>0 充分 小 ;使 D={a; 1 aa 人 9) 一 a | 之 e} 福 B, 依 Kolmogorov 强 


大 数 律 ,以 概率 1(Ps) 当 充分 大 时 ,有 | DTV /a m0) [< 


e' 即 和 T(z)/nE DEB. 按 B 的 定义 ,对 这 样 的 (X,,…,,), 似 
然 方程 (4. 63) 有 (唯一 ) 解 . 再 由 定理 4.5 得 出 ,这 个 解 确 是 似 然 
阔 数 在 @, 的 闭 包 上 的 最 大 值 点 ,这 完成 了 本 定理 的 证 明 . 

对 一 般 指数 型 (4. 41) 的 情况 ,可 以 先天 变换 (4. 43} 将 其 归 化 
为 自然 指数 型 (4. 42). 找 (4. 42) 人 参数 8 的 MLE , 它 是 8 的 强 相 
合 估计， 就 44. 43) 解 出 ?通过 0 表示 :9 一 QT , 则 多 一 QQ ) 
是 9 的 MLE, & 是否 相合, 要 看 反 函 数 忆 ~! 是 否 连 续 . 

MLE 存在 但 不 相合 的 例子 也 有 ,如 例 4. 3. 因为 该 例 中 8 没 
有 相合 估计 ,直接 证 明 也 很 容易 (习题 24). 


MLE 的 渐 近 正 态 性 


设 总 体 区 有 分 布 Fr 人 dkz)8eE 加 为 有 中 之 开 集 ,让 
在 - 理 X 轴 上 处 处 大 于 0, 设 有 iid. 样本 Ks 
定理 4.9 在 一 定 的 正则 性 条 件 下 ,存在 8 的 一 个 BANE 已， 
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它 以 概率 1 当 n 充分 大 时 为 似 然 方程 的 解 , 即 
Va D> N00)), (4. 64) 

其 路 (由 为 Fisher 信息 阵 . 

所 需 的 正则 条 件 将 在 下 文 推导 中 陆续 指出 . 我 们 这 样 陈述 ， 
是 表明 不 必 过 分 重视 这 些 很 繁复 的 正则 条 件 的 细节 . 不 论 如 何 ， 
这 类 结果 的 统计 意义 无 非 就 是 本 定理 中 的 定性 式 撒 述 , 

首先 ,为 使 亿 然 方程 有 意义 ,f 对 8 的 各 分 量 一 阶 偏 导数 
下 (二 有 = (Aogf (r/ogf (rx,0) /9)' 要 在 在 . (4. 64) 
中 涉及 771(9) ,这 要 求 其 存在 并 正定 . 其 次 ,需要 保证 以 概率 1 当 
z 充分 大 时 名 是 似 然 方程 的 根 且 相合 ( 因 满 足 (4. 64? 的 色 是 相合 
的 ) ,为 此 可 施加 定理 4.7 的 条 件 . 这 样 ,以 概率 1 当 ” 充分 大 时 
有 


0 一 CX) 一 之 ACXrO) 十 Dy ARO.) — ACX,,0)) 
了 一 1 二 f=1 


_ SA yy 
NNDB D+ OR 0), 


C4, 65) 
这 里 纹 (XXi, 提 / 吉 为 上 上 阶 方 阵 , 其 (uw) 元 为 六 .CXi, 外 /9.，R。 也 
是 下 阶 方 阵 ,其 Ca 四 元 的 绝对 值 不 超过 
sup{|Flogf (XO /WW,. 一 Flogf (Xi Pp) /Man |. 
lg—81 #81}, C4. 66) 
将 (4.65) 改 写 为 
[3 /a)] VRB, — 0 + (DR/n) An, 0) 


io= 1 


= SMXO) Yn, (4. 67) 
接 Kolmogorov 强大 数 律 ,有 
» ep fa >— 1(0), a.s, Po. (4. 68) 


i=1 
也 
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Esh(X 8) = 0， COVeCh(X) .0)) = (0),， C4.69) 
后 一 式 即 7( 从 的 定义 ,前 一 式 : 
Esh CX1,0) = | af (x,0) /Wantz) 


一 | lim fr 10,) 一 LAC 


0 总 
=lima | fr 一 | f(z,0dplz) 
一 lima 0 一 划一 D 
航 限 号 可 提出 来 要 有 条 件 , 例 如 对 某 个 s>0 有 
{sup{ af XD/B) :19 — 0 < dur) < ec 


《4. 70) 

由 (C4. 69) , 据 中 心 极限 定理 ,有 
— FRROS SR NOTON). 4.71) 
若 能 证 明 PRs/n > 0, a.s, Poe, C4. 72) 


则 由 (4.67)，(4.68)7 和 (4.72)， 知 Vr (一 9) 与 一 I!1(8) 


(一 34CE,0)) /Vw 只 相差 一 个 0,01) 的 量 , 而 据 (4. 71) ,后 者 


之 极限 分 布 为 No CODOTCOOT IC90) 一 No 0) ,这 就 证 
明了 4. 64)， 
为 证 (4. 72) ,加 条 件 : 


Flog (xz,0)/69,3W, 在 8 蕊 日 内 连续 ， (4.73) 
对 每 个 8€ 日 ,存在 > 0( 可 与 8 有关) ,使 EnJ(X,0,e) < co， 
(4.74) 


其 中 
TR,B,E) = sup{|Flog/f Cx, 0 /Ran | 
| 划一 如 之 sen = 1 
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事实 上 ,由 这 两 个 条 件 ,用 控制 收 敏 定理 , 易 知 Eo 开 (七 ,2 一 0， 
当 e >0, 其 中 

下 (ze) = sup {|¥logf (x ,Pp) /da 

— Flogf x10)/%.39, 11g— 0) Ss. 
任 给 宫 >0, 找 e>>0 充分 小 ,使 

EsK (X06) 一 他 (4.75) 

以 Regayu) 记 只 的 人 ao) 元. 所 (4.66), 有 |R,(wyv0) | 所 KK (x0， 
1 一 6881， 由 于 名 一 9 一 0 a.s, ;以 概率 1 当 % 充分 大 时 ,有 
IRCusyv) | 所 尺 (x,9,5)， 于 是 有 


lim sup >, | 及 Co An SO lim DKK,,0, 0)/n .5,., 
jel Wo =] 


后 一 步 是 根据 (4. 74) 及 Kolmogorov 强大 数 律 . 由 于 人 >0 的 任意 
性 ,就 证 明了 (4. 72)， 

总 结 赵 来 ,所 施加 的 条 件 有 :定理 4,? 的 全 部 条 件 :T(0) 存 在 
且 正 定 ; 4. 70),(4.73? 和 (4. 75). 

对 指数 型 这 个 特例 ,由 于 似 然 方程 的 根 就 是 MLE, 可 证 明 
MLE 是 8 的 BANE, 且 证 明 易 直接 得 出 而 无 须 借 助 定理 4. 9. 

定理 4.10 设 总 体 分 布 族 为 自然 指数 型 (4.61), 假 定 从 
(4.61) 以 下 到 定理 4.8 前 那 一 段 所 描述 的 条 忻 全 成 立 , 旭 6 的 
MLE 是 BANE. 

证 明 记 r( 扑 = 一 C* (的 /CC 外 ( 见 (4,63) 式 )， MLE 满足 


位 然 方 程 (4.63), 妈 mt) = > TCXD jn. 由 于 ET(X)==m(9) 
1 一 


及 COVeT (ED 一 TO0 ,的 为 Fisher 信息 阵 , 由 中 心 极限 定理 ， 
知 


Vn( TCD 一 za] 一 NCO TON). (4.76) 
i=1 


前 已 指出 ( 见 定理 4.8 证 明 开头 一 段 ),m( 站 的 反 函 数 存在 ,是 从 
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=m!| DI TX /). 因为 


m-'(m(0)) = 0, 2 = [1(0), 


据 定 理 4. 3 及 (4. 76) , 立 得 (4. 64)， 定 理 证 毕 . 

在 天 的 支撑 为 有 限 集 时 ,定理 的 条 件 可 以 放宽 . 所 得 结果 在 
下 节 讨 论 拟 合 优 度 检验 时 有 用 . 

设 科 有 分 布 

Pe =a) = > 0 7 = ,0 EB, 

此 处 0 一 (8 8) ,如 作为 R' 的 子 集 ,其 内 点 集 加 非 空 ， 又 假定 
台中 不 同 的 8 相应 不 同 的 分 布 Pe. 

定理 4.11 假定 编导 数 加 (D9 ,If 和 ,1 扩 jSr; 在 名 内 
存在 连续 ,和 且 Fisher 信息 阵 了 (9) 一 (L(yeijer 为 正定 ,此 处 


dO) om (0 .. 
TL 一 2 元 全 3 多 2 假 民 为 蒜 的 iid. 样本 :而 


真 参数 值 一 6. ,… ,8 E68， 则 似 然 方程 至 少 有 一 解 台 满足 
VR (一 0 一 rN (0,1-1(9"))， 一 般 地 , 似 然 方程 任 一 相合 解 必 
是 8 的 BANE. 

证 明 先 指 出 几 个 预备 事实 : 设 a,,… ,aisb1,… ,Bb 都 是 非 负 
常数 ，2)a; 一 2)5, 二 1, 则 iadlog(ai/8) 污 0, 等 导 当 且 仅 当 a 
一 矶 ,1 委 i 生 下 时 成 立 ( 约 定 ailog (Caf86) 一 0 当 避 一 0 一 co 当心 天 0， 
5 一 0)， 事实 上 ,不 芒 设 ai,6; 都 大 于 0. 考虑 随机 变量 , 分 布 为 书 
《一 态 /a 二 giy 1 入 1 全 kk 因 一 logt 为 严 凸 函数 ,由 Jensen 不 等 式 
有 

Dailog {a/b:) = E(— logét) 守 — logE(é£) =— logl = 0, 
等 号 当 且 仅 当 以 概率 1 为 常数 , 即 a;=5 ,1Ai. 

其 次 ,以 p, 记 XX,… ,XX 中 等 于 aj 的 个 数 , 易 见 当 nn 一 oo 时 ， 

随机 向 量 
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Va pa 一 PIC 一 Pr) 
当 ;一 访 为 一 和 (ai ) 当 ;天 六 事实 上 ,上 述 随机 向 芋 可 表 为 
nD (6 一 EE5), 其 中 由 维 随机 向 量 与 ,8 为 iid. ,有 公共 分 
布 
Ps, 一 C10 ,0)) 一 A ), 
PEs 一 《0, 1 0) 一 A 0 


P(t = (010 01 = mF), 
简单 计算 表明 ,名 的 协 差 阵 COWV #5) 等 于 上 面 所 定义 的 方 阵 4. 
于 是 由 iid. 和 的 中 心 极限 定理 , 媚 得 所 要 的 结论 . 
回 到 定理 的 证 明 . 似 然 方程 为 


pe A lsj<r 
取 58>0 充分 小 ,使 用 闭 球 {8: 0 一 六 上 圭 6) 己 .在 此 球 的 球面 
C 上 考察 函数 4 及 一 3 (x(t log Em) /rt ), 对 A(WDA 有 上 
述 预 各 事实 并 注意 到 C9) 的 连续 性 ,得 inf4(9) 之 0. 再 利用 强大 
数 律 , 知 以 概率 ICPe, 下 同 ) 当 ”充分 大 时 有 

inf Dy pulogCm C0) /m0)) >0, 


即 以 概率 1 当 = 充分 太 时 , 似 然 函 数 lpg 工 (的 在 此 球 中 心 处 之 
值 , 大 主 其 在 球面 C 上 之 值 . 由 (由 的 连续 性 , 知 logL( 四 在 此 球 
内 部 必 有 一 局 部 极 大 点 六 ,名 为 似 然 方程 组 之 解 且 满足 站 一 


3 
a.8. Po 记 加:(9)/39,1_4 一 hm: 并 注意 到 Dh 一 0, 有 


VPC 一 天 (名 ?3 VR CB) a) 
> nO.) hs= A ) i? 


i=] i=1 
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1 了 
由 x 的 偏 导 数 连 续 , 有 
A 一 yb — 6°,) 0, 
此 处 外; 为 了 的 第 分量, 而 点 (人 ,到 )' 在 站 和 让 的 连 线 上 . 
以 此 代入 上 式 , 得 


于 二 
>， pe Ep,, 二 > vn Or — d,s 
i Un s=1 


+ 一 1 


1 jr 


此 处 du -i 关 妆 因 妈 "a. s. Ps, 且 zx 及 其 偏 导数 


连续 ,有 limd, 一 J,《8 ya, SS。 Pp, 因此 得 到 
vn oF = 10,)2, 十 osfl)， 
基 中 2， 一 《Za -)' ,而 


vn (Cp, A A i) . 
=» 和 (全 lier 


2 


以 妃 记 >X 矩阵 (bw), 其 中 本 一 元 裤 >， 因 据 预备 事实 有 


VT Cpafn— m0) Cpa/n A) NO, A Z. > 
Nt0,BAB')， 简 单 计 算 表 明 BAB' = 二 IT(8), 于 是 得 到 1-1 (0°)Z 


半 N(0,1-1(9))、 这 完成 了 定理 的 证 明 . 

当 正 则 性 条 件 ,特别 是 且 的 支 榜 与 9 有 关 时 ,定量 4. 9 的 结 
论 可 以 不 成 立 ,这 特别 是 在 入 有 截 新 型 分 布 时 ,网 如 , 设 样本 XX，， 
id, ,~ ROO OOO0. 8 的 MLE 为 飞 , 一 max(X ,XN,) 
不 难 证 明 : 不 论 怎样 去 选择 握 >0 和 a, 都 不 能 有 (X6y 一 2) /6 一 
NCO,1). 
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4.4 ”次序 统计 量 


次 序 统 计量 的 概念 已 见 例 1.2, 它 在 统计 上 有 不 少 应 用 , 且 有 
丰富 的 渐 近 理论 . 本 节 将 介绍 与 统计 应 用 关系 最 密切 的 ,与 次 序 
统计 量 有 关 的 渐 近 分 布 问题 ， 

次 序 统计 量 的 一 个 主要 应 用 是 估计 分 布 的 分 位 数 ， 随 机 变量 
天 有 分 布 函 数 焉 . 设 0<p<1, 则 总 (或 五) 的 户 分 位 数 定义 为 这 拌 
一 个 实数 如: 使 

PAX <AIEPpEP(XEL) FOO0 RPEFO,)Y. 
如 屎 处 处 连续 , 则 上 式 成 立 等 号 . p 分 位 数 不 一 定 叭 一. 之 一 172 
的 情况 特别 重要 ,zz 特 称 为 中 位 数 ; 常 记 为 med (X). 

设 关 ,,…, 牙 , 为 自 下 中 抽出 的 iid. 样本 ,要 估计 加 ,排出 次 序 
统计 量 X 全 … 生 六 , 权 捞 一 个 点 a; 使 a 的 左边 有 wp 个 样本 ， 如 
ti 为 整数 , 则 区 间 CX%sp ;Xxp41) 内 任 一 点 a 满足 要 求 . 把 这 区 间 
按 pp :1 一 的 比例 分 割 , 得 4 一 Xp 十 PCXinpti 一作 ,ap) 一 并 ,wp 十 
Cn 二 DDCp 一 np/ Cn 十 DCKinpr1 一 六 .np)， 如 果 np 非 整 数 , 风 以 不 
超过 它 的 最 大 整数 [npj 取 代 之 .这 祥 得 到 的 a 称 为 样本 p 分 位 
数 , 记 为 gsta' 二 min(a,1)) 


dap 一 Xap] 十 | 十 DIp 一 aad (Kap:+l 一 尖 [ng]), 


(4.77) 
总 有 bs es 区 。np] 上 1 特别 时 当 p=1/2 时 有 
fe 十 2 为 偶数 ， 
Gri2 一 


Ka ls 2 为 奇数 ， 
它 称 为 样本 中 位 数 ;并 常 记 为 med (Xi; A ), 
次 序 统 计量 的 分 布 


设 总 体 分 布 沙 数 为 ， 如 有 密度 , 记 为 f 从 下 中 抽出 iid, 样 
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本 妈 1 9 以 下 固定 好 讨论 , 故 把 及 ww 简 记 为 Xi 
1 和 的 分 布 和 密度 
Pitt P(X 一 中 至 少 有 i 个 ET) 


二 > P(X ,XX 中 恰 有 i 个 二) 
j=1 


一 > "ra 一 F(z))™’ 


ji 


-| dr. C4. 78) 
最 后 一 个 等 式 的 证 明 ; 改 C(x) 为 y， 当 y 二 0 时 二 者 都 为 0. 再 证 
四 EE 一 "i 的 导数 为 (nt /GG 一 1 (一 站 1y 1(1 一 
yx2" BT 
当 环 处 处 连续 时 ,由 (4,78) 得 
dr) 一 


效 ] -1】 加 下 一 二 
Te Crtl Flry dF (C(x). 


(C4. 79》 
若 x 为 的 不 连续 点 ,上 式 在 x 二 zs 时 不 真 ， 
特别 , 当 有 密度 了 时 ,Xeo 也 有 密度 ff; 


ni! A Fr 一 
f(z) = 1a Dit Cr FOr fr). 


(4. 80) 
两 个 重要 的 特 便 是 i 二 1: 极 小 值 羡 届 ,及 i 二 =n; 极 大 慎 XX,,, ,统称 为 
极 值 ， 据 (4. 78) 和 c4. 80), 有 
F(x = Fir, f(T) nF ir x), (C4. 81) 
一 一 人 一 RCz) f(r) =ntl — Fry f(r). 
(4. 82) 
2 (Xe Zoo) 的 联合 密度 (1<3< JS). 
(oO 的 联合 分 布 亦 可 用 导出 (4. 78) 的 推理 去 计算 . 这 
个 形式 很 复杂 ,用 处 不 大 . 在 Ff 有 和 密度/ 时; (Xwy;XXo) 的 密度 
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(urv) 容 易 下 面 的 方法 导出 ， 因 P(X ) =0; 只 须 对 下 
三 计算 六 (ao)， 取 az>0aco0 充 分 小 ,使 zx 十 aa<op、 为 俩 
事件 姜 一 居所 区 科 xz 十 ago 所 守 pS 十 4o} 发 生 , 以 下 两 互 斥 事 
件 必 发 生 其 1: 
五 ;一 (样本 有 一 个 落 在 (ez 十 4a], 一 个 在 (wm 十 2 ]， 
i 一 1 个 在 (一 ca 一 ;一 1 个 在 (人 十 aao], 其 余 在 (mm， 


co 
;二 {C4 十 Auj 和 (ww 十 Av 中 各 至 少 有 一 个 ,其 和 和 汪 3， 
笨 下 样本 适当 配置 }， 


有 书 ( 瑟 一 口 (|4z| az rr 节 1,5 闻 1,r 十 ?区 3 至 于 五, , 按 多 项 
式 分 布 ,有 
P(E)= 《 


nl 
i DC i111l(n oo)! 
XP I F 十 人 一 下 (CE — Fu An))i 
Xx Fv he) — FOO — Fv Av))™, 
因此 P(E /AnAv>0, 当 Au 一 0,Av->0， 而 
faut) = lim PU)/AuAv 


一 nl 
C7 DI 71 
X FUCACFOYY — FOu)) TT! 
x Oo FO (fw). (4d, 83) 
一 个 重要 特别 是 ;一 1,7 一 a, 即 极 值 (Xo 和 wy) 的 联合 密度 
(ED 


natn O— DFO) 一 下 Ce 四 < 
， uv. 
(4. 84) 
了 全 悼 (的 分 布 和 密度 . 设 总 体 分 布 FF 处 处 连 
续 . 以 避 记 (和 0 有) 的 分 布 ,= (Ga,… ,a,); 则 
dF =n! dF (Ou) dF MT , 


F(a,v) 一 
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在 其 他 处 dq 关 (x} 二 0. 又 若 五 有 密度 六 则 产 也 有 密度 ,为 
得 1 


fF (x) 一 | (C4, 85) 
0， 其 他 . 
在 次 序 统 计量 的 理论 和 应 用 中 , 均 名 分布 R(0,1) 有 特殊 的 作用 ， 
这 是 由 于 下 面 的 重要 结果 : 


定理 4.12 设 随 机 变量 并 的 分 布 画 数 下 处 处 连续 , 则 了 = 
F(X) 服 从 均 句 分布 RC0,1). 


证 明 定义 
天 1 一 infifz:Pr) it}, 0<t< 1. (4, 86) 
由 王 的 连续 性 , 知 责 (0 一 上 以 及 


Flr) EO EF 0), (4. 87) 
因此 PC(F (XD) = P(XEPTO)) = FOET1O)) = 对 任何 :€ 
《0,1). 这 证 明了 所 要 的 结果 . 

注 若 焉 不 处 处 连续 , 则 此 定理 结论 显然 不 对 ,( 试 证 之 ) 
另外 ,车 上 ~R(0,1); 则 


F-1(U) 有 分 布 卫 ， (4, 88) 
此 因 按 定 儿 (4. 86) 及 下 的 右 连 续 性 ,有 
Fx) tr EF FR) Et C4. 89) 


注意 此 式 不 需要 请 连续 ,而 (4.87) 在 不 连续 时 可 以 不 成 立 , 在 
C4. 89) 中 以 加 取代 六 因 U 只 取 (0,1) 内 之 值 ,可 以 用 UU 取代 让 ,得 
PU > FOrD EP U0) rR PU FD)), 
因此 PCF7TOD>z)==1 一 F(x), 即 POFT1CDO) 才 zx) 一 F(x) ,如 所 

样本 分 位 数 的 渐 近 正 态 性 
设 0 志气 P 之 之 Pe 达 1. 总 体 分 布下 的 记分 位 数 记 为 和 ， 
Iik, 设 尺 在 每 个 4 的 一 个 邻 域 (4 一 e, 大 十 6 内 有 连续 的 非 堆 
导数 A 注意 这 个 条 件 保 证 了 为,…, 丸 的 唯一 性 ), 则 有 
定理 4. 13 设 久 ,,…, 叉 , 为 抽 自 五 的 iid. 样本 ,gw 为 样本 户 
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分 位 数 , 则 当 wx 一 oo 时 
VC 一 NO (90) 
在 为 六 阶 方 阵 , 其 Gi, 店 元 为 和 一 让 一 咎 AOC 了 OA)) 当 i 各 j ;而 
N= 
gm 涉及 几 个 次 序 统计 景 ,不 大 好 处 理 . 我 们 先 来 证 明 下 面 的 
结果 ,定理 4. 13 是 其 简单 推论 . 
定理 机 14 设 0 四 过 之 pi 之 ly" 都 是 与 nn 有关 的 
自然 数 ,不 超过 = 且 满 足 条 件 
n/n = pon) 1 (4.91} 
叉 设 总 体 分 布 满足 定理 4.13 中 的 条 件 , 则 
VR CK — A Ks, — hy > N(0,A), (4.92) 


在 的 意义 如 定理 4. 13. 

注 ”次序 统计 量 ,所 … 夺 XX。 中 各 项 , 按 其 在 渐 近 理论 中 的 
表现 作 以 下 的 分 类 ;1" 及 ,, 称 为 正则 中 心 项 , 若 存 在 zp€ 《0,1) 使 
zzjz 一 户 十 ofn 2)，2 车 区 或 mn 一 mr 固定 (不 随 4 变化 ), 则 六 , 称 
为 阅 定 这 项 . 还 可 以 分 出 其 他 一 些 类 ,但 只 有 这 两 种 情况 在 统计 
上 最 有 用 , 且 其 渐 近 分 布 问题 好 处 理 , 定理 4.13 就 是 关于 正则 中 
心 项 的 渐 近 正 态 性 . 

定理 4, 14 的 证 明 易 由 Bahadur 的 下 述 结果 得 出 : 

引 理 4.5 设 0<<p<<1, 分 而 下 在 其 p 分 位 数 A4 的 邻 域 内 有 
连续 非 零 导数 ,又 mr/n 一 p 十 oc/ 2 ), 则 


Kn — A=— FO TR) — p/n Rs (4.93) 
1 一 
此 处 TIC) 二 1 当 4 所 4, 二 0 当 t 半 ,而 
R, =oll/ Vn) yn RR, 0,inpr.. (4. 94) 


注 > (TCXi) 一 p) 是 一 些 iid. 变量 和 ,C4,93) 把 下 w 表 成 
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这 样 一 个 量 加 上 一 个 在 概率 上 很 小 的 剩余 项 R,, 这 是 我 们 在 本 章 
开头 讲 到 的 “线性 表示 ”的 一 例 ， 有 不 少 统 计量 都 是 通过 这 种 方法 
证 明 其 浙 近 正 态 性 的 ,如 上 U 统计 量 、 秩 统计 基 等 . 细 察 定理 4.9 的 
证 明 , 不 难看 出 它 也 是 用 的 这 种 方法 . 

此 处 余 项 RR, 是 依 概 率 收 黎 于 0, 故 (4. 93) 称 为 X 的 弱 线 性 
表示 . 实际 上 可 以 得 到 比 (4. 94) 更 强 的 结果 RR, 二 DO, Cn) ,但 为 证 
定理 4.13;《4.94) 已 够 用 了 、，Bahadur 还 作出 了 Xn 的 强 线 性 表 
示 , 与 44, 93) 一 样 ,但 R,=Otn (oglogn)'") as，， 

先 来 证 明 : 由 本 引 理 易 证 定理 4. 14, 进 而 定理 4.13. 记 
6 — (Km — 一 
XN) Pp , h(X)— ps 

FO ” ”AD) 
此 处 二 CD) 一 1 或 0, 视 瑟 委 矶 或 否 而 定 . 据 (4.93), 有 


VE 二 一 PY/ Vi + VR 


1 
| >! 


由 此 式 及 (4.94), 知 VRE 与 一 DY VN 有 同一 之 极限 分 布 . 
但 YY 为 一 串 iid. 随机 向 量 ,EY, = 一 0,COVC7WY) 二 A; 依 中 心 


极限 定理 , yy, V7 一 > Ni(0,A), 这 样 得 到 C4. 92). 


为 证 (4. 90) ,注意 f[npj]} 和 {[npj 十 1} 对 p&€ (0,1) 都 是 正则 
中 心 列 , 因 [npj/n=p 十 OQ/n) (npj 二 1) /n= 二 p 十 O(17n)， 因此 
按 定 理 4, 14, 有 


工 
VA CR tag] 一 和 和 有 pp 一 和 一 0 4)， 


/Koi 一 0) 
按 定 义 (4. 77)》， 知 怀 rrlSS 科 XelhlsisR 由 此 及 以 上 两 
式 , 立 得 (4. 90)， 
为 证 引 理 4. 5, 先 证 明 一 个 预备 事实 ; 设 {V,} 和 1{ 工 ,} 为 两 串 随 
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机 变量 ,7 一 O,01), 即 对 任 给 se>0 存 在 带 数 M. ,使 已 CT] 之 4 
< 对 一 切 a 衬 1， 又 设 对 任 给 e>>0 及 常数 <, 有 

忆 (7 十 日 全 0， Pa 十 ET Ca) 0. 

(4. 95) 

则 有 ,一 7 一 Din pr.， 事实 上 , 任 给 o>0,8 守 0, 找 自然 数 mm( 与 
E 及 有关) ,使 POUT, | 守 m) < 之 6 ,xn 宇 1; 则 

PUT, — VY,|> 26) + PUT < mT — VY,| > 2e) 

所 十 > PG— DeaT, ie,|T,. — V,| > 2e) 


1 二 一 所 十 I 


E+ 2 PT ie,V, Piete) 


i 二 m 十 1 


十 SPOT, GG— DeV, 人 SG — De—e). 


tim 1 


由 此 式 , 用 (4. 95) ,limsupP« | 一 Vi | 半 26) 寺 9. 由 于 #836 的 任 
意 性 ,证 明了 所 要 结果 . 
现 引 进 1 的 经 验 分 布 函数 
F(T) 一 (下 扫 工 的 个 数 }Aa (4. 96) 


则 SYNTCXD) 一 FFC 令 人 一 va 一 四 7 一 vb 一 


.CAD) /ACD, 则 (4. 94) 转 化 为 

V, 一 了 一 0,in pr., (4. 97) 
我 们 来 验证 :预备 事实 中 的 两 个 条 件 都 成 立 ， 任 给 s>0 及 a, 令 

2 一 Ya (FA 十 az- PA an /FOND), . 
U, = nathan 1 — F(a)), 
则 有 
Vn Tm— 2) = (UU, — EVO OO). 
注意 到 局 服从 二 项 分 布 Ban,ypi ), 其 中 pi* 二 Fh 十 aan) 一 
(0), 知 ppi0 当 nn 一 oo0(F 在 4 点 连续 )， 因而 El(T, 一 2,)? 一 
Cn EU 一 EU) =f)p: (1 一 p+: )>0， 由 此 得 
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了 , 一 了 一 0,inpr.,. {4. 98) 
令 二 CVRFO 二 an 一 m/vV nj/jf(D， 由 于 mir 二 4 十 
oln 3) 且 了 在 4 点 连续 , 易 见 a,->a. 现 有 
人 二 {Xm 十 an 了} CC {nF(X) FR 二 an 1 2)) 
CT {mn At an 1 )} = {2, A A} 
这 里 用 到 F, 的 非 降 性 ,及 (Xn) 宇 m/nx， 因 此 
后 有 人 了 十 司 丘 并 (ZU SG 十 5) 
PT. Z| > |a, ~ al), 

由 (4.98) 及 a 一 a 环 0, 知 POV, 寺 a，T, 空 4 十 Ej 一 0， 类 似 证 明 
(4.95) 后 一 式 ， 义 因 ET:=p(1 一 pp)/ 产 (和 0 与 4 无关, 知 了 了 ,=O， 
《1). 于 是 预备 事实 的 条 件 全 成 立 , 因 而 有 (4. 97). 引 理 证 毕 . 

注 由 定理 4.13 知 :gs 是 的 弱 相 合 估计 (在 定理 4. 13 条 
件 满足 时 ?. 事 话 上 易 证 更 强 的 结果 ;只 要 总 体 分 布 的 p 分 位 数 为 
唯一 , 别 无 其 他 条 件 , 风 9,, 就 是 坟 的 强 相合 估计 . 


极 值 的 渐 近 分 布 


要 找 常数 名 六 0 及 wm 使 在 co 时, (Xs a)/B& 有 极限 分 
布 并 定 出 其 形式 .Xi 不 构成 新 问题, 因 若 令 二 一 XX ,1<&iA&n， 
贡 其 一 —maxtYl yy ;这 样 把 级 小 值 的 了 呵 题 转化 成 极 大 以 去 
处 理 ， 

容易 见 到 , 若 ( 和 .一 aa 有 非 退 化 极限 分 布 GCzx), 则 对 任 
何 常数 c 守 0 和 a, 适当 选择 常数 右 守 0 和 as, 可 使 CX 一 an) 76， 


-Glcz 十 d). 反 过 来 ,车 对 任何 如 >0 及 a, (X, 一 24)/b 有 非 
退化 极限 分 布 , 则 这 极限 分 布 有 G(x 十 4) 的 形式 . 因此 ,我 们 可 
以 把 一 切 极限 分 布 归 类 ,每 一 类 取 一 个 代表 G. 由 安生 成 的 类 ,就 
是 指 一 切 分 布 {G(ecz 十 提 :c>>0 一 co<d<eo). 者 任意 两 个 分 布 
类 或 者 重合 ,或 者 不 交叉 . 
定理 4.15 车 (Xm 一 a,)/5, 有 连续 的 极限 分 布 G, 则 GG 必 属 
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于 以 下 三 种 分 布 所 代表 的 分 布 类 之 一 : 

II 型 :如 (zy 一 exp( 一 一 co<T< co， 

I 至 ,G(r =exp tx VIr0) 一 ce 拓 Root 人 0D， 

expf 一 (一 了 六) ZX<0, ， 

型 :G(z) 一 | 1 ， x0, 0D, 
不 同型 分 布 属于 不 同 的 类 ,同型 之 内 不 同 的 a 所 对 应 的 分 布 也 不 
BE 

很 容易 举例 证 明 , 这 三 种 形式 的 分 布 骨 可 以 作为 极 大 值 的 极 
限 分 布 ， 以 下 记 总 栖 分 布 : 

I 型 .F(z)= (1—e DT(r 0) 一 logm 

HFr)—=max(t0,l— zr YNon s,s 

下 弄 ,F(x)==max(0;1 一 |x 1 当 0,F(T) 一 1 当地 0 
ne, 
验证 很 容易 ,从 略 , 困难 之 处 在 干 证 明 极 限 分 布 只 能 有 这 几 种 类 
型 


次 一 个 问题 是 ;为 了 极 大 值 渐 近 分 布 属于 某 一 特定 的 类 型 ,总 

体 分 布 要 满足 什么 条 件 ， 这 个 问题 也 已 彻底 解决 了 : 

定理 4.16 为 了 存在 刀 沁 9 和 ao; 使 (Xm 一 4775 的 极限 分 
布 属 于 某 型 ,总 体 分 布下 所 要 满足 的 充 要 条 件 是 ，; 

LI 莉 ( 在 下 (x) 当 充分 大 时 连续 的 前 提 证 ); 对 由 方程 F(a,} 
一 ] 一 ]/n 和 (Cas 十 太 ) 一 1] 一 (ne) :的 a, 和 ,有 

limall— Fath rt) ee “一 co<z<oc， 
I 型 ;F(z)<<1 对 一 切 x, 且 存在 a>0 使 


. 下 s 
lim 1 A 二 ec, 对 任何 c 半 0. 


十 型 ;存在 有 限 的 常数 a, 使 F(a) 二 1,F(x)<<1 当 +z<a 且 存 
在 gj>0, 使 


.1—FCexrtw) _ / 
lm Fr 一 ,对 和 任何 c 守 0. 


粗略 地 (但 不 完全 确切 ) 说 ,主要 有 关 之 点 在 于 总 体式 在 ce 一 
端的 尾部 性 状 , 型 要 求 六 有 上 界 , 因 而 尾部 最 薄 ，1 、I 型 都 要 
求 芒 无 上 界 , 但 尾部 厚度 不 同 ; I 型 要 求 尾部 概率 1 一 F(x) 大体 
与 zx “ 同 阶 ,对 某 个 we>0, 而 1 型 要 求 有 更 高 一 点 的 量 级 . 

极 值 渐 近 分 布 在 历史 上 有 一 些 著名 学 者 研究 过 ,以 上 理论 
(定理 4.14,4.15) 是 由 前 苏联 数学 家 Gnedenko 在 1943 年 建立 
的 . 有 关 细 节 可 参看 ,例如 ,作者 的 {数理 统计 引 论 六 , 549~563. 

前 已 指出 , 极 小 值 的 浙 近 分 布 问 题 可 转化 为 极 太 值 的 问题 去 
处 理 , 克 也 有 类 似 于 定理 4.14 和 4.15 的 结果 ,组 节 不 在 此 讨论 
了 . 


极 信 分 布 参数 的 估计 


1 型 极 值 分 布 在 应 用 上 比较 重要 ,这 里 只 讨论 有 关 它 的 参数 
估计 问题 . 

在 一 些 应 用 问题 中 ,上 只 记录 了 在 一 定时 间或 空间 中 众多 观察 
值 的 极端 值 ,例如 一 条 河 每 年 每 日 的 水 位 ,只 有 每 年 最 高 水 位 的 记 
录 . 设 有 ?= 个 这 样 的 极 ( 大 )? 值 并 ，… 和 如果 每 个 X; 都 是 从 为 
数 充 分 大 的 一 批 值 (不 一 定金 有 记录 } 中 挑 出 的 最 大 值 , 则 按 定理 
4. 14; 可 近似 地 认为 XX; 来自 一 个 分 布 为 exp( 一 e- "中 ) 的 总 体 ,a 
>0 及 2 为 未 知 参 数 . 碟 ，… 可 视 为 由 此 分 布 抽 出 的 iid. 样 
本 ,要 依据 它 去 估计 a 和 纪 ， 

1" 样本 分 位 数 法 :记忆 (zxz) 一 exp( 一 es 2) 刚 有 均一 expb 
(一 e'") 一 0.3679 三 pi. 即 &w 为 总 体 户 分 位 数 , 可 以 其 样本 疡 分 位 
数 去 估计 之 . 又 Ficlu 二 1/a) 一 exp( 一 e711) 二 0, 6922 二 py; 故 十 
1/a 可 用 样本 p; 分 位 数 去 估计 . 二 者 结合 得 出 的 估计， 

本 法 的 优点 在 于 计算 简单 , 且 利 用 定理 4. 13, 不 难得 到 估计 
量 的 渐 近 正 态 性 ,缺点 在 于 效率 低 一 些 . 

2 MLE 法 :总 体 有 密度 f(z) 一 aexp (一 e 一 wz 一 
4))， 田 此 不 难 写 出 似 然 方 程 
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De” 一 mw， Dx /> “二 琉 . C4. 99) 

由 后 一 方 程 解 出 < 代入 前 一 方程 解 册 zx， 求 解 要 用 先 代 法 ,可 以 
用 由 样本 分 位 数 法 得 出 的 解 作为 初始 值 . 

读者 不 难 验证 :定理 4.9 的 条 件 在 此 都 成 立 , 故 似 然 方程 的 一 
个 相合 解 (&,&) ;就 是 Ca,w) 的 BANE， 由 于 样本 分 位 数 是 总 体 分 
位 数 的 相合 估计 ,用 第 一 法 得 出 的 估计 是 (ass) 的 相合 估计 . 以 之 
为 初始 值 作 选 代 求 伺 然 方程 之 解 , 保 证 了 此 解 在 第 一 法 所 得 之 解 
附近 ,因而 是 相合 解 和 BANE. 

MLE 法 的 缺点 在 于 计算 较 繁 ,优点 是 效率 较 高 (在 样本 量 很 
大 时 ). 

3" 最 小 二 乘法 ， 此 法 基于 下 面 的 观察 ;, 若 取 外,…,X, 的 次 
序 统计 量 Xi 所 … 志 Xa, 则 因 总 体 分 布 连续 ,有 ECF(X,)) =i/ (x 
十 1) (这 可 利用 定理 4. 11 证 明 . 因 据 该 定理 ,车 可 ,过 … 扫 D ,是 
由 RC0,1) 中 抽出 的 iid. 样本 的 次 序 统计 量 , 刚 F(X,) 与 Us 同 分 
布 , 均 ECFRCX)) 一 ECUW))， 它 与 下 (X,;) 之 值 接近 但 有 差距 ， 

expl—e nH/ nl), li 

取 两 次 对 数 ,近似 地 有 


作用 本 一 入 ) ss log| log 2 =e 1 Cd. 100) 


作 偏 差 平方 和 Dacx, 一 2 一 ca)? 找 (ea 之 值 (a* ,wu') ,使 


其 达到 最 小 值 ， 即 以 (er 2 作为 (wa 的 估计 . 关于 最 小 二 乘法 
的 求解 及 更 进一步 的 讨论 见 第 八 章 . 本 法 在 计算 上 的 难度 介 于 前 
述 两 法 之 间 , 估 计 其 效率 大 致 也 应 如 此 ,但 未 有 研究 (40 题 ). 
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第 五 章 ”假设 检验 的 优化 理论 


假设 检验 的 概念 曾 在 1. 2 中 提 到 . 按 Neyman-Pcarson 在 本 
世纪 二 ,三 十 年 代 所 建立 的 理论 ,或 是 接 Wald 的 统计 决策 理论 ， 
假设 检验 问题 可 归 化 为 一 个 数学 优化 问题 . 循 着 这 条 路 线 所 发 展 
的 假设 检验 理论 和 方法 ,是 本 章 的 内 容 ， 然而 ,这 种 优化 问题 只 在 
很 有 限 的 一 些 场合 才 可 解 . 在 许多 情况 下 , 人们 只 能 从 某 种 直观 
的 想法 出 发 ,提出 一 个 或 一 些 看 来 合理 的 检验 法 ,再 设法 去 探讨 其 
性 质 . 这 方面 的 题材 属于 下 一 章 的 内 容 . 

本 章 的 内 容 ,包括 一 臻 最 优 检 验 ,一致 最 优 和 无 偏 检验 和 不 变 检 
验 . 


5.1 基本 概念 


统计 假设 和 检验 函数 


设 样 本 外 取 值 于 可 测 空 间 ( 名 ,各 .) ,其 分 布 族 为 (Po,8E9), 
一 个 统计 假设 ,简称 为 假设 ,是 关于 XX 的 分 布 ,或 者 说 ,关于 参数 0 
的 一 个 命题 


五 :0 拓 四， 

这 里 @, 是 @ 的 一 个 给 定 的 真子 集 . 

在 数学 中 ,经 常见 到 诸如 “假设 函数 了 连续 ”“ 假 设 六 的 方差 
有 限 *…“ 据 假设 4, 我 们 有 …“ 之 类 的 表述 . 统计 假设 中 “假设 ”一 
词 的 含义 与 此 不 同 - 它 不 是 作为 一 个 已 被 认定 为 真 的 事实 ,而 是 
作为 一 个 命题 或 陈述 ,其 正确 与 否 ,或 更 确切 地 说 ,我 们 是 否 打 算 
接受 它 , 要 依据 祥 本 去 作出 决定 . 作出 决定 的 过 程 , 称 作对 该 假设 
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进行 检验 ， 

没 和 参数 真 值 为 色 , 则 抽 EB, 或 轴 忆 旬 ,二 者 必 居 其 一 . 若是 
前 者 , 称 “ 假 设 吾 成 立 ” 或 “假设 互 为 真 . 若是 后 者 , 称 [1 不成立 
或 不 真 . 

设 8, 非 空 ,8,CB8 一 各 ,， 则 命题 

KOEQ, 

称 为 志 的 一 个 对 立 假设 或 备 择 假 设 ,以 后 我 们 只 用 前 一 名 词 ， 注 
意 这 里 没有 要 求 8 一 名 一 名, 虽然 这 种 情况 较为 多 见 . 保 简 甸 可 
以 不 为 8 一 GB 这 个 灵活 性 有 其 方便 . 与 此 祖 对 , 玉 ;:8E B, 常 称 为 
原 恨 设 或 零 假 设 ,也 有 叫 解 消 假设 的 .以 后 我 们 只 用 原 假 设 一 词 ， 
车 @o 内 会 一 点 , 则 五 称 为 “简单 5( 原 ?假设 ", 和 否则 称 为 “复合 ( 原 ) 
假设 ” 与 此 相似 ,对 立 很 设 也 有 简单 复合 之 分 . 

把 豆 和 天 排比 在 一 起 写成 形式 

HIE BOKIED 05,1} 

就 称 作 是 一 个 (统计 ) 假 设 检 验 问 题 ,或 简称 检验 问题 ， 其 含义 是 ， 
有 这 样 一 个 命题 互 :8E 人 @, 我 们 要 设法 去 判断 ( 即 检验 ) 它 基 否 成 
于, 如果 合 二 如 一 8@,, 则 对 立 假 设 玉 的 合 义 清楚 : 即 当 我 们 认为 或 
判断 吾 不 成 立时 ,等 于 说 认为 玉成 立 , 如 果 印 只 是 8 一 B, 的 真 
子 集 , 则 五 不 成 立 未 必 一 定 有 天 成立 ,这 时 KK 理解 为 我 们 所 最 关 
心 (或 针对 ) 的 “ 非 豆 ”情况 . 容许 @: 隆 一 B@, 不 仅 出 于 理论 上 的 需 
要 ,也 有 其 实际 意义 . 举例 言 之 , 设 某 一 批 产品 的 次 品 率 记 为 8, 使 
用 者 认为 当 8&0,01 时 该 批 产品 可 以 接受 ,而 630, 02 则 绝 不 可 
接受 。 若 9 在 二 者 之 则 则 无 可 无 不 可 . 这 时 可 以 立 下 原 假设 0&0. 
01 ,而 以 =0. 02 作为 对 立 假设 . 当然 , 取 全 >0.01 作 原 很 设 也 无 
不 可 ,但 以 320.02 为 对 立 假设 ,突出 地 表明 了 使 用 者 的 针对 性 ， 
他 要 尽量 避免 那 种 把 “9 过 0 01” 和 “630.02? 这 两 种 有 明确 差异 的 
状态 乔 错 的 可 能 性 ,这 对 如 何 选 定 检验 方案 有 影响 ,如 以 63>0. 01 
为 对 立 假 设 则 币 不 到 这 一 点 ,因为 在 4 歌 0.91 很 靠近 之 值 时 , 瑟 
与 才 难于 分 辩 . 

192 


接受 域 . 否定 (拒绝 ) 域 .检验 函数 


检验 一 个 假设 ,就 是 采取 一 定 的 步 台 或 程序 ,以 作出 “接受 原 
假说 鼠 ”( 即 认为 命题 五 正确 ) 或 “否定 (拒绝 ) 产 ”( 认 为 五 不 正 
确 )? 的 结论 或 行动 . 作出 这 种 结论 可 以 光 任 主观 或 经 验 上 的 考虑 . 
但 本 章 所 讲 的 是 这 种 情况 :对 XX 进行 试验 或 观察 ,得 样本 x, 是 否 
接受 互 是 基于 样本 *， 为 了 木 致 对 这 句 话 产生 误解 ,我 们 赶紧 指 
引 : 作 出 是 否 接 受 吾 的 决定 取决 于 许多 因素 ,如 样本 的 分 布 , 检 验 
水 平 的 选 定 , 以 至 经 验 知识 的 运用 CBayes 方法 ?等 ， 在 把 这 些 因素 
全 部 或 部 分 地 考虑 进来 的 前 所 下 ,最 后 的 决定 取决 于 样本 x. 

基于 样本 x 而 作出 是 否 接 受 五 的 决定 , 称 为 对 瑟 进行 统计 
检验 ,以 后 简称 检验 , 这 桩 ,一 个 检验 就 等 同 于 把 样本 空间 多 分 
成 两 个 不 交 的 子 集 有 4 和 .各 a1 当 rE 如 ,时 接受 日, 当 xE 人 Hk 
时 否定 五, 党。 和 :用 < 分 别称 为 该 检验 的 接受 域 和 否定 (拒绝 
域 . 

按 随 机 化 决策 函数 的 思想 ,可 以 引进 如 下 更 一 般 的 检验 程序 : 
定义 一 个 及 上 而 取 值 于 50;1] 的 镶 .- 可 济 函 数 $Cr).、 在 有 了 样 
本 工 后 ,计算 家 z) ,然后 以 概率 此 Xx) 否定 过 ,以 概率 1 一 和 Tz) 接 受 
互 . 这 样 一 个 g& 称 为 (五 的 ) 一 个 检验 函数 . 如 果 确 能 取 (0,1) 内 
之 值 , 检 验 称 为 随机 化 的 . 若 # 只 能 取 0,1 为 值 , 则 回 到 前 面 的 情 
说 ;检验 的 接受 域 为 {xz:$(x)= 二 0) ,否定 域 为 {Tt:$Cx) 二 1) ,这 种 检 
验 称 为 非 随机 化 检验 . 随机 化 检验 在 实用 上 用 得 不 多, 理论 上 有 
其 用 处 ， 


检验 的 功效 函数 与 水 平 
设 $ 为 55, 1) 之 一 检验 函数 , 则 函数 
B09) 二 Po(H 被 否定 ) 一 | acedPrcn ~ FEA#(X), 0€ 8, 


称 为 其 功效 函数 ,要 注意 的 是 :Bt" ) 是 定义 在 全 空间 8, 那 怕 @ 
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U9, 只 是 日 的 真子 集 ,B;( 四 仍 对 一 切 8E8 有 意义 . 在 本 章 所 讲 
述 的 Neyman-Pearson 假设 检验 理论 中 ,功效 阴 数 包含 了 检验 琐 
数 的 全 部 性 质 ;两 个 检验 函数 如 有 同一 的 功效 函数 , 则 二 者 就 没有 
分 别 . 要 注意 的 是 :两 个 截然 不 同 的 检验 函数 可 以 有 同一 的 功效 
函数 5 避 题 外). 
设 0 二 os<1. 车 

有 (0 a 对 一 切 8E€ 8,， (C5. 2) 
则 称 = 为 检验 #$ 的 一 个 水 平 ， 按 这 个 定义 ,水平 不 唯一 ;车 a 是 水 
平 而 a 所 a 所 1, 则 a 也 是 水 平 . $ 的 一 切 水 平 的 下 确 界 , 即 最 小 水 
平 ,有 时 称 为 # 的 真实 水 平 . 在 实用 上 , 当 谈 到 一 检验 的 水 平时 ， 
一 般 心目 中 是 指 其 真实 水 平 . 容许 水 平 的 多 值 主 要 是 为 理论 土 的 
方便 :有 时 在 应 用 上 我 们 无 法 肯定 所 设 定 的 “是否 为 真实 水 平 , 允 
许 这 个 概念 有 些 弹 性 也 是 有 益 的 ， 


两 类 错误 * 控制 第 一 类 错误 概率 的 原则 


当 检 验 一 个 假设 (5. 1) 时 ,可 能 犯 以 下 两 类 错误 之 一 ;一 是 互 
正确 ,但 被 否定 了 , 称 为 第 一 类 错误 ;一 是 晶 不 真 ,但 被 接受 了 , 称 
为 第 二 类 错误 . 在 一 特定 场合 ( 即 一 个 特定 的 总 日), 只 能 犯 这 两 
类 错误 之 一 , 当 HEB, 时 只 能 犯 第 一 类 错误 ,如 ES 时 则 只 能 犯 
第 二 类 错误 . 由 于 我 们 对 参数 真 值 W 一 无 所 知 ,就 必须 把 犯 这 两 
种 错误 的 可 能 性 都 考虑 进来 . 若 以 E;( 外 记 当 参数 真 值 为 8 时 , 犯 
第 i 类 错误 的 概率 , 则 有 

E00) = 人 当 2 < 8, 

0， 8 EG,. 

0， 当日 E @,, 
EE,(0) 一 1 8)， 当 9EEBu。 《5. 3) 
所 以 ,为 了 使 用 检验 #$ 犯 错误 的 概率 小 ,就 必须 其 功效 函数 记 在 
BB 上 尽量 小 ,而 在 BB 之 外 尽量 大 ( 当 B, 为 日 一 @, 的 真子 集 时 , 实 
用 上 所 关心 的 只 是 记 在 @@ 上 尽量 大 》， 这 二 者 往往 不 可 得 兼 ,只 
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好 先 顾 上 一 头 :把 互 ( 的 控制 在 给 定 的 范围 内 . 按 C5. 3) 式 ,并 注意 
到 水 平 的 定义 (5. 2) 式 ,这 归结 为 :要 求 检验 的 水 平 为 某 个 给 定 的 
数 w 在 这 个 前 担 下 ,使 第 二 类 错误 概率 E, (6) 尽 可 能 小 ， 按 
(5. 3), 这 就 是 要 求 8( 的 在 8B, 之 外 {或 8 上) 尽 可 能 大 . 这 就 是 
Neyman 各 Peaarson 提出 的 “控制 第 一 类 错误 概率 ”的 原则 . 这 个 
原则 把 寻找 一 个 好 的 检验 的 问题 归结 为 找 一 个 ”使 在 约束 条 件 
《5.2 之 下 , 记 在 加 之 外 尽 可 能 大 这 样 一 个 数学 问题 。 

由 于 序 ( 人 在 8E 区 ,尤其 是 在 9E 时 ,是 意 大 意 好 ,故常 把 
BB 在 某 8EE 处 之 值 (四 称 为 检验 #5 在 9 上 志 处 的 功效 . 


5.2 一 致 最 优 检验 


设 # 为 检验 问题 55. 12? 的 一 个 水 平 ※ 检验 ， 若 对 (5.1) 的 任意 
一 个 水 平 a 检验 区, 必 有 房 5 的 委 记 (分 对 一 切 E 印 , 刚 称 丰 是 
《5.1) 的 一 个 水 平 < 的 一 臻 最 优 检验 (Uniformly Most Powerful 
Test; 简 写 为 UMP 检验 )， 

如 洒 把 功效 作为 衡量 检验 优 劣 的 唯一 标准 , 则 在 “水 平 为 a” 
这 一 约 东 下 ,UMP 检验 是 一 切 检验 中 最 好 的 . 可 惜 的 是 ,UMP 检 
验 只 在 某 些 检验 问题 中 存在 . 确切 地 说 ,基本 上 (但 不 是 全 部 ) 限 
于 单 参 数 指数 型 分 布 族 的 情形 ， 幸 而 这 个 情况 包含 了 应 用 上 很 重 
训 的 一 些 例子 ，。 

一 般 , 若 样本 空间 是 欧 氏 的 ,分 布 族 (Ps,86E 日 ) 受 控 于 一 so 有 
恨 测度 zx, 则 当 对 立 假 设 下 的 简 单 时 ,可 以 证 明 ; 对 任何 a€[0， 
1] ,水 平 & 的 UUMP 检验 必 存 在 (参见 Lehmann:tTesting Statisti- 
cal Hypothesis》, 附 录 第 4 节 }. 对 一 般 的 检验 问题 (5. 1), 任 取 妈 
EO， 按 上 述 ,检验 问题 形 ,6€ B= 民 s :0 一 由 的 水 平 a 的 UMP 
检验 加 存在 . 如 果 对 一 切 gEB@ 有 一 个 公共 的 各 , 记 为 办 , 则 办 
显然 就 是 囊 汪 到 的 水 平 的 UMP 检验. 若 这 样 的 公共 的 四 不 存 
在 ; 则 水 平 a 的 UMP 检验 不 存在 . 这 样 看 来 , 55,1) 的 水 平 
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UMP 检验 的 存在 问题 ,可 归结 到 天 为 简单 假设 的 情况 . 但 即使 
六 为 简单 ,互信 玉 的 UMP 检验 也 不 易 求 . 固有 一 个 例外 情况 :在 
9B, 中 存在 一 点 久 , 使 检验 问题 

8 一 De 一 用 (5, 4) 
的 水 平 a UMP 检验 $5, 相对 于 原 假设 互 :8E 售 仍 有 水 平 a. 这 意 
味 着 $3 的 功效 函数 Ps 满足 条 件 supP1(6)<a 如 果 这 样 , 就 很 容易 


证 明 ;# 就 是 检验 问题 PE Be 一 如 的 水 平 a 的 UMP 检验 . 但 
是 ,满足 这 种 条 件 的 名 E@, 不 见得 存在 ,因此 这 个 方法 不 一 定 能 
奏效 ， 在 其 能 用 的 场合 ,寻求 UMP 检验 的 问题 就 变 得 轻而易举 . 
这 就 是 我 们 下 文 要 讨论 的 Neyman-Pearson (NP) 基本 引 理 . 


NP 基本 引 理 


考虑 检验 问题 (5. 4). 令 jp 二 Pa 十 Poe; 则 Pr 祁 p1yPs 安 px. 记 
zr) 二 dPe (zx)/dplz) yi 一 1,2， 不 芒 设 Ar)<co 是 zx， 
妈 ) 和 tz; 抽 ) 不 同时 为 0， 

定理 5. 1(NP 基本 引 理 ) ”给 定 a€ [0,1]: 

1%《 存 在 性 》 对 检验 问题 (5. 4), 必 存在 检验 #, 满 足 

gc 二 全 当 fr /Fr 0 ) > Es 
0 当 fr Or) kh. 
其 中 上 为 某 一 常数 , 且 
pb) = | $5)f (rs0 dp = a (5.6) 
又 任何 一 个 检验 由 若 同时 满足 (5.5) 和 5.6), 则 它 必 是 (5.4) 的 水 
平 a UMP 检验 ， 

2°C1° 之 道 ) 车 8 为 (5.4) 的 水 平 a UMP 检验 ,如 对 某 个 常数 

上 多 满足 (5. 5).， 又 若 外 的 功效 小 于 1 , 即 


BC0,) 一 | sme dp 1 (5.7) 


则 $$ 也 满足 (5. 6). 
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{5.5) 


证 明 a=0 及 a=1 的 情况 显然 (但 允许 到 22)， 以 下 设 0 
1; 义 qf0 理解 为 wo 当 a 半 0. 

1 定 史 站 ec) 一 Perz Ar)S 委 CO 和 ce 所 co. h(te) 非 
降 , 右 连续 且 有 (0) 一 limhlc)=1, 着 h(0)<<1 一 a, 则 存在 kE (0， 
9) 使 上 一 0) 夺 1 一 qhtk},， 若 产 (一 1 一 ay 则 


过) = TO ZO TD) > k) (5. 8} 
同时 潢 足 (5. 5} 和 各 (5.6). 车 (EE) 六 1 一 a, 则 
1], 点， 
一 《1 一 四 fr) _ 
HT RR RR 0 Frid) TE (5.9) 
0 ， < 


同时 满足 (5. 5) 和 (5. 6)， 

若 上 有 (0) 二 1 一 ga 出 在 (5.8) 式 中 令 训 一 0, 所 得 #5 满足 (5.5) 和 
《5. 6). 车 有 (0) 半 1 一 a, 则 在 C5.9) 式 中 令 庆 二 0 并 政和) 一 (一 
0) 为 50), 所 得 的 多 满足 (5. 5) 和 (5. 6).， 

现 设 g 满 足 65. 5) 和 (5.6), 往 证 它 是 (5. 4) 的 水 平 a UMP 检 


验 . 为 此 , 设 #$ 为 (5. 4) 的 一 个 水 平 a 检验。 记 
S+= {xg(r) > $ Cx)!}, 


S = {rg(r) f(r)}, (5. 10) 
则 ES+ 一 gx)D0FzAFz NE 同 理 ,XES- 地 f(z， 
和 )/FCz;06) Sk 故 


Cb) — BL CF CEO) — kf rd 0, x EE StU 5-. 
因此 
| en — $B CP Fx,0) — Rf Ce,ba) dp 


= |, Je BT) — $B CE Fr,0) — kf lz,0)) dy 0, 
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破 
pi ~ BO) = | (glx) — $ (rf rb dp 


> | ($72) — $C F rsd 
= EB 0) — By 0) = ka — Br)) 0. 
这 证 明了 $$ 为 (5.4) 的 水 平 a UMP 检验 . 


2° 设 $ 为 (5.4) 的 水 平 x UMP 检验 . 据 已 证 的 1, 存在 检验 # 
满足 (5.5) 和 5, 6, 定义 St+ 如 (5.10),S 二 STUS ,SS 门 {x: 
fxzDAFzr 2 天 &)， 往 证 jCS1) 一 0. 此 因 在 S, 上 有 w(x) 二 


(gz 一 gz Ar 一 ECzb 0 故 若 ACSD 0 将 有 
0 < | bed [ bz)dz 
= B00) — BrC0) — ECBAO) 一 By C0)). 

Bt00) 一 a 宇 By (6), 得 Bi( 外 ) 这 Br(81), 与 # 为 (5.4) 移 水 平 a 
UMP 检验 矛盾 . 这 证 明了 pCS,) 一 0, 因 而 a.e.y 在 $xz) 关 $2) 
时 必 有 f(z,0.) /f(zr,90) 一 ,这 证 明了 满足 (5.5)， 

现 设 (5.7) 成 立 ( 政 (5.7) 中 的 $$ 为. 著 By (0,)<<a, 令 

%(z) = min{l,¢ Cx} + ae — Br(0)}, 

则 Es (zx)<&as 即 $$ 为 (5. 人 的 水 平 a 检 验 , 且 #(x) 污 $ (x) 对 一 切 
,等 号 当 且 仅 当 $(x) 一 1 时 成 立 . 由 于 Ee $CX)<1, 知 Pe ($CX) 
二 1)<1, 这 将 得 出 Es。$(X)>>E。 $CX) 与 $ 为 (5.4) 的 水 平 a UMP 
检验 矛盾 . 故 必 有 Bx (9,) 一 a; 即 $ 也 满足 (5,6). 定理 证 毕 . 

系 5.1 若 多 为 (5.4) 的 水 平 gUMP 检验 , 则 必 有 B81) 这 a 
若 0<a<l 而 Po 隆 Ps ; 则 B01)>>a. 

证 明 因 凡 (zx) 二 a 为 水 平 a 检 验 , 得 出 前 一 结论 现 设 0<a 
< 而 Pa 关 Ps ;车 记 (01) 一 a; 则 失 xY) 二 a 为 水 平 a UMP 检验 , 故 
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由 定理 5 1 的 2 知 上 应 有 (555) 的 形状 ， 由 此 及 0<a<1, 知 和子 
Cr 二 ae pe 这 只 在 有 1 及 fr) 一 f(x)) a. 
eC 才 可 能 ,而 这 与 Ps 隆 Ps 节 夸 . 

注 从 定理 5.1 知 ,检验 问题 (5.4)? 的 UMP 检验 ,如 果 A 
Cerf )/fCrs6) 二 关 0, 可 以 是 随机 化 的 . 在 连续 型 即 
dg 二 h(x}dz 的 场 台 ,随机 化 可 避免 ,办 法 是 把 集合 {z:7KCzr) 吕 7AF 
Gz 名) 一 如 拆 成 适当 的 两 部 分 C 和 Co 在 C 上 令 gz 一 1 在 C 
上 令 下 x) 一 0. 如 为 离散 的 , 则 为 同时 实现 “水 平 a”* 及 “UMP 
检验 * 这 两 条 ,随机 化 可 能 无 可 避免 ,在 实用 上 ,随机 化 窒 验 不 便 
使 用 ,有 时 宁可 适当 地 修改 术 平 a, 以 避免 使 用 随 宙 化 检验 . 


NP 基本 引 理 的 推广 


撤 开 其 统计 意义 不 谈 ,NP 基本 引 理 无 非 是 一 个 带 约束 下 的 
积分 极 值 问题 , 它 可 以 (部 分 地 ) 推 广 为 下 面 的 形式 . 
定理 5.2 设 玉 ,1 所 i? 坊 m 十 1, 是 测度 空间 ( 安 ,名 , ,px) 上 的 
Ap- 可 积 函 数 . 以 多 记 一 切 满足 条 件 0 所 $7) 各 1 的 渐 , 可 测 函 数 
之 集 , 而 
A = {$$EF, | $fdp ma, 1<iCm), 
设 .ez 非 空 . 
1" 若 存在 $e 及 常数 Hl sm ;使 
1， 当 凡人 CZ) > yordz)， 
gz) = ， (5. 11) 
0， 当 了 Cr) < Dafilr), 
则 
| $fardp 一 sup (| wfanduy 和 反 -| 5. 12) 


2° 车 存在 #E -2 及 常数 i wy 使 
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1， 当 fri(2) 之 Shafilz), 
jx) 一 
0， folr) > Dafilr), 
[gfondp = inf {| fend € ee 
证 明 只 须 证 1",2" 可 以 由 1" 推 出 〔 凡 一 乒 代 三) 设 $E .过 
记 3+ 如 (5. 10), 则 在 3=3S US 上 有 
Cr 一 ra — Daflr))>0. 
由 此 ,考虑 到 风 和 # 都 满足 同一 约束 条 件 ,得 
0 起 | c 一 {fa 一 Slap dy 


一 |, 《看 一 {for 一 Dafi) de 


一 | 一 | $ fridrs 
如 所 和 窝 证 。 
单调 似 然 比 族 参 数 的 UMEP 检验 


设 样本 多 有 分 布 f(x ,Ddy,8EBCR', 若 存在 统计 量 了 ,使 
当 包 ,名 都 属于 四 时 , 比 fz)/f(z 90) 上 只 依赖 于 本 ,名 和 了 (Cx) 
且 是 了 (x) 的 非 降 函数 ,又 不 同 的 8€EB 对 应 不 同 的 分 布 ; 则 称 
(f(z,0)dp,9E B) 蚌 一 个 单调 似 然 比 (Monotone Likelihood Ra- 
tio) 分 布 族 ,简称 MLR 族 . 

设 信安 加 ,名 ,二 0:0E ,80 } 和 =8—8, 都 非 空 ， 考 虚 检 
验 问题 (5. 1). 
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定理 $.3 1° 下 述 形式 的 检验 函数 
1， 当 T(x) ec, 
$x) = | 当 T(z) 一 ec 《5. 13) 
0， 当 T(x) < ec， 
其 中 cr 为 常数 ,0&r 所 1, 其 功效 函数 多) 在 集合 19:9E 日 ,0< 
Bi 的 <1) 上 严格 上 升 ， 
2* 给 定 aE (0,1) ,可 找到 形 如 (5. 13) 的 检验 %, 满 足 
BD) 一 a, (5. 14) 
此 就 是 (5. 1)(B, 侣 , 定义 见 上 ) 的 水 平 x UMP 检验 . 
3" 若 $ 是 (5.1) 的 检验 ,满足 Bx (0,) 二 a, 到 
Bt 所 Br(06) ,对 任何 8 € 68,9 < 及. (5. 15》 
证 明 先 证 1°,2*, 给 定 0E Bl 考虑 检验 问题 9 一 一 9 二 和 
据 MLR 族 的 定义 , 易 知 存在 形 如 (5. 13) 的 检验 %, 满 足 (5,14), 它 
是 8 一 铅 se>0 一 让 的 水 平 wx UMP 检验 . 所 定理 5, 1 的 2 及 0<<a< 
1 知 ,B( 人 7 人 2 一 房 (8 由 于 站 < 页 及 aE gt0,1) 都 是 侍 取 的 ,这 
证 明了 1 因 ]1 ,有 记 ( 们 委 8(8) 一 wa 故 # 对 于 原 假设 8<56, 也 有 
水 平 ,因此 它 是 8 所 8 二 外 的 水 平 的 UMP 检验， 由 于 名 内 
依赖 于 后,a 而 不 依赖 2 名 ), 它 就 是 身 委 多 的 水 平 a 
UMP 检验 这 证 明了 2 
为 证 3*, 取 负 << 抽 . 记 & 一 Px( 抽 ). 据 已 证 部 分 , 知 多 是 0 一 六 全 
8 二 名 的 水 平 & UMP 检验 . 故 若 # 为 任 一 检验 ,满足 87 (0)<# 及 
pz 的 ) 一 记 ()， 则 # 也 是 9 一 六 一 9 一 入 的 水 平 & UMP 检验 . 由 于 
B90) = 二 a 之 1, 按 定理 5.1 的 2*, 应 有 与 (01) 一 &, 与 By( 扣 )< 之 & 蔬 
盾 . 这 证 明 (5. 15)( 其 中 8 如) 成立. 定理 证 毕 ， 
注 1 通常 UMP 检验 只 谈 到 在 水 平 的 约束 下 , 犯 第 二 类 错 
误 的 概率 一 致 地 达到 最 小 ,而 未 涉及 犯 第 一 类 错误 概率 的 大 小 问 
题 . 本 定理 的 3" 表 明 , 对 MLR 族 , UMP 检验 的 优良 性 更 进 了 一 
步 : 它 在 水 平 的 约束 下 ,不 仅 使 犯 第 二 类 错误 的 概率 一 致 地 最 
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小 ,也 使 犯 第 一 类 错误 的 概率 一 致 地 最 小 . 

注 2 对 检验 问题 9 一 抽 <r8>0,, 本 定理 的 结论 仍旧 成 立 . 对 
检验 问题 5 名 =8< 久 (都 是 在 好 E98,8E 日 及 集合 {9:0 二 0)} 非 空 
的 约束 下 ,下 同 ) 及 检验 问题 4 一 名 一 0 一 记 , 定 理 的 结论 在 略 加 收 
改 后 成 立 ， 修 改 为 :(5. 13) 的 点 政 为 

1， 当 TOz) es 
$Ctr) = 1 当 T(x) 一 ec， 
0， 当 T(x) > ec, 
而 “By 四 在 0 过 雇 ( 丰 < 之 ] 处 严格 上 升 ? 改 为 "在 0 过 以 0) 之 1 处 严 
格 下 降 ” 3" 改 为 ; 若 房 (一 a 则 记 ( 的 委 房 (的 对 任何 80,9E€ 
8. 

本 定理 的 主要 应 用 在 于 一 维 指数 型 分 布 族 . 由 于 其 重要 性 ， 
值得 单独 列 为 一 个 定理 ， 

定理 5.4 设 样 本 和 有 分 布 

fir Ode = Cxp (QDT rd € 0, 
其 中 QQ( 四 在 日 上 严格 上 升 . 则 对 任 给 se (0,1) ,检验 问题 9<6 
EB,0EB) 的 水 平 x UMP 和 窒 验 5 有 形式 (5, 13), 且 消 
是 (5.14)， 这 个 UMP 检验 还 满足 定理 5.3 揭 3°, 

注 1 若 Q(9) 在 上 严格 下 降 , 以 一 QC9) 和 一 Tz) 取代 Q 
(0 和 Tr). 

注 2 定理 5.3 的 注 1°,2" 也 适用 于 本 定理 . 

利用 上 述 两 个 定理 ,可 以 求 得 常见 的 几 个 检验 问题 的 UMP 
检验 ， 可惜 的 是 ,这 只 限于 单 参数 单 边 假设 (对 立 假设 中 的 8 人 全 
处 在 康 人 很 设 中 8 值 的 同一 侧 ) 的 情形 . 

例 S.1 设 X,…,X, 为 抽 自 具 分 布 Fy 的 一 维 总 体 的 iid 样 
本 ,要 检验 假设 瑟 ,0 和 rkK :9> 抽 ;水平 

1 当 Fe~N(8,0) ,已 知 时 ;水平 4 UMP 检验 有 否定 域 受 
> 名 二 cu/ Yn .ww 为 标准 正 态 分 布 函 数 二 的 1 一 a 分 位 点 ,或 称 
上 4 分 位 点 . 
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2° 当 Fs 为 指数 分 布 fle-7(zm0)dzyt>0， 水 平 wa UMP 
检验 有 否定 域 素 > (C2200y 台 ,CQ)， 季 (中) 为 怒 分 布 的 上 ae 分 位 
点 ， 

3° 当 下 0) sy 已 知 ,00. 水 平 三 UMP 检验 有 否定 域 


DY i — a > WXELt0). 
1 
4 当 FFo~~B(1,0) ,水 平 4 UMP 检验 #$ 有 形式 


1， Tc, 
en T=c, T= DX,, 《5. 16) 
0; Te | 
而 eer 由 条 件 
|g — ey + FO) a OCrEl 
?十 1 | 


决定 . 
5° 当 Fi 为 Poisson PO DOEo 水平 as UMP 检验 上 有 形式 
(5.16) ,其 中 c,r 由 条 件 


5—1 
el Bn/ + 1 n/c)=1—a 
0 


决定 

本 例 属于 指数 族 . 非 指数 族 的 MLR 族 的 例子 如 下 : 

例 5.2 一 批 产品 N 个 ,N 已 知 ,其 中 次 品 数 对 为 未 知 参数 . 
从 其 中 随机 不 放 回 抽 个 ;以 邓 记 其 中 次 品 数 ， 要 求 基于 叉 检验 


假设 HMSMoK.M> Mi,. 
芒 服 从 超 几 何 分 布 
MN— MM 
Pueco = Pax ~) | | 
和 1 天 一 三 
maxto n+ M— NE 人 Emin(M,n), 
此 分 布 的 支撑 依赖 参数 MM, 故 断 不 是 指数 族 ， 易 验证 : 它 是 以 
T(x) 一 zx 为 统计 量 的 MLR 族 . 按 定理 5.3, 知 MMM>M 
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N 


严 


了 


的 水 平 a UMP 检验 #5 为 (5.16), 其 中 荆 (x) 一 xz, 而 csr 由 条 件 
3 村 机 N20 人 + * NC— M, 


人 nT 尼 Re 


决定 . 

例 引 .3 样本 六 XX, iid ,一 RC0, 四 ,86>0, 似 然 比 ( 二 01} 

Fri Td) fr 或 oo0， 

视 T 了 Cz) 一 max (ry) 所 抽 或 名 < 达 T(x) 很 抽 而 定 . 此 为 T(z) 
的 非 降 消 数 , 依 定 理 5. 3, 检 验 问题 6 和 => 嫩 的 水 平 a UMP 
检验 有 否 域 TCr) 守 (1 一 ay 

注 ”本 例 中 似 然 比 只 在 区 域 {zx;:TCz) 志 抽 } 肉 有意 六 ,可 以 把 
MLR 族 的 定 久 上 略 加 修改 ,好 : 仆 然 比 了 Fz,9)/7 (rsB (a/0 当 a 
>>0 理解 为 22) 在 一 个 可 以 与 名 和 和 员 有 关 的 区 域内 有 意义 ,上 且 在 
此 区 域内 为 某 统计 量 T(z) 的 非 降 函数 ,这 一 修改 不 影响 定理 5. 3 
及 其 证 明 . 

在 某 些 双边 或 多 参数 的 场合 ,UMP 检验 也 存在 . 这 是 希 有 的 
例外 ,见习 题 5,15. 


从 Wald 决策 理论 的 角度 看 检验 问题 


把 接受 和 否定 一 个 ( 原 ) 假 设 各 看 成 一 个 决策 或 行动 , 则 可 把 
检验 问题 看 成 是 一 个 其 行动 空间 只 含 两 元 ao,ai 的 统计 决策 问题 
(ao 表 “ 接 受 ”). 设 损失 函数 为 LC9,a) 二 (80) ,1 二 0,1,08€9, 则 
对 任 一 随机 化 类 策 函 数 此 z)(8Cz) 为 有 了 样本 时 , 取 行 动 e, 的 
概率 ), 其 风险 为 

RO = EsCLolO UO 一 $CXY) 十 LPBCKY). 
问题 归结 为 我 #4, 使 RC, 办 在 某 种 意义 上 最 小 ， 

接 这 个 提 法 ,看 不 出 有 “检验 假设 "的 气味 ,也 根本 不 出 现 “ 原 
假设 ”"“ 对 立 假设 "之 类 的 概念 ,这 可 以 通过 选择 LC 外) 的 形式 体 
现 出 来 . 例如 ,姑且 设 全 一 日 一 由、 今 
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0， 当日 E 8,，, £00) -人 8€ @， 
0 当日 后 四， 0, 当 8 EQ. 
《5. 17) 
则 @@, 和 人 B, 分 别 相 当 于 原 假 设 和 对 立 假 设 的 地 位 .〈5. 17) 的 意思 
是 :如 决定 对 了 ,损失 为 0; 决定 错 了 , 则 依 是 哪 一 类 错误 及 参数 值 
8 而 定 ; 第 --( 二 ) 类 错误 的 损 类 为 LC0) Co(t)), 风险 为 
RG,S) -| OBAO), 0€@, jg) 
LA 一 BAD) EQ,. 
此 处 以 (四 的 意 疼 与 以 前 同 ;: 让 (外 一 Eop(Y，(5.18) 中 的 两 个 组 
成 部 分 外 (四 和 6 四 (1 一 By( 四 ) 可 分 别 视 为 第 一 ,二 类 错误 
的 风险 . 如 要 控制 第 一 类 错误 风险 , 则 统计 决策 #$ 的 寻求 转化 为 
最 优化 问题 
maxL (OBC6) < ay 卫生 六 (OT Oo BD. (C5.19) 


这 里 a 起 前 面 的 检验 水 平 的 作用 (当然 ,这 里 a 不必 局 限于 不 超过 
1). 

如 果 LL,( 办 在 8, 上 等 于 常数 (人 >0) ,LC 四 在 B, 上 等 于 常数 ， 
则 (5. 19) 完 全 重合 于 以 前 的 问题 :让 By( 四 在 8, 上 不 超过 a, 在 此 
约束 下 使 房 (人 在 @@ 上 尽 可 能 大 .这样 看 ,前 面 讲 的 Neyman- 
Pearson 假设 检验 理论 确 可 视 为 Wald 统计 深 策 理论 的 一 特例 . 
从 历史 上 说 ,NP 理论 在 先 , 且 被 视 为 Wald 理论 的 先 声 (都 是 把 一 
个 统计 问题 化 为 数学 最 优化 问题 )， 

(5, 19) 的 提 法 容许 对 L689)( 在 全 上) 和 (9) (在 ,上 ) 作 
某 种 选择 ,这 有 时 更 能 反映 实际 . 举例 言 之 ,样本 去 一 MY(2,1). 要 
检验 假设 太 ,8E6@, 一 {0 和 0} 呈 天 :EE 人 = 全 0}， 当 8 为 0.01 或 
8 为 100 时 ,都 应 否定 五 . 如 果 接 受 了 瑟 , 则 按 NP 理论 ,所 造成 的 
损失 都 是 1， 但 是 ,8=0. 01 接近 五 而 b=100 远 离 五 ,可 以 想像 ， 
在 一 些 情况 下 , 同 是 搂 受 互 ;9 一 0. 01 时 的 损失 ,应 小 于 8 二 100 时 
的 损失 . 因此 Zoo( 人 在 8>0 时 不 应 为 一 常数 ,而 应 是 随 & 的 增加 
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Ll0) = 1 


而 上 升 . 同样 , 产 ( 人 在 8 各 0 处 应 是 一 个 非 增 函 数 ， 

然而 ,这 种 较 广 的 提 法 并 未 在 现今 的 假设 检验 理论 中 取得 多 
少 地 位 ,更 谈 不 上 取代 NP 理论 . 这 是 因为 ,决策 理论 只 是 提供 了 
一 个 框架 而 未 能 发 展 多 少 具体 解法 . 从 实用 的 观点 看 ,LC9) 的 选 
择 也 只 能 是 人 为 性 的 成 分 居多 ,由 之 导出 的 风险 往往 还 不 如 “错误 
概率 ”的 概念 较 易 为 人 所 理解 和 接受 . 


5.3 无 偏 检验 


UMP 检验 不 常 有 , 故 只 能 把 要 求 放松 一 些 ,其 一 个 途径 是 限 
制 所 考虑 的 检验 的 范围 ,以 期 望 在 这 缩小 了 的 范围 内 ,能 有 一 个 最 
优 者 (功效 最 大 者 ). 本 节 及 下 节 就 是 讨论 这 方面 的 问题 ， 
设 有 假设 检验 问题 (5. 1) ,而 8 为 其 检验 . 若 
3 2) < i Bl0), (5.20) 


则 称 # 是 无 偏 的 (是 (5.1) 的 一 个 无 偏 检验 )， 另 一 个 被 采用 的 定 
义 是 : 设 # 为 (5. 1) 的 一 个 水 平 检验. 若 
nf By C0) 之 ai 《5. 21》 


别称 5 是 (5.1) 的 一 个 水 平 a 无 偏 检验 . 这 两 个 定 的 要 间 都 在 于 ， 
一 个 “合理 的 ”检验 应 有 这 样 的 性 质 : 当 原 假设 成 立时 其 被 否定 的 
概率 ,不 应 超过 当 原 假设 不 成 立时 , 原 假 设 被 否定 的 概率 ， 从 形式 
上 看 ,这 两 个 定义 还 是 略 有 差别 : 若 $ 在 第 二 个 定义 下 为 无 偏 , 它 
必 在 第 一 个 定义 下 为 无 偏 , 但 是 , 若 #$ 在 前 一 定义 下 无 偏 且 有 水 
平和 则 (5. 21) 未 必 成 立 ,除非 «是 #$ 的 真实 水 平 ,为 确定 计 , 以 后 
总 用 第 二 个 定义 ， 

“无 偏 ” 一 词 的 含义 还 可 从 田 一 个 角度 去 看 , 设 X~N (9,1)， 
考虑 检验 问题 万 :6 一 0+*K:9 沽 0， 易 见 以 {XX>w.) 为 否定 域 的 检 
验光 有 水 平 ", 且 对 天 .的 右边 部 分 16>0} 是 UMP 的 . 故 针 对 这 部 
分 对 立 假 设 ,$ 很 有 效 . 但 如 8<<0( 这 时 互 不 成 立 ), 这 检验 的 功效 
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将 很 坏 ; 它 小 于 a, 且 随 #> 一 而 超 于 0， 玖 如 采用 四则 当 吾 不 
成 立 但 8<0 时 , 犯 第 二 类 错误 的 概率 会 很 大 , 推 其 原因 ,是 由 于 在 


构 作 检验 #$ 时 ,过 分 偏向 了 5>0 这 - :个 部 分 , 车 取 检 验 东 以 {XX< 之 
一 #e} 为 否定 域 ,也 有 类 似 的 问题 , 即 过 分 偏向 了 天 中 0<<0 这 一 部 
分 . 作为 一 种 折 中 ,我 们 取 { | 区 | 半 woz} 为 否定 域 ,这 同等 地 照顾 到 
了 去 的 两 边 ( 没 有 偏向 , 即 无 偏 ), 但 在 下 的 两 个 部 分 上 ,这 检验 
都 没有 达到 可 能 最 大 的 功效 . 这 就 是 为 了 有 无 偏 性 而 付出 的 代 
价 . 


相似 与 Neyman 结构 


设 % 为 (5.1) 之 一 无 偷 检验 ,其 功效 冰 数 By( 站 连续 ,而 @ 和 
全, 的 边界 集 G, 和 如 ,有 非 空 交 w. 则 易 见 B09) 在 w 上 保持 常数 . 

一 般 地 , 设 w 为 参数 空间 日 之 一 子 集 ,#$ 为 一 检验 ,其 功效 函 
数 在 wm 上 保持 不 变 , 则 称 # 对 集 w 相似 . 或 更 确切 地 ,对 分 布 族 
(Ps,8E wm) 相 似 ,如果 (Ps,8E 有 一 个 充分 统计 量 1 二 tC(x) , 则 对 
BE wy Er C$(X) 1) = 可 选 得 与 8 无 关 , 是 0 所 0) 所 1; 因 认 
% 人 一 gz) 也 是 一 个 检验 函数 ， 如 果 


oz) 二 at 常数 ) as Pi, 任何 8 EE ww， (5, 22) 
则 称 儿 对 (ww} 有 Neyman 结构 . 上 的 相似 性 与 Neyman 结构 两 个 
概念 之 间 有 下 述 联 系 ， 


定理 5. 5 #$ 对 (t,w) 有 Neyman 结构 是 #$ 对 于 集 w 相似 的 充 
分 条 件 . 车: 除 充 分 外 还 是 (有 界 ) 完 全 的 (对 (Pr,8Ew)), 则 这 个 
条 件 也 是 必要 条 件 ， 

证 明 前 一 结论 显然 . 现 设 $8 对 于 相似 , 且 (6)=a 当 9€ 
wm 令 有 D=J) a 一 Et$Cr) DOE wly 与 8 无关 当 0E 
o 因 上 为 (PogEow) 的 充分 统计 量 ), 则 EGG)) 王 0 对 一 切 8Ew. 
由 (有 和 界 ) 完 全 性 , 知 h0) 一 0 a.s Po,0Ew; 妈 (5.22) 成 立 . 定理 证 
毕 ， 
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相 亿 性 只 要 求 无 条 件 功效 函数 访 在 w 上 保持 常数 . Neyman 
结构 则 进一步 要 求 条 件 功效 函数 EoC#(X) HI 在 党 Xw 上 保持 常 
数 , 这 二 者 一 般 不 等 价 , 本 定理 给 出 了 等 价 成 立 的 一 个 情况 , 即 t 
除了 (对 (Po,8E€ ew)) 充 分 之 外 还 应 (对 (Ps,8E w))( 有 界 ) 完 全 . 


一 致 最 优 无 偏 检验 


若 # 为 5. 1) 的 一 个 水 平 & 的 无 偏 检验 , 且 对 C5.1) 的 任何 水 

平 a 无 偏 检验 $" 有 
BO 各 BC), 对 一 切 8€ 89， 

则 称 # 是 (5.1) 的 一 个 水 平 a 的 一 臻 最 优 无 偏 检验 (Uniformly 
Most Powerful Unbiased Test， 简称 UMPU 检验 . 

容易 看 到 ,水 平 a 的 UMP 的 检验 必 是 水 平 a 的 UMPU 检 
验 , 其 逆 不 真 ， 

本 节 其 余部 分 的 内 容 是 关于 单 参数 指数 分 布 族 的 UMPU 检 
验 . 及 多 参数 指数 型 分 布 族 中 检验 其 中 一 个 参数 时 的 UMPU 检 
验 . 这 里 面包 含 了 一 些 常 见 的 重要 检验 ,但 在 指数 族 以 外 ,UMPU 
检验 存在 的 情况 很 希 有 . 


单 参 数 指数 族 的 UMPU 


单 参 数 指 数 族 C9)exp CBCzry)dp,8E8 的 单 边 假设 有 UMP 
检验 . 不 难 证 明 ,双边 假设 
五 :六 A Orr KR 0 万 [6 ;0, 1] 
HB = OrrrKs:d A 
都 没有 UMP 检验 , 下面 要 证 明 :它们 都 有 UMPU 检验 . 
先 考虑 百 e 民 给 定 GE 00,1) 0 一 访 ， 
定理 5.6 若 检 验 上 满足 
Be = Pl0s) = a, (5. 22) 
且 有 形式 (ey<es， 0<&r 护 1, 1 一 1,2) 
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ris (xr) = of = 1,2, (5. 23) 
0， 当 cl 之 7) < cy， 
则 # 是 五 ;二 天 :的 水 平 e UMPU. 


证 明 取 定 6 芯 [p ,8]. 往 证 :存在 常数 包 ,k,( 可 与 9 有 关 )， 


1， 当 c(x) 七 [eis ez), 
[2 -| 


使 
1， 当 g0,0) > g(t) + kg 0,,t), 
#2) = 人 当 gO 1) 二 ft + hg 0,,t), 《5 24) 
其 中 gt: 一 Ce 证 明了 这 一 点 ; 据 定理 5.2 可 知 ,满足 
《5. 22) 和 《5. 23) 的 $3, 在 一 切 满 足 (5. 22) 的 检验 函数 类 中 ,一 致 地 
使 By( 四 达到 最 大 ,BE ,8]. 由 于 指数 族 的 性 质 , 任 一 检验 的 功 
歼 函 数 连 续 , 故 如 为 无 偏 上 且 有 水 平 e, 必 满足 (5. 22). 因此 ,为 证 本 
定理 ,只 须 证 明 两 件 事 : 
1° 满足 (5. 22) 和 (5. 23) 的 检验 多 有 形式 (5. 24). 
2° 满足 (5. 22) 和 (5. 23) 的 检验 #5 有 水 平 a. 
先 证 1*， 考 虚 以 ,ks 为 未 知 数 的 方程 组 
gO) = kp se) + Reg Ch, ,ce) 
E(B,c2) = RgO ,ea) + kg Byes). 
因 如 之 名 ,cl 之 cs, 易 见 此 方程 组 的 行列 式 大 于 0, 故 有 解 . 为 确定 
计 设 下 >6,, 则 不 难 推 出 解 丰 过 0,8 守 0, ， 记 下 ;一 一 让 ( 即 丰 0 大 
六 0), 知 美 系 式 
EOL) 十 RgOO EY) — bog (Ob,,t) (5. 25) 
在 # 一 cs 时 成 立 ， 上 式 中 六 0, 吉 之 0, 即 
HC et HR CO De SC (0), t=c1scs. 
此 式 左 边 为 1 的 严 凸 函数 ,而 右边 与 1 无 美 , 胡 (2) 和 C( 扣 ), 当 
ct; 而 日 (0) C8) 当 tELei ;csj， 回 到 (5. 25), 得 
EB) 十 丽人 全 和) 所 区 (Be TE, 
EB) + Rr gO > kag ,t= E [ei ses. 


这 证 明了 # 满 足 (5. 24)( 其 中 的 下 三 一 妨 ) 这 一 段 证 明 的 关键 在 
于 指数 的 严 凸 性 ,因而 不 适用 于 MLR 族 的 情形 . 

为 证 2, 议 定 8E (8 ,处 ).， 用 上 述 方 法 ,完全 类 似 证 明 : 在 一 邯 
满足 (5. 22) 的 检验 类 中 ,以 满足 (5.23) 的 那 一 个 使 BC( 引 达到 最 
小 . 此 最 小 值 不 超过 at 与 $8 二 4 比较 ) , 故 记 ( 扩 过 o 对 一 切 E 
[2 , 包 ]. 这 完成 了 本 定理 的 证 明 ， 

现 考 虑 瑟 : 一 天: ,给 定 eE {0,1D) ,E08. 

定 5,7 若 检验 $$ 满足 

Pil) = a, (5, 26) 
Es (LXISCX)) = oFs 人 EX))， (5. 27) 


且 有 (5.23) 的 形式 , 则 名 是 五 :=KK; 的 水 平 的 UMPU， 
证 明 任 一 水 平 a 的 无 偏 检验 必 满 足 (5. 26) 和 (5. 27), 前 者 
由 功效 函数 连续 推出 ,后 者 由 对 | Cdb)erwdu 一 1 在 积分 号 下 对 
98 求 导 ( 定 理 1. 1) ,并 注意 如 (OACK 的 一 一 Et 得 出 ， 任 取 8 
如. 据 定理 5. 2, 并 参考 上 一 定理 证 明 过 程 , 易 见 为 证 本 定理 ,只 须 
证 明 : 存 在 常数 太吉 ,使 
$0) 二 1 当 g(8,t) > (ki 十 kat) g CO, st) 
0 当 且 (人 it) < ki 十 bot) gO ,i). 
此 处 gC8,t) 二 CC9)e*， 其 证 明 与 前 相似 :建立 方程 组 
ge) = CR kci)g (0, se), 
gO cs) = CR 十 kcs) eh ,ca). 
由 于 ci<<es ,此 方程 组 有 解 . 因此 ,有 
BO) = Ck 十 kot) OE), = esc. 
记 五 一 如 一 页 ,8 天 o， 上 式 有 
ex 一 @; 十 ct 一 人 ea 
的 形式 ， 由 于 e* 严 凸 , 知 
ee < 十 ac Tt Cas 
Ee” > a 二 tt EE [eyes], 


‘5, 28) 
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BO) < Rot) gO, te) Li es, 
ED) > hi Rtg tt E [ciyco]， 
这 与 (5. 23) 结 合 , 证 明了 (5. 28)， 定理 证 毕 . 
注 ”对 任 给 aE 00,1), 满足 (5.22) 十 (5.23), 或 满足 (5. 23) 
十 《5.26) 十 C5, 27) 的 检验 名 必 存 在 ， 把 这 一 不 难 证 明 的 问题 留 作 
习题 (习题 13a)， 
例 5.4 对 例 5.1 中 那 5 个 模 型 ,分 别 考 虑 检验 问题 Hk;， 
i 一 1,2. 按 定理 5.6 和 5. 7, 得 出 水 平 < 的 UMPU 检验 是 ; 


1* 正 态 Na, 已 知 , 末 天 ,接受 域 为 < 去 了 YX, 之 
2 由 下 述 关系 式 确定 


ca — RA cl 一 28 
Go | | | 
| vncd | AG 
Cs 一 了 由 ci 一 ng, 
B22 | si 
| Yano ng 工 一 


对 五 : 吕 K; ,接受 域 为 | 六 和 ob | < er 
2* 指数 分 布线 1e 3ITCz>0)dx， HierKKi 的 接受 域 为 c 所 


DX < Cyst sts 由 下 述 关 系 式 确定 : 
Ks, 2070) 一 Ky (2c1/0) 一 1 一 4 一 ] 12, 
Kyls ) 为 入 的 分 布 函数 . 对 Hk ,接受 域 同 上 ,但 Cl 由 关 


系 式 
Ket2cs /0,) KC2c1/0,) 一 二 一 4， 


7 的 
| th Cd = 2n(l — a) (5. 29) 


ac 


所 哺 定 ,kk，) 为 验 . 的 密度 函数 . 
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用 这 两 个 美 系 式 确 定 cc 不易 ,作为 一 种 近似 ,在 应 用 上 党 
取 Cl 和 Cs 分 别 为 好, 的 /2 和 1 一 a72 分 位 点 :这 个 Clria 所 决定 的 
接受 域 适合 (5. 29) 的 第 一 式 , 但 不 适合 第 二 式 . 


8° 正 态 Ne: 久 ) ,aa 已 知 。 瑟 二 天 ,的 接受 域 c 委 > (ZE 一 
1 


0) Ee Coscoes 由 关系 式 
Kc/ tt) 一 Klett) 一 Kc/t) — KC/ =1— a 


确定 . 对 惠 z 嘻 民 ;; 接 受 域 同 上 ,但 oye 由 关系 式 
KR, (ca BB) 一 K, (CeO) =1—a, 


caf 
| 请 (dt 一 ml — a) 
[下 


所 确定 . 
4° 两 点 分 布 B80(1,0). 水 平 a UMPU 检验 都 是 (5. 23), 其 中 


一 2 区, 而 CitarTl rts 由 关系 式 


tal 
2 


上 一 < 二 1 ji 


2 
"ea 一 8 十 2 一 六 


j=l 


| [2 


n 
[ 
=1—at=1,2 


所 确定 (对 五; 二 天 ) ,或 由 关系 式 


< 1 


>) 轩 1 +t D7) 


nt 
Oi(l 一 "i 


点 一 < 十 1 j=1 [3 
一 1 a 
ol, ， ， 
DR Sore jwa 一 多) 
本 =] 十 1! 轩 j=1 [| 
一 nl Oo a) 
所 确定 (对 五 :一 下:)， 


5°” Poisson 分 布 pC0). 水 平 x UMPU 检验 都 是 (5. 23), 其 中 
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t= YX ,而 Clrco 9 大] 9 六 2 由 关系 式 


cal 


e+ re WE 一 1 —a,i~1,2 


=c1 十 | 


所 确定 (再 , 一 天 )， 或 由 关系 式 


ta-1 


在 2 ey 
>» @ "0 > 十 《IE 一 rji)e np 人 一 一 此 


EEE 1 十 1 


5 ke 0 十 Da ee" OY ARE = a — a) 


Cit 1 十 1 


所 确定 Ce 天 
杀 参 数 指数 族 的 UMPU 


设 样本 卫 有 分 布 
dhe ox) = CB, PexptOutr) t+ Hirdgtr), WOW) EN. 
PP 可 以 是 上 维 ,本 守 1， 参数 空间 昌 在 R*' 中 有 内 点 。(w; 四 为 完全 
充分 统计 量 , 可 以 转 到 (w,t) 芍 空间 中 去 讨论 ，(u,2)》 的 分 布 为 
dP# ut) = C(O, Pexptlbu 十 时 让 do 人 tt， (Od) EN. 
就 这 个 分 布 族 讨 论 三 个 检验 问题 ， 
HK0 > 0,, 
Hi:0 = herrK0 A, 

Hi:0 BDK, OE LD,0,1. 
检验 的 对 象 是 68,9 称 为 装 祭 参数 或 讨厌 参数 . 这 种 参数 的 出 现 ， 
往往 使 针对 主要 参数 的 统计 推断 问题 复杂 化 了 . 

处 理 这 几 个 检验 问题 的 方法 ,是 通过 给 定 上 对 x# 取 条 件 分 布 ， 
下 面 的 引 理 起 着 关键 的 作用 。 
引 理 5.1 给 定 1 时 ,w 的 条 件 分 布 有 形式 
dPPitn) = Cerdr (tn), 
即 它 是 一 个 带 参 数 8 的 单 参 指数 族 , 与 无关， 有 了 这 个 引 理 ,就 
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可 以 把 以 上 的 检验 问题 转化 到 前 面 已 解决 的 情形 . 各 问题 的 水 平 
a UMPU 检验 是 ， 
1” 对 HmKi: 
1， 当 w CQ), 
由 (ut) 一 | ， 当 z# = C0), 
0，, 当 w CH), 
其 中 的 CO ,rrGy (C07 C0) 入 1 ,由 关系 式 [cco eg, (ust) du Cn) 
一 & 确 定 . 
2° 对 HK,: 
1， 当 xE [CG),C()], 
(Ht) = | 当 z = C0) ,i = 1,2, 
0， 当 上 (人 <u 人 Ct), 
其 中 0&7 中 很 1,1 一 1,2,CiG) ,ri(7) 由 下 述 关 系 式 确定 ， 


| [CBrga us dua) = a 


[GCsyerraga tus due) a [eic Yeradu tu). 
3° 对 五 ae 天 3 人 拉 为 Balu ;的 形状 ,但 Cs 【Et 5 的 是 由 下 述 关 系 式 
确定 ; 
[cic0Yerga ust du cu) = a, t 一 1 ,2, 

定理 5.8 设 旭 作为 R**' 之 子 集 , 其 内 点 集 B@, 非 空 ， 又 在 检 
验 问题 吾 一 天 1 所 ; 委 3 中 出 现 的 六 ,站 2 都 满足 条 件 :R#: 中 的 
超 平 面 8 二 & 与 @ 有 非 空 交 ,i 二 1,2( 对 HrKRi ,Hy 呈 民 ,) ,或 1 一 
0( 对 Hm Ks). 则 上 面 定 闵 的 诸 检 验 加， 点 :$s 分 别 是 五 ie 天 1 五 。 
天 和 五 ye 天; 的 水 平  UMPTUJ 检验 . 


引 理 s.1 的 证 明 


随机 向 量 (x, 引 的 分 布 记 为 dPsylu,t)， 在 台中 固定 一 点 (0， 
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Vo) ,并 简 记 dPe na 为 4dPo 这 样 可 以 把 (wu,2) 的 分 布 改写 为 (C06, 9) 
CO pC gh)). 
dPogptu,t) = C(O, gexpt(O — Ot 
+ (FO— tdPola ,7). 《5. 30) 
在 引 理 5. 1 中 5 是 一 维 ,但 该 引 理 结论 对 上 0 为 多 维 仍 成 立 , 克 上 式 
的 写法 上 左 许 了 8 可 以 为 多 维 . 往 证 ;给 定时 ,uw 的 条 件 概 率 分 
布 是 
Pastdu|t) = exp((0 — Yu Pdu|t)y /gt), (5,31) 


(CD = | exp (0 — Oy) Poldu ls). Pdult) 是 在 (uy) ~P。 


之 下 ,在 给 定 上 时 zx 的 (正则 ?条 件 概率 分 布 ， 为 证 这 一 点 ,需要 证 
明 两 条 : 

1* 对 任何 Borel 集 BC%B(Bx 是 ww 的 值 域 空间 ) ,Pep(B| 四 是 
t 的 Boral 可 测 函 数 ， 

2 对 任何 Borel 集 BC2B,CC 洲 (为 ?的 值 域 空间 ), 有 有 


Pisu € Bt EC = | PasBlodPs se), (5.32) 
dPY.pt2) 是 二 的 分 布 ， 1 由 Poldu12) 是 正则 条 件 概 率 分 布 得 出 ， 为 
证 ;以 dP4 记 dP$,s， 先 注意 

gC 一 | ceo,pexpc 一 ty 
(| expC@ — 0yw) Podu lt) dPi(r), 《5. 33) 


此 式 由 (5. 30) 及 5 CC 一 下 (Po CC | 菇 直接 得 出 . 
把 (5. 3]) 和 各 (5. 33) 代 入 (5. 32) 式 的 帮 边 ,得 到 


| PorcB dPs st) 


一 | [espcce — Ou) Poldu ty /gos) 


CO, expt ep — tm) got)d Pt) 
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由 TG, exp 0 ~ OY + Cp — ty DAPott,u) 


= PaolB XC)， 
这 证 明了 《5. 32), 因 而 证 明了 (5.31). 把 go 地) 改写 为 17C:Cg , 同 
时 念 dy(n) 一 e “wwPotdw12) ,得 
PapCdu |t) = Cer rdy Cu), 

右边 与 gp 无关, 左边 在 引 理 5. 1 的 陈述 中 曾 记 为 dP$rCx). 引 理 
5$.1 证 毕 ， 

定理 5.8 的 证 明 考虑 妃 ; 二天， 记 友 一 1 人 0 了 拓 四) ,7 一 
1,2.、 接 假定 ,ro 作为 R' 的 子 集 ,其 内 点 集 wi 非 空 . 按 引 理 1. 3,t 
的 分 布 族 的 为 指数 型 族 dP5s(t) 一 CrCPerdw(o. 把 8 固定 为 0),j 
一 1,2 时 ,此 分 布 族 

二 全 (一 三 ( 阅 ef， PE w,) 

的 参数 空间 ww; 的 内 点 集 wi 非 空 , 故 上 是 其 完全 充分 统计 量 . 

现 设 $=#Cns 疏 是 在 ,Ki 的 任 一 水 平 a 的 无 偏 检验 , 则 因 # 
的 功效 函数 Bi(9, 办 连续 , 故 它 在 ww; 上 保持 常数 a,j 二 1,2, 由 此 ， 
据 定理 5.5, 得 

下 (ge 1 = a, a. 80%, (5, 34) 

此 处 Es 理解 为 Ea ,对 任何 PE wo 此 因 前 已 证 明 ,P36(2) 与 yg 无 
关 . 

《5. 34) 式 有 一 个 例外 集 互 (要 注意 的 是 , 虽 则 2; 中 包含 无 穷 
个 分 布 ,例外 集 只 有 一 个 公共 的 ,这 仍 是 因为 E35 与 gq 无 关 ). 由 于 
t 有 指数 族 分 布 ,由 296(B)=0 推 出 Pi6cB)=0 对 一 切 (0,DEB， 
故 不 妨 假 定 B 为 空 集 . 

由 《5. 34) ,应 用 定理 5.6( 这 一 步 取 用 到 了 :给 定 z 时 zx 的 条 件 
分 布 为 只 依赖 于 单 参数 8 的 指数 族 ), 可知 : 

EgyCh Cs2) |) > 也 | 后 

下 (直人 et Ra Fd, EB. 
由 后 -- 式 知 Erp G5) | 和 a0 和 (0 EH, 即 $ 为 HioK 
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的 水 平 检验. 由 前 一 式 知 Esp Ci 站 守 Evylg(u ,2)) ,00 
(9 条 后 加 ,对 五 :一 天， 的 任 一 水 平 a 无 偏 检 验 #5 因此 多 是 HH 
Ki 的 水 平 a UMP 检验 . Hr kK; 和 Hm kk; 的 论证 与 此 完全 
相似 , 效 人 大略 . 定理 证 毕 . 


线性 型 的 检验 


以 上 的 理论 只 能 处 理 单个 参数 的 检验 .即使 在 指数 型 , 两 个 
或 更 多 参数 的 检验 ,其 UMPU 一 般 多 不 存在 . 
但 是 ,经 参数 的 线性 变换 ,指数 型 仍 为 指数 型 . 故 以 上 理论 可 
用 于 参数 的 线性 组 合 , 即 
0* ~ gad + ap, a= Cay sae)’', 
这 里 ao,ai，…ak 不 金 为 0， 为 确定 计 , 设 ao 去 0, 有 
dPaetx)= CO, Pexptutr) 十 Hi(xYdu(r) 
= C0 ,Pexpt wu’ Cx) dt’ Crydpgtr), 
(5. 35) 
其 中 
au = ua t' 一 上 一 QHAean. 
这 样 ,关于 8' 的 假设 ,如 所 乓 ,60. 扩 0* 筷 名,8' 一 抽 等 的 UMPU， 
可 用 前 面 的 方法 得 出 。 


上 检验、 x 检验 .下 检验 


本 节理 论 的 一 个 主要 应 用 ,是 针对 正 态 分 布 参 数 的 检验 . 

1° -一 样本 上 检验. 设 和 ,和 iid ,~ 入 (6,07) ,要 检验 假设 a 
入 ao; 或 立 于 gs 此 处 0 未 知 ， 

样本 (XX ,*… ,六 的 密度 有 形式 人 5. 35) ,其 中 一 1, 而 


# 一 Dit = 7 =af/g ,p= (20). 
1 1 


先 考 虑 go 二 0 的 情况 , 这 时 ,a 所 0 和 a 一 0 分别 转化 为 5 所 0 和 1 一 
0， 据 定理 5.8,; 并 考 虚 到 分 布 的 连续 性 ,得 a 所 0 的 水 平 a UMPU 
| 2]7? 


检验 有 接受 域 USE(). 因为 =z vi 一刀/ 是 2 的 严 增 函数 , 故 
土 述 接受 域 也 可 写 为 也 c(t)， 不 难 证 明 ; 当 a=0 即 0 二 0 时 ,TT 
与 1 独 袜 ,Yn 一 1)7n 了 服从 自由 度 # 一 1 的 上 分 布 m-， 因此 ,上 
述 c( 罗 应 取 为 Vn7 Gi 一 Dtw_jC0) ,其 中 加- 为 加 -的 Eee 分 位 


点 .注意 到 1 一 /n= 人 7 (X, 一 只 )*, 此 检验 可 写成 常见 的 形式 : 当 


Va x/l 六 CR) 1D) se Co 时 接受 ,不 然 就 否定 ， 
对 一 般 的 ao 可 通过 变换 XX 和 ;二 ,一 ao 化 到 ao=0 的 情况 , 结 
果 是 : 当 wz ( 玉 一 ao) /| VK RY /a DD) Ca) 时 接 
受 , 不 然 就 否定 ，(#-i co) 是 分 布 to 的 上 “分 位 点 ,下 同 ). 
类 侯 地 ,对 双边 假设 a 一 a ,得 出 水 平 aUMPU 检验 有 接受 域 
| Vn Xan) fl 5 CKi—R) /Cn 1)) "|e a/2). 


1 
2° 两 样本 + 检验 ， 设 已 ii 一 ao) 了 we 7， 
id ,一 NC,0 ) ,as6b 属于 Ri,o: 汪 0， 要 检验 假设 e<5, 或 ea 一 6 
写 出 侣 样本 (X，,…, Xe yi…: yo) 的 密度 ,可 以 看 出 它 有 
(5. 35) 的 形式 ,其 中 
。 mntp — a) ' ma 二 np 1 1 
Cm no 9 一 | tm To 一 声 | ? 
uw" 一 
1 1 


检验 回 题 x<be>a>0 转化 为 9° 之 0cr9" <0. 据 定理 5.8, 并 考虑 
到 分 布 的 连续 性 , 知 0 庄 0o68* <Z<0 的 水 平 a 的 UMPU 检验 有 接 
受 域 4' 宇 c(1). 因为 在 给 定 1' 时 ,Vw /7 一 (mm 十 n) -1 一 
Cm 十 n) mag" 5) 是 wy' 的 严 增 函 数 , 接 受 域 思 可 写 为 V 这 c(t" ). 
易 见 
tm nn 
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~ YX K+ Or 7)’, 


知 当 “一 时,W 2 人 二 罗 Yintn ss 与 a 一 6 和 无关， 由 


此 据 Basu 定理 , 知 在 4 一 时 ,VY 与 上 独立 . 因此 据 定 理 5. 8, 得 出 
a<6crea26 的 水 平 s UMPU 检验 的 接受 域 为 


mntm + no 2) 二 
V/ mn (xX 了 


[ YX — y+ Sy, Fy)” 
类 似 地 , 若 要 检验 的 假设 是 e 一 ar*a 尖 5, 则 水 平 ge UMPU 检验 的 


接受 域 为 
fmntm + nO— 2) 
22 十 大 | 全 一 了 | 


(De 束 ) 十 > — YY)*] 


如 果 要 检验 的 假设 是 a 一 b<c 4 一 6 一 ctc 已 知 ) 则 只 须 在 以 上 
诸 式 中 把 分 子 中 的 系 一 六 政 为 束 一 了 一 <. 

3° 一 样本 方差 检验 (X’ 检验 ). 

样本 天 ,Xiidy ~ 和 N (ayo?) ,要 检验 假设 中 入 号 ,0 这 a7 
或 二 .与 上 述 完 全 类 似 的 推理 ,得 出 这 几 个 假设 的 水 平 « 
UMPU 检验 接受 域 为 


Sa: DK — KX): oa), (5. 36) 
1 . 
(为 分 布 补 _; 的 上 a 分 位 点 ,下 同 ) (5. 37) 


i > CK; — KY ol — o), 
1 


< 本 2 人) 


< mtn Ca/2). 


了 


d= 虹 c 扫 DX, — RK) & ies. 
1 


其 中 ccs 关系 由 关系 式 
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乓 。1KCrz) 一 五 。 1CC1) = 1 


| ood = (x l(a) (5. 38) 


上 


决定 , 后 一 式 可 用 较 简 单 的 关系 志 玉 。: Ce 一 cz 天 (cs) 去 取代 
(习题 45). 此 处 乓 , 和 并 -分 别 是 好 -的 分 布 冰 数 和 密度 巩 数 . 

用 (5, 38) 决 定 cycs 不 易 , 通 常 多 用 ct 一 加 -1 一 ar209cs 一 
关 -1《a/2) 取 代 之 .由 之 所 得 的 检验 不 是 无 偏 ,但 相去 不 远 ， 

可 以 证 明 ( 习 题 8) :以 (5. 36) 为 接受 域 的 检验 ,事实 上 是 水 平 
a UMP, 但 (5. 37) 则 不 是 ， 

4° 两 样本 方差 检验 (F 检验 )， 

粮 本 ir, iid,~NCGaoD TY ld,~Np,o) ab 
未 知 吕 和 丝 可 在 Ri 取 值 ,中 >0,0 >0， 要 检验 假设 of 和 oirgi >g， 
或 中 一 中 

写 出 合 样 末 (各 ,及 ,YY,) 的 密度 ,有 (C5. 35) 的 形状 ， 
其 中 

60" = (200) 7! — (208) ,P= (— (207) ,madi’ ,nbas’)', 


下 ” 二 7? ， E ”一 Cir iz si 》 一 [ SX 十 DY?,X,Y). 
] 1 1 


按 定理 5.8,oi 所 可 的 水 平 a UMPU 检验 的 接受 域 为 》\y7? 守 
1 
ctt”). 由 于 
Ve (nn 1} > (了 一 7)"/ om 一 1) DX, 一 万) 
1 上 


= (x Oo 1 a — nt dm Oo Yt ~ htt — Hr*) 
《5, 39) 
在 给 定 :* 时 是 2' 的 严 增 函数 ,上 述 接 受 域 可 写 为 V2c(t"). 又 因 
在 对 一 于 时 ,7 与 己 独 立 上 且 服 从 下 分 布局 -与 刀 无 关 . 因此 
由 定理 5.8, 得 到 原 假设 oi 的 水 平 a 的 UMPU 检验 有 接受 域 
VF on-1《1 一 7, 通常 写 为 等 价 的 形式 WEF_1n_1(9)， 这 
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是 因为 在 天 分布 表 中 … - 般 只 对 较 接 近 于 0 的 < 列 出 了 上 wa 分 位 
点 Pn- C0). 

对 原 假 设 中 二 中, 用 同样 的 方法 ,基于 定理 5.8, 得 到 水 平 g 的 
UMPU 检验 有 接受 域 c 志 VeosV 由 (5,39) 给 出 ,cscs 则 由 关系 
Fini — Fai(0) =1— ea, 

CF lm CC = CaF, Ln-itt2) 
所 确定 ， 在 诺 用 上 ,一 般 使 用 更 简便 的 到 法 
Pn 2) = /Fa (0/2), 
cz = FL,m-1 ‘a/2), 
由 它们 所 决定 的 检验 不 是 无 偏 , 但 相去 不 远 ， 


5.4 不 变 检 验 


样本 瑟 取 值 于 可 测 空间 (2 ,. 响 .) ,分 布 族 为 (Po,9E 加 ), 考 
说 假设 检验 问题 (5. 1). 
设 忆 是 一 个 群 ,其 中 每 个 元 g 是 由 党 到 . 宫 上 的 双方 单 值 
一 一 对 应 可 测 变 搁 , 即 对 任何 4E 到. 有 84 一 fr:8zE A}E 
志 .， 又 对 任何 9EB@ 及 gE€EG, 在 下 一 Ps 时 gX 的 分 布 仍 在 族 (P，， 
0E 人 1) 内 , 即 存 在 5E 日 俩 和 一 Po 一 8X~P 把 88 记 为 8, 在 第 2. 
4 节 中 已 证 明 ; 由 一 切 g 构成 的 G 是 一 个 群 . 
回 到 检验 问题 (5. 1}， 如 果 
88, = {gO0 EB} = BH,, 8 一 日 ， (C5, 40) 
则 称 检验 问题 (5. 1) 在 变换 群 G 下 不 变 ， 如 果 一 个 检验 5 满足 条 件 
Bg7) = $7T) :对 一 切 g E GxE C5. 41) 
则 称 % 是 5.17 的 一 个 不 蛮 检 验 . 当然 ,只 有 在 检验 问题 本 身 不 变 
时 , 才 有 不 变 检验 可 言 . 
可 以 用 “不 同 坐 标 系 ”的 观点 来 看 待 这 个 问题 . 把 > 看 作 样 本 
在 一 定 “ 坐 标 系 ?下 的 坐标 ,由 于 变换 站 是 一 一 对 应 ,可 以 把 gx 看 
作为 同一 样本 在 男 一 坐标 系 下 的 坐标 . 《5. 40) 表 明 : 在 这 一 坐标 
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系 下 ,检验 问题 (5. 1 没有 改变 ,因此 有 理由 要 求 : 是 否 接 受 该 假设 
的 决定 也 不 应 改变 (5. 41) 体 现 了 这 个 要 求 . 

例如 ,样本 六 1 的 和 YY 站 分 别 抽 自 正 态 总 体 NUD, 
中 9) 和 NN(9,,01). 检验 问题 

Hi eR > 有 HD = oRK,(0, Fh) 
都 在 变换 群 


EEC 一 
《zl 十 ea 十 cy 十 co 十 corE 及 : 
下 不 变 .，g. 在 参数 空间 B= (1(8 95 :OER!,0ER' ,o>0} 上 
导出 的 变换 为 
Ee ) = c,d + eo), 
而 不 变 检验 则 是 指 满足 下 述 条 件 的 检验 ， 
$Czi 十 ev 十 coyt 十 ce 十) 


= 地 Ts YY ), 
其 实际 意义 无 非 是 :是 否 接 受 假 设 不 应 受到 坐标 原点 取 法 的 影响 ， 
这 无 疑 是 合理 的 可 求 . 


又 如 ,XXX 是 质 自 正 态 总 体 Y(0,o? 的 样本 ,要 检验 假设 
msoleo>0i. 这 假设 答 验 问题 在 变换 群 

ET 一 CrzER"C 为 阶 正 交 方 阵 
下 不 变 .g. 在 参数 空间 {ss 半 0} 中 导出 的 变换 只 有 一 个 (与 C 的 取 
法 无 关 ) ,即便 等 变换 . 不 变 检 验 则 是 满足 条 件 $C(cx) 二 $Cz) (对 一 
切 ER 及 正 交 阵 C) 的 # 这 相当 于 要 求 $x) 只 依赖 于 上 zx. 
本 例 的 直观 意义 是 :是 否 接 受 假设 与 坐标 轴 的 旋转 无 关 . 


极 大 不 变量 


设 和 是 某 室 间 吕 上 的 一 个 一 一 变换 群 .0 中 之 点 分 成 一 些 互 

不 相交 的 轨道 ;会 点 w 的 轨道 是 {gwm:g€G})， 定义 在 如 上 的 一 数 

及 (oj) 在 群 G 下 不 变 ( 即 htgw) 一 hlw) 对 一 切 gEG) 的 充 要 条 忻 

是 ;在 任 一 条 轨道 上 6 的 取 值 不 变 ( 不 同 轨道 上 取 值 可 以 相同 或 不 
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同 ). 若 A 在 群 G 下 不 变 , 且 在 不 同 轨 道上 取 不 同 的 值 , 则 称 疡 是 
群 殷 下 的 -一 个 极 大 不 变量 

依 这 一 术语 ,检验 问题 百 (8E Pa 天 人 7E DID 在 群 G 王 不 
宰 , 无 非 是 说 Ger( 因 而 Gx) 包含 的 都 是 导出 群 忆 的 完整 轨道 , 说 
检验 8 为 不 变 检 验 ,无非 是 说 $5 是 群 G 的 极 大 不 变量 的 函数 . 容 
易 验 证 以 下 的 结论 ， 

定理 5S.9 不 变 检 验 #$5 的 功效 函数 必 是 导出 群 各 下 的 不 变 
量 ,因而 是 群 G 下 极 太 不 变量 vw( 人 ) 的 函数 。 

证 明 设 如 =g6,; 则 

Bt 一 Ee (PLX)) 一 
Fs ($lgX)) = E ($CX)) = Bl), 


第 二 个 等 式 是 根据 g 的 定义 : 当 关 有 分 布 Ps 时 ,8g 和 有 分 布 Pi 

因此 ,不 变性 的 引入 可 以 从 两 个 角度 去 看 ,它们 都 显示 对 原 检 
验 何 题 的 . ~ 种 简化 ;从 样本 空间 看 ,不 变性 要 求 限制 了 只 能 考虑 形 
如 gm(x)) 的 检验 函数 ,m(x) 为 群 G 下 的 极 太 不 变量 ;从 参数 空 
间 看 ,不 变性 要 求实 质 上 等 于 把 参数 空间 缩小 了 ， 因 为 按 定理 
5.9; 任 一 不 变 检验 都 无 法 鉴别 参数 空间 上 同一 条 轨道 上 的 不 阿 
点 ,因而 只 须 在 每 条 轨道 上 取 其 一 个 代表 就 行 . 但 要 注意 的 是 :与 
前 一 解释 不 同 ,这 后 一 解释 并 无 操作 的 意义 ， 因 为 不 难 举 秽 证 明 : 
一 个 检验 其 功效 函数 为 群 G 下 的 不 变量 ,并 不 能 保证 它 是 不 变 检 
验 ( 习 题 51). 


一 致 最 优 不 变 检验 


设 检验 问题 (5. 1 在 群 台 下 不 变 . 以 多 记 一 切 水 平 a 的 不 变 
检验 的 类 , 若 #* EF , 且 对 任何 $8E€. 实 有 
Pi) 所 Per (0) ,对 — 切 8 < 四， 
则 称 i 是 (5.1) 的 一 个 水 平 a 的 一 致 最 优 不 变 检 验 Uniformly 
Most Powerful Invariant Test, ,简称 UMPI 检验 ). 
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据 前 述 ,不 变 检验 无 非 就 是 只 依赖 于 极 大 不 变 其 mm 的 检验 . 
内 此 在 求 UMPI 答 验 时 , 先 得 找 … 个 适当 的 mr( 极 大 不 变 景 有 许 
多 ) ,然后 找 出 zm 的 分 布 族 , 再 岂 探 究 症 这 个 分 布 族 之 下 ,(5. 1) 是 
和 否 有 水 平 < 的 UMP 检验 . 若 有 , 则 它 就 是 在 总 的 分 布 族 之 下 ， 
《5. 1) 的 水 平 a UMPI 检验 . 举 几 个 例子 ， 

例 5.5 样本 和 Xeiid, 抽 月 两 点 分 布 

Pelxi 一 1 一 1 一 Pen 一 人 一 有 0 雪 有 委 1， 

考虑 置换 群 人 :7 中 的 每 一 元 g 是 Cri 7 的 一 个 置换 :g(x1， 
90>0, 在 群 G 下 的 水 平 a UMPI 
检验 . 


易 见 群 忆 的 一 个 极 大 不 变量 是 7 一 1X, ~ Bn,0). 二 是 8 


入 后 0> 的 水 平 n UMPI 检验 有 形式 :8 一 1 或 0, 视 了 > 
cr 一 c 或 二 ce. 由 于 了 也 是 充分 统计 量 , 这 个 检验 在 没有 不 变性 的 
限制 下 也 是 一 致 最 优 的 , 即 是 UMP 检验 ， 

例 5.6 样本 Xi,X,iid, ~ 和 N(9,g) ,0€ Ris,o ?>0， 考虑 
乘法 群 6:G 中 的 元 g, 表示 恋 搞 crime 一 Cereal yc 让 
0. 求 BES0e9>0 在 群 G 下 的 WUMPI 检验 ， 

容易 验证 ,所 提 检 验 问题 在 群 G 下 不 变 , 且 g 在 参数 空间 的 
导出 变换 是 .09,g) 二 Ceb ,co). 群 G 的 一 个 极 太 不 变量 是 mr(x) 一 
(sgnzriyzsyzrirayzD) 一 一 这 里 我 们 从 样本 空间 中 删 去 那些 其 从 
标 至 少 有 一 个 为 和 的 点 (由 于 分 布 为 连续 型 这 是 可 以 的 )， 按 求 
UMPI 的 一 艇 原则 ,应 找 出 姑 ( 避 ?的 分 布 族 ,然后 在 此 分 布 族 之 下 
去 求 8 和 0er0>0 的 UMP 检验 . 但 mx( 久 ) 的 分 布 很 难 求 ,因而 此 
法 施行 不 易 , 但 本 例 有 充分 统计 量 了 一 《了 973) 一 (及 ,5),S 二 


[ 510% 一 叉 ):) “变换 量 群 在 统计 量 了 的 信 域 空间 .上 导 


出 一 个 变 挽 群 全 ”一 {ge 和 > 0}, 其 中 gg: 是 ge {tists 一 《ctly 
ctz}) 一 一 一 般 讲 ( 不 局 限于 此 例 的 具体 的 工 ),g EG 能 和 否 在 .7 导 
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出 一 个 变换 g "不 一 定 ,g " 是 这 样 定义 的 :为 算 g" 《to); 先 要 找 xz。 
使 全 (xo) 二 ;计算 了 (gzo) 并 以 之 作为 g* (to)， 这 里 就 有 个 条 件 ; 
Tr} = To T gr) = T(E) TE TE 

(5. 42) 
否则 g' C6) 的 意义 不 定 ， 如 果 对 一 切 gEGC5. 42) 都 满足 , 则 容易 
证 明 ( 习 题 47): 由 局 在 .7 上 导出 的 变换 集 上 5G "二 {g* :gEG} 构 成 
一 个 群 .本 例 属 于 这 一 情况 , 且 如 前 所 证 ,6G 仍 是 上 的 乘法 
群 ,其 一 个 极 大 不 姿 量 为 天 /S( 比 处 5 总 大 于 0, 故 sgn5 可 以 免 
去 ). 取 吕 二 va 一 1) 充 /Sm 的 分 布 族 为 自由 产 # 一 ! 的 非 中 心 
5 分 布 族 t_1a:6ER'), 而 原 检验 问题 经 过 转 到 充分 统计 量 并 施 
加 不 变 限 制 后 ,成 为 :m 是 从 分 布 族 {t,_.;,6ER'} 中 抽出 的 样本 ， 
要 检验 假设 SS0e6>0, 不 难 证 明 ; 此 问题 有 UMP 检验 ,否定 域 
为 mpm 之 -1 (9. 实际 上 , 任 取 52>0, 考 虑 检验 问题 5 一 0 一 人 
因 海 CAC， fx 一 1, 人 人 ) 记 .4s 的 密度 ) 按 (1.14) 式 ,有 

fomlan— ll/ (mln — 1.0) 


一 Ped mf Vn 十 cn 六 0 为 常数 . 


此 武 是 mw 的 增 函 数 , 而 当 8=0 时,m 一 -1; 故 向 水 平 a 的 UMP 
检验 为 当 zm 守 >,_1(a) 时 否定 . 不 难 验证 ,此 检验 的 功效 函数 是 @E 
R, 的 严 增 函 数 ( 第 一 章 习题 23) ,因而 对 原 假设 5 所 0 也 有 水 平 a. 
因此 它 就 是 6<0=6>0 的 水 平 的 UMPI 检验 . 即 原 检验 问题 8 
过 0o0>0 的 水 平 & 的 UMPI 检验 . 

本 便 多 费 了 一 点 笔 回 , 因 其 中 涉及 几 个 有 普遍 意义 的 问题 :(D 
使 用 充分 统计 量 . 色 久 样本 空间 上 的 变换 能 否 在 充分 统计 量 工 的 
慎 域 空间 上 导出 一 个 变换 ( 若 不 能 , 则 工 无 用 ). 人 @ 如 果 可 以 ,转化 
到 了 再 施 以 不 变 要 求 . 

这 第 3 条 还 有 理论 问题 . 基于 充分 统计 量 的 决策 函数 类 虽 可 
取代 全 体 决 策 毅 数 类 ,但 基于 充分 统计 基 的 不 变 ( 在 估计 中 称 同 
变 ) 奖 策 类 能 和 否 取 代 全 体 不 变 决 策 类 ,并 非 理 所 必然 -. 这 个 向 题 前 
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面 在 讨论 间 变 佑 计时 也 碰 到 过 (参看 (2. 56) 式 下 那 一 段 ), 其 一 般 
理论 可 参看 该 处 所 引文 献 . 对 假设 检验 而 言 结 果 大 致 上 上 可 归纳 
为 : 苦 统 计量 了 不 仅 充分 而 且 完 全 , 则 这 一 取代 合法 . 因此 ,能 用 
的 范围 也 是 有 限 的 ， 

例 5.7 某 产 品 的 一 项 质量 指标 和 服从 正 态 分 布 waycs)， 
只 有 当 处 实 w 时 产 呈 才 合格 , 故 不 合格 率 为 户 一 疡 (ea) 二 Pe( 革 
< 7， 现 有 买 的 iid. 样本 ,要 检验 假设 百 :p 执 pos 开放 > 加 

不 妨 设 一 0 不然 以 有 也 ' 一 叉 一 x 代替 天)， 这 时 上 一 
(一 a/9) ,而 < 大 加 转化 为 a/g 实 名 ( 机 一 和 (一) ;对 ! 为 标准 
正 态 分 布 函 数 的 反 和 函数 ). 此 问题 在 上 例 的 乘法 群 G 下 不 变 , 转 称 
到 方 分 统计 量 ( 了 ,5) ,得 极 大 不 变量 mx 一 Yaln 一 站 下 /'S ,其 分 布 
为 {6,-1.1:8ER') 而 原 检 验 问 题 成 为 : 据 样 本 mr 检验 5. 一 8 < 
6566， 上 例 已 证 ft.-1.s:5ER'} 为 单调 似 然 比 旋 , 故 这 问题 有 水 平 a 
的 UMP 检验 ,否定 域 为 mc, 其 中 c 由 关系 记 (ts_iws 所 0) 二 a 确 
定 , 名 = Y z 本 例 也 存在 一 个 转移 到 充 匣 统计 量 以 后 再 用 不 变 
性 是 否 合 法 的 问题 ， 


Bayes 原则 和 Minimax 原则 


与 估计 问题 相位, 无 偏 检 验 和 不 变 检 验 是 对 所 允许 的 检验 的 
类 作 限 制 ,再 在 这 限制 的 类 中 求 一 致 最 优 被 验 ， 我 们 也 可 以 不 限 
制 检验 的 类 ,但 降低 “一 致 最 优 ” 的 要 求 为 某 种 综合 指标 最 优 ， 
Bayes 原则 和 Minimax 原则 是 其 中 的 重要 代表 ， 

在 检验 中 用 Bayes 原则 (在 Wald 统计 决策 理论 的 框架 下 ) 有 
两 种 作法 . 

一 是 只 在 对 立 假设 天 上 引进 先 验 分 布 ,要 求 在 水 平 4 的 约 


束 下 ,使 “Bayes 功效 " 即 | BC0)dv(0) 达到 最 大 这 无 异乎 用 一 个 
简单 假设 “K。: 样 本 有 分 布 | Ps(dz)dy(9) "去 取代 原来 的 复合 假 
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设 下 ,问题 归结 为 求 瑟 + 下 的 UMP 检验 . 在 样本 空间 为 欧 氏 而 
概率 测度 族 {Po,6E 五 } 受 控 的 条 件 下 ,可 以 证 明 :UMP 检验 存在 ， 
但 找到 这 个 检验 不 一 定 容易 ， 

二 是 在 全 参数 空间 ( 若 五 UK 只 是 全 空间 的 真子 集 , 则 以 它 
取代 参数 空间 ) 上 引进 先 验 分 布 wx 问题 归结 为 找 答 验 多 使 “平均 
错误 概率 ”, 即 R($) 一 | akodvo) 十 fa 一 BC0))dv( 引 ,达到 
最 小 . 如果 以 ds 和 分别 记 “接受 原 假 设 ” 及 “否定 厌 假 设 ” 的 行 
动 ,并 设 损失 函数 为 

Lds0) = 1,0€ Ki Ld) = 0,0€H; 

Ld = 0, 0€ Kk; Ld) =1,0€H, 
则 员 ( 办 无 非 就 是 (随机 化 ? 判 闫 函数 区 在 先 验 分 布下 的 Bayes 风 
险 ,而 俩 平均 错误 概率 最 小 的 检验 $, 就 是 在 前 述 损失 函数 及 先 验 
分 布 " 之 下 的 Bayes 解 . 这 个 解 可 用 “Bayes 风险 最 小 ”的 原则 去 
求 , 具 体 说 , 若 区 的 分 布 族 {Ps,8E 昌 } 受 控 于 测度 ,i 记 fx, 站 二 
dPatzr)y/djx， 得 样本 之 后 , 算 电 和 天 的 后 验 概率 


palx) 一 {fez dr) /er), 
prx) = {flv edz), (5. 43) 


其 中 cx) = | fC,0) dv09). 当 py (zx) 记 112 时 取 ds( 即 
gz) 一 0)，Prkzy<12 时 联 ($C0) 一 1) ,Pp(x) 一 1/2 时 $x) 
可 尾 意 在 L0,1] 内 给 一 个 值 . 

在 这 个 模式 下 ,没有 必要 一 定 取 前 面 指 出 的 损失 函数 ,一 般 可 
以 取 

Lidos0) 一 也 af) 了 Ti 一 LB). 
这 时 ,只 要 把 prspr 的 定 必 修改 为 
putzx) = | /fers L800), 
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B(x) 一 | fe,0 0) dC0), 


然后 当 Zw (rT) >Bxr(z) 时 令 x) 二 0,Ppr(r)<pr(r) 时 $x)=1, 
patr) 二 pr(r) 时 $x) 任 意 在 [9,1] 内 ) ,就 是 Bayes 和 解 . 

这 个 做 法 没有 罕 出 原 翁 设 BB 的 特殊 地 位 ,也 可 以 施加 .“ 检 
验 有 水 平 "这 类 限制 ,这 就 成 为 在 supBi(9) 太 a 的 约束 下 ,使 
Bayes 风险 R($) 最 小 ,即使 

| | /C0) (zyP zy) TF 01 — $x) Lx) dO dcr) 


= | $C gedacr) 一 | LOdvC0) 
三 8 


达到 最 小 ,或 者 说 ,使 | gz)g(z)dw(z) 达到 最 小 ,其 中 


这 实质 上 是 一 个 对 立 简单 假设 下 求 UMP 检验 的 问题 ,不 同 之 处 
在 于 g 可 以 取 负 值 ,因而 gdu 不 一 定 是 概率 分 布 ,但 这 在 数学 方 
法 上 并 无 差异 . 总 之 ,Bayes 提 法 并 不 带 来 以 往 没 有 处 理 这 欧 数 学 
上 的 新 问题 . 

Bayes 检验 也 用 在 纯 推 断 的 意义 上 , 给 定 先 验 分 布 " 后 ， 
vCH) 和 w(KK) 分 别 是 原 假 设 吾 和 对 立 假设 玉 成 立 的 先 验 概率 . 
有 J 了 样本 以 后 , 则 有 后 验 概率 

pH|IX) = pulx}, pIK1z) = 疡 KZ) 
pa kx) ,pxr tz) 网 (5.43) 式 . 焦 Bayes 学 派 的 观点 ,工作 到 此 也 就 
完了 ,至 于 如 倍 舍 价 所 得 后 验 概率 ,要 由 使 用 者 参 鸭 种 种 因素 来 确 
定 . 例如 ,一 种 推 斯 方式 是 当 pCH |x) 汪 pCK|XX) 时 接受 五 ,不 然 
就 否定 五 . 若 要 照顾 到 两 类 错误 的 相对 重要 性 不 同 , 也 可 以 适当 
取 一 个 常数 c, 使 当 p(B |zx)/p(K|zx) 之 ec 时 接受 万 ， 

Bayes 派 学 者 在 主张 使 用 Bayes 检验 法 时 提出 的 理由 ,与 
Bayes 估计 相似 ,其 中 有 一 条 是 特别 与 检验 有 关 . 例如 在 N (a,o?) 
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中 检验 es 一 0**e 天 0.， 有 的 Bayes 学 者 认为 ,a 不 可 能 严格 地 等 于 
0, 故 从 还 辑 上 看 ,ae 一 0 肯定 该 被 拒绝 . 而 且 , 那 怕 a 的 真 值 与 5 只 
有 极 微小 的 偏差 ,用 通常 的 检验 法 ,例如 以 | 屋 |>>e 为 否定 域 的 检 
验 , 当 样 本 其 足够 大 时 ,总 会 导致 否定 a 一 0, 这 不 合理 ， 这些 学 
者 提出 ; 赋 子 a 二 0 这 个 值 一 定 的 先 验 概率 ,可 以 使 *a 二 0” 这 个 假 
设 的 提 法 合理 化 . 

这 个 论点 看 上 去 有 些 道理 , 不过, 它 在 实际 上 的 意义 可 能 并 
非 很 重要 , 当 人 人 们 用 通常 的 检验 法 一 一 例如 当 | 下 |<&c 时 接受 a 一 
0 时 ,实际 上 并 未 严格 地 拘泥 于 a 一 0, 在 中 等 大 小 (更 不 用 说 很 
小 ?的 样本 量 之 下 ,检验 方法 中 固有 的 不 确切 性 ,使 = 一 0 和 “aa 径 0， 
但 |a| 相 当 小 ”这 两 种 情况 基本 无 法 分 辨 ,至 于 在 样本 量 n 极 大 时 ， 
不 难 证 明 ( 习 题 59) ;即使 用 Bayes 法 ,只 要 a 与 0 有 别 , 总 会 (以 极 
接近 1 的 概率 ) 导 致 否定 ae 一 0. Bayes 方法 中 关于 融合 先 验 信 息 
与 样本 信息 的 主张 当然 是 可 取 的 ,在 实施 上 也 比 NP 理论 容易 . 
摆脱 不 了 的 癌 题 仍 是 先 验 分 布 该 如 何 选 择 才 合理 ， 

译 于 Minimax 原则 ,其 如 何 运用 ,也 比 点 估计 复杂 ,一个 初 
一 看 可 能 引起 的 想法 是 ;在 水 平 a 的 前 提 下 ,使 最 小 功效 达到 最 大 
(即使 infB.C9) 达 到 最 大 ). 但 这 个 提 法 无 用 ,因为 在 通常 的 情况 
下 ,由 于 功效 函数 的 连续 性 及 互 与 扩 有 公共 的 边界 点 ,多半 有 
inftBxg)sw 一 个 细致 一 些 且 有 意义 的 提 法 如 下 :给 定 水 平 w 定 
义 功 效 的 包 络 


Be 0) = suppst0) ， Ek, 
其 中 5 是 吾 wKK 的 一 切 水平 a 的 检验 之 集合 ,对 任 一 个 8%E 5。, 总 有 
(六 一 遍 ( 拉 之 0 对 一 切 8E 天 . 我们 当然 希望 ;PB,(9) 与 让 (的 的 差 
距 急 小 僵 好 . 计算 a (#)=sup (pe (9) 一 (站 ). 如 果 六 i 记 5, 满足 
dat$")} = jnf al$), 
称 #* 是 五 *> 玉 的 水 平 的 最 严 检验 (Moast Stringent Test)， 对 这 
种 检验 目前 结果 还 很 有 限 ， 
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第 六 章 ”大 样本 检验 


假设 检验 归 化 为 数学 优化 问题 ,可 解 的 情况 不 多 ， 究 其 原因 ， 
在 于 这 优化 不 是 针对 一 个 且 标 一 一 一 个 具体 的 对 立 假设 点 ,而 是 
针对 多 个 目标 的 "一致 优化 ” 点 估计 同 题 情况 也 是 如 此 ,例如 说 ， 
MYVUE 估计 存在 的 情况 不 多 见 . 

固 此 ,在 更 多 的 情况 下 ,人 们 不 得 不 从 直观 的 想法 出 发 ,设法 
去 构造 一 个 或 一 些 看 上 去 合理 的 检验 法 . 例如 ,车 某 一 统计 量 在 
对 立 假设 正确 时 倾向 于 取 较 大 的 值 , 而 在 原 假设 正确 时 倾向 于 取 . 
较 小 的 值 , 则 以 该 统计 量 的 大 值 为 否定 域 的 检验 ,可 认为 是 合理 的 
选择 .自然 ,对 在 直观 的 基础 上 引进 的 检验 ,可 以 从 各 种 角度 探讨 
其 性 质 , 比较 其 优良 性 等 , 在 这 种 研究 中 ,上 一 章 所 引进 的 那些 概 
念 ,有 其 重要 的 作用 . 这 就 是 本 章 的 主题 . 可 以 想见 ,其 内 容 非 常 
广泛 ， 本 童 的 题材 是 一 个 混合 体 ,但 有 两 点 共通 欧 性 质 :其 一 如 上 
所 述 , 所 研究 的 检验 法 多 少 是 基于 直观 而 提出 , 另 一 点 是 检验 临界 
值 的 确定 ,大 都 要 依赖 检验 统计 量 的 渐 近 分 布 , 故 属于 大 样本 检验 
的 范围 ， 与 此 相对 ,前 章 讨论 的 检验 则 是 属于 小 祥 本 的 . 


6.1 似 然 比 检验 


样本 基 有 样本 空间 (各 , 绍 ,) ,其 分 布 族 (Po,8E 昌 ) 受 控 于 a 
有 限 测度 pg. 记 f(x, 他 一 dPolx) /dpy, 要 检验 假设 
HERPKOIEDB = — 8, C8. 1) 
(也 可 设 @, 为 如一, 的 真子 集 ) 定 义 统计 量 
LR(zY = sup/ x,0)/ Su- x,0) (C6. 2) 
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它 称 为 (对 于 检验 问题 (6.1) 的 ) 似 然 比 ， 而 
$e) {Re (6. 3) 
人 0, 当 LREX) < 
称 为 (6. 1 的 一 个 做 然 比 检验 . 此 处 c 为 常数 , 且 在 LR(x) 一 c 时 ， 
gx) 可 适当 定义 ,不 作 一 律 规定 . 

似 然 出 检验 由 Neyman-Pearson 在 1928 年 提出 ,可 视 为 
Fisher 极 天 似 读 人 秸 计 概念 在 检验 问题 中 的 引伸 ,二 者 有 类 似 的 直 
观 依据 .为 用 此 方法 , 除 要 求 密度 存在 外 ,还 项 要 (6. 2) 式 分 子 和 
分 母 的 极 值 存在 有 限 , 且 为 zx 的- 否 . 可 测 函 数 . 为 满足 这 一 条 ,可 
假定 .Fr 全 作为 (zy 分 的 函数 ,是 名 .xB6 可 测 (Bg 是 参数 空间 
妨 的 子 集 袍 成 的 4 域 ， 当日 为 网 氏 空 间或 其 一 Borel 子 集 时 ,有 s 
由 日 的 一 切 Borel 子 集 构成 ), 且 对 连续 . 

为 根据 检验 水 平 去 决定 临界 值 c, 需 要 求 出 LRCX) 在 原 假 设 
成 立时 的 分 布 . 这 只 在 样本 分 布 为 指数 型 .截断 型 等 几 种 情况 下 
可 以 做 到 ,就 是 说 ,大 体 上 限于 上 一 章 提 及 的 那些 例子 ，Wilks 在 
1938 年 证 明了 ;在 一 定 的 正则 条 件 下 ,LR(Z) 在 原 假设 下 以 x 分 
布 为 极限 分 布 (定理 6. 1 这 可 有 岂 来 (在 样本 量 很 大 时 ?近似 地 闫 定 
临界 值 < 以 此 , 似 然 出 检验 基本 上 和 是 大 样本 检验 . 

例 61 磋 iid, 一 Cnyes)， ER', o>0, 要 检验 

H; p= pe 天 :天 各 


有 fir 一 (w2r6)- exp| 一 2 一 2 ， 


0 = (4K,0°), 
易 算出 


- -exp| — LV py 
Sup/ (7,0) = sup (ZA0) exp| 37 2 0) }) 


一 (Dr /nm) 2 2 gy" $0 一 | yx _ pe) 2 
1 
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四 -1 | 
supf(z,) = sup { (37o) exp 30 2 a 


:A 所 Ri,o’ > 0| 


一 (orm) ee so 二 [ > (一 元 )3] 1 


由 此 得 

也 民 ( 基 7 (CSS = (1 + /nr — 1)0"™, 

一 Yn —1) | 二 一 各 jl/ 
因 LR(X) 是 |t| 的 严 增 函数 ,推出 五 一 玉 的 似 然 比 检验 应 有 否定 
域 |t| 守 ce， 因 在 原 假 设 成 立时 ,t 有 分 布 1_1, 故 应 取 c= 1Ca/2)， 
以 使 检验 有 水 平 1 一 ae. 这 就 是 熟知 的 1 检验 , 它 是 无 偏 的 . 

但 是 ,在 更 多 的 情况 下 , 似 然 比 检验 不 具备 上 一 章 讨论 过 的 那 
些 优 良性 质 . 例如 , 它 一 般 不 为 无 偏 ( 习 题 2,3) ;也 有 可 能 , UMP 
检验 存在 ,但 不 是 似 然 比 检验 (习题 4,5》、 田 外 ,也 有 这 样 的 极端 
例子 ,其 中 水 平 的 似 然 比 检验 ,还 不 如 不 做 试验 而 径 取 #7z) 寺 a 
(习题 7). 由 于 原 假 设 可 以 是 复合 的 ,有 时 似 然 比 徐 验 甚 至 无 法 定 
义 { 习 题 6). 


似 然 比 的 极限 分 布 


设 (6.1) 中 的 日 ,作为 R* 的 子 集 , 有 内 点 ,而 @@ 的 维 数 r<&Cr 

可 以 为 0, 表示 @, 退化 为 一 点 ).“@, 为 > 维 "的 确切 含义 是 ;存在 

R’ 中 有 内 点 的 集 4, 及 定义 于 A 上 的 光滑 函数 zg (9) , 取 值 于 R+， 

使 0 二 g (PD 在 4 与 8, 之 间 建 立 一 一 对 诺 ， 这 时 ,对 8€ 名 ,1 的 分 
布 也 可 用 依赖 于 参数 g 的 形式 表 出 : 

for Dd = flrsg tp dr = fF (rp dy. (6. 4) 

定理 6.1 设 参 数 真 值 炙 为 人 @, 的 内 点 ;与 名 (通过 gg) 对 应 的 

加 是 和 4 的 内 点 . 设 关 |，… 六 ,是 队 分 布 f(z 如 dy 中 抽出 的 iid. 样 

本 ,从 和 免 分 别 是 在 模型 {f(zx,Ddx,0EB} 和 {了 (zx,PdppE A} 
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之 下 似 然 方程 的 相合 解 记 
LR OCX) = TIO,0)/ TE? Xi9), 


则 在 一 定 的 正则 条 件 下 , 当 wn 一 oo 时 ,了 ,二 2logLR* (Xi,…XX,) 依 
分 布 收 僵 于 难 .… 
定理 结论 成 立 所 需 的 确切 条 件 将 在 论证 过 程 中 给 出 . 又 注意 
的 是 ,此 定理 所 涉及 的 工 及 "与 前 面 定 尽 的 他 然 比 并 不 是 一 回 事 ， 
因 似 然 方 程 的 根 不 必 是 极 值 点 , 虽 则 在 不 少 情况 下 二 者 是 重合 的 . 
转 到 定理 的 证 明 . 记 


工 (6) 一 [AR 2， Lop = [7 XD, 
1 一 ] i~ 1 


bi = dg, /Mp |p B= (Bi) aier eic 
灵 以 I 和 9 分 别 记 {Cz 人 dn,9EB} 和 {了 (Cr,gdpy,pE A} 的 
Fisher 和 信息 阵 , 则 易 见 
Teg) = BICYB'. 《6. 5) 

忆 记 一下 | 用 多，，aa 有 人 | |，。， 仿 定 /对 6 有 三 阶 
偏 导数 , 则 因 尺 依 概率 收 化 于 名, 当 5 充分 大 时 有 

log 了 (DB ) 一 logL(F) 一 2 1D',C,D,, 《6. 8) 
此 处 万 .一 va (一 六) ,而 C; 的 (i, 门 元 为 

FlogL 0) 


8=0" 


ph 


其 中 2 在 久 和 良 的 连 线 上 , 因为 如 一 >9,cs 可 夫 为 品 十 em 此 
处 昌 二 一 n 1 路 兴 |， 而 sm0. 因此 ,车 假定 定理 4.9 的 


Ci | EE 


EF P 
条 件 成 立 , 则 D, 一 >NC0,7-1(8)) ,因而 有 D's(e) sciD, 一 > 
0， 由 此 及 (8.6)? 式 ,得 
log 了 (入 ) 一 logLm) 一 21 名 )D, + ol). (6.7) 
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acgZK , dogL(W)| i 
| | 据 中 心 极限 定理 ,有 
V, > NCO0,T(0)), (6.8) 
叉 在 定理 4. 9 条 件 威 立 之 下 ,有 (看 (4. 72) 式 下 面 一 行 , 注意 该 处 


的 一 7 了 71(0)| 一 Spcz,0)) 即 现在 的 了.) 
D, = [CD)V。 + 0,(1). 
以 此 代入 (6,.7)? 式 ,得 
log 工 (站 ) 一 log 工 (了 ) 一 2-1V IC 十 of1)，《6,9) 
如 果 对 分 布 族 (6.4? 世 假定 定理 4.9 的 条 人 忻 , 则 与 上 完全 一 样 的 推 
理 得 到 
logF($) — log 产 (8) = 2 GU, 十 orf1. 《6.10) 


此 处 区 一 mt M8 .A082 | | 一 BV 以 此 代入 


(6.10), 把 (6.9) 与 (6.10) 相 减 , 并 注意 到 (8) 一 上 (yg) ,得 
Y, = 2(ogL() 一 logL. (8,)) 
= VE) — BITOGYOBV, 十 0,(1). 《6- 11> 
以 Z 记 一 个 有 维 随机 向 量 , 有 有 分布 N (0,T)， 则 按 c6,8) 和 
(6.11), 知 并, 的 极限 分 布 与 ZC9D CT) 一 B'TT1C9)BYIY? 
《名 )Z 同 , 即 与 ZZ 一 了 (WR)B'Y-1(# BICP))Z =21'1M2 同 . 
由 (6.5) 易 知 M4 为 桥 等 阵 ,其 秩 为 
rk OM) 一 Tt 一目 一 上 在 (OK 的 ?下 天 1 入 ) 再 有 (加 )) 
= Eiri BN TY)B') 
= Etro gi 一 下 一 让 (了 
一 下 一 了 
据 分 布 与 党 等 阵 的 关系 ( 见 第 1. 3 节 末 尾 ), 知 ZNMZ 一 难于 
是 完成 了 定理 的 证 明 . 
证 明 过 程 中 也 给 出 了 所 需 的 正则 条 件 ， 
1 由 4 到 BB, 有 一 一 对 应 变换 g(g), 它 有 直到 3 阶 为 止 偏 导 
234 


记 VY, = 


数 . 

2" {f(r,0Odn,0€EB} 和 {7(z ,gdpx,pE A} 都 满足 定理 4, 9 的 
条 件 . 

例 6.2 禅 本 英和 id 一 Ne) TS 有 旧 全 部 
样本 独立 . 要 检验 假设 


媚 : 村 一 一 有 全 大 :8 不 完全 相同 ， 
记 A 到 
号 一 nl > CXR, 一 及 7， x: 一 Pi 大， 
j=1 j=1 
S: = DmSi/n, n= Sh,, 
1 1 
则 不 难 算 出 LRC(X) 一 S$"/ 了 sy ,而 
Y, = 2logLR(X) = nlogs 一 Dmlogs. 
据 定 理 6.1， 当 原 假设 H 成 立时 , 且 当 min {nm 9 ,co 时 ,有 


7 - 芝 - 认 ,一 如 - 由 此 得 出 大 样本 仆 然 比 检验 有 否定 域 了 ,> 
和 . iCa). 

本 例 形式 上 越 出 了 定理 6. 1 的 范围 , 因 全 体 样本 昌 独 立 但 非 
同 分 布 ,而 是 分 成 有 限 个 同 分 布 系列 . 不 难 证 明 ; 定 理 6. 1 适用 于 
这 种 情况 ,这 是 因为 :定理 6. 1 的 证 明基 于 定理 4. 9, 而 定理 4.9 
对 这 种 情况 仍 成 立 ,证 明 的 细节 有 些小 变化 ;(6. 7) 式 右边 的 1(8) 
要 用 

LF) = 1: DIO 


去 代替 ,其 中 了 (9) 是 Xi ,Xs，… 这 个 子 系列 的 公共 分 布 {f(x,8) 
"dm 和 加 ;的 Fisher 信息 晤 Cs 可 以 与 i 有关 ,但 8 与 8 是 公共 
的 ),(6.9) 式 中 的 TC) 也 用 7 了 CF} 取代 , 6.19) 中 的 了 Cg) 也 作 类 
似 处 理 . 有 一 点 不 同 的 是 :这 时 V 不 是 iid. 和 ,因而 (6. 8) 不 再 成 
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立 , 这 一 点 要 修改 如 下 ; 随 着 nn 一 0 ,nvn 不 一 定 要 有 极限 ,这 时 
可 通过 取 子 列 使 wjn re: 存在 ,对 1<<i 之 m(# 一 6) ,就 这 个 
子 列 来 讨论 ,由 中 心 极限 定理 有 

V, NOOOND), TF) = crTodb)， 


又 对 此 子 列 有 了 CP) 一 TF), 7 (8) 了 (4), 于 是 对 此 子 列 而 言 ， 
(6. 11? 式 以 下 的 推理 全 部 有 效 . 由 于 极限 分 布 难 _, 与 所 取 子 列 无 
关 (Cfn} 的 任何 子 列 都 可 取出 于 列 {n}; 使 二 Ar 有 收 误 ), 知 
2logLRCX) 仍 以 此 为 极限 分 布 ， 

应 当 注 意 的 是 ;根据 定理 6. 1 而 作 的 大 祥 本 伺 然 比 检验 了, 只 
保证 了 

limPeCT, 否定 H)》=&, 当 8E€ 和, 
它 并 不 保证 当 固定 时 ,T, 有 水 平 w 在 许多 情况 下 ,即使 9€ @,， 
2logLRCX) 的 分 布 (x 圈定 时 } 仍 与 8 有 关 . 因而 有 可 能 根本 找 不 
到 一 个 常数 c 一 cr 使 以 QogLR(X)>>c, 为 特定 域 的 检验 具有 给 定 
的 水 平 “习题 6). 在 例 6.2, 这 一 情况 不 会 发 生 ,因为 2logLR(X) 
在 原 假 设 刀 成 立时 ,其 分 布 与 9 无 关 . 

当 n 固定 时 ,2logLRCX} 的 分 布 与 其 极限 分 布 难 - .有 差距 ,其 
均值 方差 可 以 不 同 于 准 -.- 的 均值 方差 上 一 r 及 2 一 >)， 因 此 ,有 
的 作者 提出 适当 修正 2iogFR(X)( 例 如 , 限 其 线性 变换 
ds2logLR(X) 十 5.). 以 使 其 均值 方差 为 二 一 mr 及 2 一 -希望 这 
样 可 以 改善 logZR() 的 分 布 与 其 极限 分 布 符 全 的 程度 当 
2logZRkz) 的 均值 方差 能 确切 求 出 时 ,这 样 做 可 能 有 益 , 但 这 一 点 
往往 不 能 实现 ，Bartlett 曾 就 本 例 按 上 述 想法 提出 一 个 修正 统计 
量 , 即 通常 的 Bartlett 检验 (细节 见 作 者 4 数理 统计 引 论 》p. 331~- 
332), 但 是 ,Bartlett 所 依据 的 是 2logIRCX) 的 渐 近 均值 方差 而 非 
其 确 值 . 在 通常 应 用 中 办，…nms 不 见得 都 很 大 ,因而 其 效用 也 是 
不 肯定 的 . 
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当 定 理 6.1 的 条 件 不 成 立时 ,没有 相应 的 结论 ,或 结论 不 真 . 
前 考 的 例子 是 @@ 与 8 有 相同 的 维 数 , 比 方 说 在 例 6.1 中 要 检验 假 
设 jp 所 Jnrp>pw. 后 者 的 重要 例子 是 样本 分 布 没 有 共同 支撑 . 有 
趣 的 是 ;在 这 种 情况 下 ,2logLR(X} 仍 可 以 有 XX 分 布 为 极限 ,但 自 
由 度 与 定理 6. 1 所 规定 的 不 同 ( 习 题 11,12c)， 


6.2 拟 合 优 度 检验 


设 有 自 某 总 体 中 抽出 的 iid. 样本 多,,… ,要 检验 假设 


五 :天 | 的 公共 分 布 为 下 ， (6. 12) 
五 为 一 完全 已 知 的 分 布 、 更 一 般 一 些 ; 
HH;X eX, 的 公共 分 布 属 于 多 ， 6.13) 


多 是 一 个 给 定 的 分 布 族 , 例 如 正 态 分 布 族 . 当 多 中 只 会 一 个 分 
布 时 ,(6. 13) 退 化 为 (6.12) 的 情形 . 

给 定 的 分 布 (或 分 布 族 多 ?可 以 是 某 种 理论 或 学 说 的 后 果 ， 
这 时 ,对 假设 五 进行 检验 ,可 视 为 对 该 理论 或 学 说 是 否 正确 的 一 
种 检验 ,例如 我 们 精心 制造 了 一 颗 和 屋子 ,有 理由 认为 其 各 面 出 现 
的 概率 都 是 1/6. 我 们 把 这 骨 子 投掷 多 次 , 依 其 结果 对 “ 仙 子 均匀 ?” 
这 个 假设 可 否 接 受 作 检 验 . 又 如 著名 的 重 德 尔 静 豆 试验 中 的 “3 : 
1? 规 律 ,是 基因 学 说 5( 虽 则 在 兰 德 尔 时 代 尚 无 这 个 名 词 ? 的 后 果 . 
因此 对 “3 : 1” 假 说 进行 检验 ,可 视 为 对 基因 学 说 正确 性 的 一 个 检 
验 ， 当 对 数据 作 统 计 分 析 时 , 常 假 定 它 来 自 正 态 总 体 ， 有 时 对 这 
一 点 有 疑问 而 想 把 它 付 诸 检 验 , 这 属于 (6.13) 的 情形 , 因 并 未 要 求 
正 态 分 布 的 参数 有 特定 的 值 ， 在 这 个 问题 中 , 正 态 假设 也 可 以 有 
某 种 理论 根据 (如 据 中 心 极 限定 理 ), 也 可 以 没有 . 在 后 一 情况 , 问 
题 的 意义 志 可 以 理解 为 :手头 的 数据 其 分 布 与 正 态 分 布 的 善 异 是 
香 大 到 了 不 宜 用 正 态 方法 去 分 析 的 程度 ?更 有 一 些 情 况 ,原本 试验 
者 就 认为 分 布 不 应 是 下 ,去 检验 假设 (6.12) ,目的 是 希望 得 到 否定 
的 结果 ,以 作为 “分 布 不 是 下 "的 有 力 支持 
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这 种 检验 问题 当然 可 以 纳入 一 般 检验 癌 题 的 框架 肉 ， 不 过 ， 
当 我 们 对 一 个 如 (6. 123( 或 66. 13)) 的 检验 问题 加 上 “ 拟 合 优 麻 ” 的 
界定 语 时 ,心目 中 总 是 认为 它 有 以 下 两 个 有 关联 的 特点 ， 

一 是 它 没 有 一 个 明确 的 对 立 假设 ,或 者 说 ,可 能 的 对 立 假设 是 
全 方位 的 . 例如 , 设 (6. 12) 中 的 下 为 Nt0,1)， 如 果 事 先 我 们 对 XX; 
的 会 共 分 布 G 没有 任何 限定 (或 只 有 某 种 一 般 性 的 限制 ,如 要 求 CG 
连续 ), 则 视 为 摘 合 优 度 检验 问题 . 反之 ,车 已 知 ( 或 给 定 )G 只 能 
在 分 布 族 {N(8,1),8E RR'} 内 , 则 问题 就 是 参数 检验 8 二 0 上 8 取 0. 
这 种 情况 一 般 就 不 称 之 为 拟 合 优 度 检验 问题 . 

二 是 在 设计 检验 统计 量 及 解释 检验 结果 时 ,注意 力 集 中 在 原 
假设 瑟 上 . 这 与 上 一 条 有 关联 , 因 既 无 特定 的 对 立 假设 ,检验 统 
计 基 也 就 必须 有 全 方位 的 性 质 , 而 这 意味 只 能 从 “数据 与 假设 如 
是 否 符合 ”这 一 点 着 眼 . 在 解释 结果 时 ,也 不 必 采 取 通 常 检验 中 
“接受 ”与 “否定 "这 种 非 黑 即 白 的 形式 ,而 说 “数据 与 假设 五 符合 
( 拟 合 ) 的 程度 如 何 ”， 这 种 说 法 更 切 近 问题 的 实质 ,也 是 “ 拟 合 优 
度 检 验 " 这 个 名 称 的 来 由 . 


X 只 取 有 限 个 且 下 完全 已 知 时 


设 (8. 12? 中 的 分 布 有 形式 
P(X = a.) = pp,， 1 所 1 世上， 
p>0 已 知 为 检验 假设 (6. 12) ,以 各 记 天 1,… ,XX 中 等 于 ai 的 个 
数 , 作 统计 量 
Y, = 2 Cb — npi) /np, (6.14) 
zz 应 倾 疝 于 小 , 这 祥 ; 加 权 和 en 人 名 一 ?pi 六 是 一 个 适当 的 
检验 统计 量 ( 当 它 大 时 否定 豆 ,或 者 说 , 当 它 大 时 认为 数据 与 分 布 


F 的 拟 合 差 ) 由 于 当 已 成 立时 (&, 一 np)/ RN (0,p.(1 一 
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#)) ,可 见 , 为 要 得 到 -个 统计 景 ,其 极限 分 布 ( 当 m 一 o0 时 ) 不 退 
化 到 0 或 oo,c 必 须 有 c/n 的 形状 . 可 以 证 明 ( 习 题 15): 若 令 ce 一 


c/n2>0, 则 当 Ht 成 立 而 2 一 cc 时 ,统计 量 Dabs 一 np /nn 的 极 


限 分 布 总 存在 ,但 唯 有 在 c 一 1/p; 时 ,此 极限 分 布 有 最 简单 的 形式 
届 -1， 这 个 结果 属于 现代 统计 的 莫 基 者 之 一 玉 . Pearson ,是 数理 统 
计 学 中 最 重要 的 基础 性 结果 之 一 : 

定理 6.2(K, Pearson) ” 当 假 设 五 成 六 时 ,(6.14) 式 所 定义 
的 统计 量 了 了, 当 ”>ce 有 极限 分 布 验 -1. 

有 时 把 (6. 14) 式 中 的 各 :和 np; 分 别称 为 (a; 的 ,或 第 i 组 的 ， 
因 2, 的 具体 值 不 起 作用 , 它 只 起 一 个 标识 的 作用 ) 经 验 频 数 和 理 
论 频 数 ， 为 证 定理 6, 2, 先 证 明 下 面 的 引 理 : 

引 理 6.1 设 5 服从 多 项 分 布 Mtn;pi,… pr) 令 


一 Np! Er 一 ps | 
上 一 3 » 一 CA， 阶地 
fp fp pp £ 
设 C 为 天 阶 对 称 宕 等 阵 , 以 史 为 一 特征 向 量 , 即 Cy 一 ay 对 某 常数 
a， 则 当 no 时 C8, - 双 - 好 ,此 处 > 一 环 (C) 或 二 CC) 一 1 视 x- 
0 或 否 而 定 . 


证 明 找 上 Xx ( 必 一 1) 矩 阵 4, 使 人 4 为 天 阶 正 交 阵 . 注意 到 
风纪 一 0 有 


两 边 乘 以 人 gl4) ,得 总 =4Z 于 是 剖 'C6, 一 ZA'CAZ,, 据 定理 4， 
11 证 明 中 的 第 二 条 预备 事实 ,可 知 当 2 一 cc 时 ,. 依 分 布 收 人 证 于 正 
态 和 (0,B) ,其 中 如 的 (2, 门 元 为 1 一 ;或 一 Npipis 视 i 二 j 或 否 而 


定 . 因此 有 ZN OABA)=N (OD 1). 因此 ,利用 筑 等 阵 与 
入 分布 的 关系 (第 1. 3 节 末 属 )? 可 知 ,为 证 本 引 理 ,只 须 证 A'CA 为 
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特等 阵 晶 具有 所 说 的 秩 - 证 明 名 下， 
由 JW 十 44' = 一 了, 知 
A'CAACA = AC — yy ICA= ACA — ACyp'CA, 
因 C=C,Cy 一 y 而 A 一 0, 有 A'CAA'CA 一 A'CA, 即 41C4 为 
竹 等 又 因 (y14) 满 秩 , 有 
多 ] ， 
‘cya)|= | 
= rk ey) + rktA'CA). 
荐 a 二 0, 则 了 TkCCD) 二 0 而 rkCA'CA) 一 rk(C) ,否则 及 (YC) 
一 ] 而 rkCA'CA)=rk(O) 一 1]， 引 理 证 毕 . 
有 了 这 个 引 理 就 不 难 证 明定 理 8.2, 因 Y, 二 #1.&,, 此 相当 于 
引 理 6.1 的 C= 的 情况 . C 为 竹 等 而 Cy%=, 即 a 二 1 关 0, 故 六 . 


屏 >4_，. 定理 证 毕 . 

以 这 个 极限 定理 为 基础 ,就 可 以 对 很 设 (6. 12) 引 进 一 : 个 大 样 
本 检验 : 取 定 水 平 w. 当 科 >z (ae) 时 否定 五 ,此 检验 有 渐 近 水 平 
a 也 可 以 这 样 想 :7. 全 大 , 风 数 据 与 理论 分 布下 的 报 合 意 差 , 设 
由 具体 数据 算出 的 了. 信 记 为 y. 算出 pC) 一 PO 之) p(y) 
可 以 解释 为 * 当 五 成立 ( 而 基 大 ?时 ,得 到 像 y 这 么 大 或 更 大 的 
偏差 ?这 个 事件 的 概率 .如果 这 个 概率 甚大 , 则 观察 到 的 偏差 > 并 
不 希奇 ,因而 数据 与 理论 符合 是 好 的 或 可 以 的 ;有 反之, 若 此 概率 其 
小 , 则 我 们 要 么 认为 理论 分 布 刁 不 行 , 要 人 么 接受 “发 牛 了 一 个 小 概 
率 事件 ” 因此 ,只 好 认为 数据 与 理论 符合 得 不 好 . 基于 这 个 分 
析 , 可 以 把 (3y) 说 成 是 所 观察 到 的 数据 与 理论 分 布 六 的 “ 拟 合 优 
度 ” ,p(y) 盖 接近 100), 则 拟 合 钝 好 ( 愈 着 )}， 这 个 度量 排除 了 和 
pi 的 影响 ,因此 是 一 个 比较 满意 的 选择 . 当然 ,要 注意 到 , 拟 合 优 
次 z(y) 的 计算 是 基于 我 们 所 用 的 方法 , 即 统计 量 YY， 如 选用 其 他 
方法 , 则 有 相应 的 算法 而 结果 可 以 不 同 ， 可 以 理解 :不 依赖 于 所 选 
用 的 方法 的 “ 纯 客观 "的 拟 合 优 度 ,是 无 法 定义 的 . 
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xc 一直 | 风 CY 0 | 


0 CQ 


另 有 一 种 看 法 :既然 在 互 成 立时 ,7, 有 极限 分 布 尺 _1, 而 后 者 
的 密度 在 一 3 处 达到 最 大 ( 设 3. 在 =2 时 ,在 0 点 最 大 ), 因 
此 , 氢 合 得 好 的 标志 应 是 YY, 之 值 在 一 3 附近 ,而 不 是 尽量 小 . 这 
看 法 有 - 定 的 道理 , 它 特 别 迎 合 我 们 在 现实 中 这 侦 和 采取 的 一 
种 看 法 :Y, 太 大 固然 反映 拟 合 不 佳 , 但 了 . 过 小 , 则 给 人 以 数据 是 
否 可 信 的 疑问 , 折 中 的 情况 合 平 情理 因而 更 使 人 信服 ,不 过 还 有 
另外 的 说 法 :如 果 从 检验 功效 的 观点 , 则 以 YY, 的 大 值 作为 否定 域 
有 较 大 的 功效 ,因而 更 为 可 取 . 

在 统计 学 文献 中 ,了 , 常 被 称 为 (Pearson)X 统计 量 ,以 了 .大 
值 为 否定 域 的 检验 , 则 称 为 好 (或 Pearson ) 拟 合 优 度 检 验 . 这 
个 名 称 的 由 来 显然 是 出 于 定理 6. 2. 

例 6.3 一 家 工分 守 中 晚 一 班 近期 记录 了 一 些 事 故 , 计 
早 . 晚 班 各 6 次 ,中 班 3 次 . 怀疑 事故 发 生 的 机 会 大 小 与 班次 有 
关 , 想 用 这 批 数据 来 检验 一 下 , 取 五 :* 事 故 概率 与 班次 无 关 ? 为 原 
假设 , 五 的 意义 应 理解 为 :在 有 事故 发 生 的 条 件 下 , 它 发 生 在 各 班 
次 的 概率 都 是 1/3. 于 是 算出 

Y 一 (5 一 6 和 十 (5 一 3 十 (5 一 6)075 = 1.2, 

查 六 分 布 表 , 得 到 1.2 这 个 值 相 应 的 拟 合 优 永 为 王 ( 邓 > 汪 1. 2) 一 
0. 549. 因此 ,目前 所 掌握 的 数据 尚未 能 给 “事故 率 与 班 深 有 关 ” 这 
个 设想 以 充分 的 支持 . 

这 个 初 浅 的 例子 有 其 启发 性 . 不 了 解 统 计 思 想 的 人 倾向 于 低 
估 随 机 性 的 影响 ,因此 多 半 会 从 6 : 3 :6 的 记录 推断 中 班 事故 率 
显著 地 小 些 . 从 形式 上 理解 统计 方法 的 人 则 可 能 从 本 例 检 验 结 果 
认定 三 班 事 故 率 无 差别 ,丙种 看 法 尼 失 之 恰当 , 正确 的 看 法 是 既 
看 到 数据 所 反映 的 现实 显著 性 ,因而 认为 有 进一步 查考 的 必要 ,向 
时 也 认识 到 ;以 目前 掌握 的 资料 的 规模 , 尚 不 能 在 统计 上 获 致 健全 
的 结论 ， 

例 6.4 把 一 粒 认 为 可 能 是 均匀 的 山子 投掷 6x 10"? 次 ,记录 
下 4046 各 点 出 现 的 次 数 售 次 为 :二 110 一 10:, ns 二 10 十 1.5 
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X10, n=10"—2X10°, m=10°+4X10°, ns=10"—3X10°, ne 
二 10"* 十 0.5X10;、 算出 了 ,二 3250， 其 与 “ 殿 子 均匀 ”这 个 假设 的 
拟 合 优 度 PL 中 >3250)<10-1， 因 此 可 以 说 ;所 得 数据 断然 不 支持 
“ 骨 子 均匀 ?这 个 假设 ， 

然而 , 按 所 得 数据 去 佑 计 各 面 出 现 的 概率 ,其 值 与 176 的 差距 
都 很 小 ,从 实际 的 观点 看 可 能 意义 不 天 . 这 两 个 例子 - - 正 一 上 反 , 说 
明了 现实 显著 与 统计 显著 性 的 差异 :前 者 着 重 在 所 观察 到 的 差异 
有 无 实际 的 重要 性 , 而 后 者 则 着 重 所 观察 到 的 差异 可 否 仅 用 随机 
性 去 解释 . 统计 上 的 显著 性 不 必 有 现实 意义 ,但 是 ,车 现实 的 显著 
性 达 不 到 统计 显著 性 , 则 尚 不 能 充分 使 人 信服 ,以 其 不 能 排除 偶然 
因素 的 作用 . 在 更 复杂 的 实际 问题 中 ,这 种 对 统计 分 析 结 果 作 恪 
当 解 释 的 问题 将 更 加 突出 和 不 易 , 这 需要 经 验 及 有 关 所 研究 问题 
的 专门 知识 . 


XX 只 取 有 限 个 值 而 玉带 参 数 时 


仍 设 并 只 能 取 aas 等 二 个 值 . 原 假设 五 是 ;对 某 个 9E 

各, 的 分 布 有 形式 
PX = a) = TP)， 1 i 
这 里 0 一 (2 上) 1 太一 2, 晶 是 R' 中 一 个 有 内 点 的 集 ， 为 
检验 右 , 先 利用 样本 司 ，… ,对 8 作 一 估计 记 ,然后 以 天 (8) 取 
代 56. 14)? 中 的 pj; 以 计算 
CE A a. ? 

# 的 意 闵 与 前 间 : 它 是 XX 的 iid. 样本 有 1 中 等 于 但 ; 的 个 数 . 

定理 6.3(R.A. Fisher) 设 {z(09)， 1k)} 满 足 定理 4.11 
中 的 条 性 . 设 站 的 分 布 为 Pr,P 是 8 的 内 点 .并 把 (6.15) 式 中 的 
如 取 为 8 的 似 然 方程 的 相合 解 。 则 当 n 一 oo 时 , (6.15) 式 定义 的 
Y 依 分 布 收 雍 于 六 ，.. 

证 明 记 玉 ==( 代 ,分 二 一 (的 ) 二 Nj( 抱 ) ;以 及 
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《6. 157 


U, 一 (CVn Cm 一 和 DA Ny Vn CA 一 和 AAA， 


B= Ca)rxsr 四 六 一 天 光 区 (02, 
,二 Vn {6 — WY 一 Vn (On — 站 一) 
nm 


Van, 0? ae » Z, = BEé,. 
在 定理 4. 11 的 证 明 中 曾 得 出 (9) 一 BB' ,7( 引 是 分 布 fxr (站 ,…， 
maf8 的 Fisher 信息 阵 , 以 及 
D, = 1)Z, 一 I 1m) BE,. C6.16) 
由 于 名 是 6 的 相合 估计 ,名 为 日 的 内 点 ,以 及 不 (9) 有 一 阶 连 续 仿 
导数 ,有 
EC > Vb, 


Va -> 

+olvn lt), 
而 按 定理 4. 11， Vn ( 色 一 名) 有 极限 分 布 , 故 ov aa | 二 一 次) 
二 ot1). 因此 上 式 可 写 为 0 一 BD 十 064t1)， 再 由 (6.16) ,得 Cr 
二 B11(7P)BE,， 这 样 , 有 

= | $= | (BIOOBE ?= 8Cé,, 

其 中 C= 一 BIT187)B,C 为 对 称 宪 等 阵 ， 故 按 引 理 6. 1, 有 

Y, -一 x, 当 关 一 co， (6.17) 


其 中 s 一 rkCO) 或 ECC) 一 1. 由 于 Bp 二 0Gg 二 (Vm ,Wz )， 
知 CU 一 0 故 了 为 zk 一 1 ,而 
TKIC = tr(C) = EB eB) = Eh tr BB’') 
= Rt Tm = mt) kr, 
因此 (6. 17) 中 的 5 一 有 一 1 一 r， 定理 证 毕 . 
例 &.5 据 遗 传 学 理论 ,人 类 血型 由 一 基因 位 点 上 的 三 个 等 
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位 基因 A,B,O 所 决定 ,它们 产生 六 个 基因 型 00,40,44,B8B， 
B80,4B 和 四 个 表现 型 :00 一 一 血 卉 ;AO,A44 一 一 血型 A;BO， 
有 5 一 -血型 B;48 一 一 血型 4B, 设 有 一 足 驶 大 的 人 类 群体 ,4， 
B,O 三 个 基因 首 其 中 的 频率 分 别 为 p,q 和 r= 二 1 一 p 一 9; 则 根据 数 
量 浪 传 学 中 的 Hardy-Weinberg 平衡 定律 ,在 交配 是 随机 的 条 件 
下 (这 表示 ,例如 ,排除 了 系统 的 近亲 结婚 的 情况 ) ,四 种 血型 频率 
应 分 别 为 
PIO) = 7r?, PteAY = P+ 2pr, 
PB) = g++ 29r, P(AB) = 2py, 
这 相当 于 定理 5.3 的 = 二 4,r 二 2 的 情况 . 设 在 此 群体 中 随机 抽取 
本 #2 个 人 ,发现 其 中 有 站 型 0O,A,B 和 4B 的; 分别 有 no,nasns 和 
Has 个 , 刚 如 ar 的 极 大 似 然 估 计 Pa 和 六 是 似 然 函 数 
1og 元 { 户 ,Gor) —2nologr + nalog tp’: 十 2pr) 
十 neslog lg’ 十 297) 十 nan(2pg) 
在 约束 条 件 p 守 0,g 宇 0,r 宇 0,p 十 g 十 "二 1 下 的 极 值 点 .这 要 使 用 
夺 代 法 ,可 以 取 
mo Vann po 1— Yl(nt n/n gC—1— po—ro 

为 初始 点 . 得 出 志 ,9, 和 7, 后, 即 可 按 (6,15) 式 算出 了 ,, 及 氢 合 优 
度 三 (好 >>Y,)， 这 个 检验 曾 用 不 同 地 区 利 种 族 的 人 群 的 数据 去 做 
这 秋生 上 过 坦 传 学 理论 有 良好 的 拟 合 ， 

例 6.6 若 和 取 值 为 0,1,… 光 ,要 检验 其 分 布 是 否 为 二 项 分 
布 BC, 户 ) ;对 某 个 pE [50,1j]. 对 于 作 2 次 观察 ,以 wn; 记 其 中 等 于 


i 的 个 数 , x 一 Dn 见 p 的 极 大 似 然 佑 计 为 5 = = Di /nk. 


由 此 算出 
BB /ll 


= Yo -一 提 


自由 度 为 全 十 1) 一 1 一 1 一 上 一 1 车 训 检 验 一 可 取 任 何 非 负 整数 为 
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六 (1 一声 4 5 


值 的 变量 其 有 Poisson 分 布 作 (办 ,对 某 个 A>0; 则 因 下 的 值 域 非 
有 限 7 必须 先 把 这 些 值 合并 为 有 限 个 组 ;例如 :把 0,] ,上 k 各 作为 
一 组 , 癸 十 1, 下 十 2,-…} 合 为 一 组 ,这 时 得 到 的 似 然 方程 为 


三 5 co 
DG DEN BGA Dw Dw =0, 
0 5 一 点 十 1 i 二 = 二 1 
(6. 18) 


此 处 za 为 样本 X;，…,X, 中 等 于 ;的 个 数 ,N= Za 而 ww(D 一 
e-w7i1 .这 方程 求解 也 需 用 迭代 ， 本 例 自 由 度 为 (& 十 2) 一 1 一 1 一 
友 ， 

将 X 的 若干 个 值 并 成 一 组 不 仅 是 因为 x 能 取 无 穷 个 值 , 即 使 
X 只 能 取 有 限 个 (个 ) 值 ,但 由 于 样本 量 相对 于 不够 大 ,致使 
祥 本 X,,…,X 中 取 某 个 值 4; 的 个 数 太 小 ,这 时 把 <, 这 个 值 单独 
作为 一 组 即 不 合宜 ,而 须 把 它 合并 到 其 他 值 中 构成 一 个 组 ,以 加 大 
这 组 的 经 验 频 数 ， 究 其 原因 ,是 因为 统计 量 的 真确 分 布 (在 原 
假设 如 成 立时 ) 与 其 极限 分 布 的 差距 ,是 随 着 每 组 内 的 经 验 频数 
6 的 增 大 而 减 小 . 但 这 种 并 组 从 理论 上 说 造成 两 个 同 题 . 其 一 是 
按 定理 6. 2 和 6.3, 分 组 应 是 独立 于 样本 去 做 ,否则 极限 分 布 就 与 
这 些 定理 规定 的 有 出 和 人。 但 实际 工作 中 人 们 多 是 根据 样本 的 值 去 
进行 分 组 ,以 使 每 组 的 频数 都 不 太 小 (例如 ,不 小 于 5) 且 各 组 频数 
差距 不 悬殊 ,这 个 细节 在 实用 上 一 般 都 不 顾及 ,实际 其 影响 也 不 
太 重要 . 

另 一 个 问题 是 并 组 后 ,用 极 大 似 然 估计 法 去 估计 未 知 参数 变 
得 复杂 如 在 本 例 中 ,车 不 并 组 , 则 4 的 极 大 似 然 信 计 就 是 了 ,很 
容易 计算 ,而 并 组 后 ,决定 4 的 方程 (6. 18) 就 变 得 不 好 处 理 . 在 应 
用 上 ,一 般 多 是 不 顾 并 组 这 一 事实 ,而 仍 用 不 并 组 时 的 极 大 似 然 估 
计 去 估计 未 知 参数 理论 表明 ,这 对 Y, 的 极限 分 布 有 些 影响 ,但 
一 般 其 实际 意义 并 不 大 . 其 实 ,这 类 处 置 法 在 统计 应 用 中 颇 常 见 . 
例如 在 加 权 最 小 二 乘法 中 , 权 数 的 选 定 可 能 参考 了 样本 值 , 而 在 理 
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论 上 则 仍 把 它 作 常 数 看 . 
X 可 取 无 穷 个 值 时 


一 般 , 设 X 的 理论 分 布 函 数 为 ,可 以 是 完全 已 知 ,或 依赖 
于 参数 人 :Po(CX 委 zx) 一 下 (zs 们 .处理 这 种 情况 的 方法 是 把 (一 c， 
ceo) 分 成 有 限 个 区 间 : 石 一 (一 cp ya》 了 二 {aya2) yy 了 二 (ay 1 
co) ,每 一 段 的 概率 依次 为 zy (人 一 Py(XEa1) 一 Fa) ra(9) 一 
下 (az 的 一 Fa 的 一 1 一 下 (ai 这样 就 转化 到 已 既 
处 理 过 的 情形 . 

前 面 关于 分 组 及 未 知 参数 估计 问题 的 那 一 段 议论 ,自然 也 适 
用 于 这 里 的 情形 ， 


列 联 束 检 验 独 立 性 


设 每 一 个 体 可 能 具有 或 不 具有 属性 4 或 B, 而 希望 考察 这 两 
个 属性 是 否 有 关联 ,属性 4 分 成 > 个 等 级 41,…,A,,B 分 成 个 
等 级 B，,…,B,。 比如 要 考察 人 的 文化 水 平 与 其 收入 是 否 有 关联 ， 
可 以 把 人 按 其 学 历 分 成 若干 个 等 级 , 按 其 收入 分 成 若干 个 等 级 . 

设 在 所 考察 的 总 体 中 随机 抽出 车 
干 个 体 ,比方 说 从 特定 的 一 群 人 中 随 
机 抽出 若干 人 人， 在 此 ,假定 总 体 所 会 
个 体 数 相 比 于 所 抽出 的 人 数 是 很 大 ， 
或 者 ,在 相反 的 情况 , 则 设想 抽样 是 有 
放 回 的 . 这 样 可 以 假定 所 抽 个 体 的 类 
别 为 iid.， 以 njy 记 这 xn 个体 中 家 于 
C4,B;) 的 个 体 数 ,而 把 数据 询 为 右 表 
的 形式 . 可 以 形式 地 引进 一 个 二 维 随机 向 量 ( 和 ,了 ), 蕊 取 值 1,…， 
rsY 了 到 值 1 ys, 车 所 抽出 的 个 体 属 于 (4,,B,) :就 说 =i,Y=J. 
右 表 则 可 视 为 ( 芝 , 了 ) 的 #4 个 iid. 样本 中 , 取 (1,1),… (ro 各 值 的 
个 数 的 表 ， 
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所 要 检验 的 假设 是 
吾 ; ,了 独立 ， 《6. 19) 


即 存 在 常数 pi. sp 非 负 ， Sp: = Sp. = 1 


使 PCX 二 i Y= 方 == ppivi 一 1 了 二 1 昼 5. 这 样 形式 
地 把 问题 纳入 (6. 13) 的 范围 ,pi.… sp. 和 pi,…, 记 .; 是 未 知 参 
数 , 共 z 十 3 个 ,但 有 两 个 约束 , 故 实 质 上 只 有 rr 十 $C 一 2 个 参数 . 

上 面 那 种 形式 的 数据 表 称 为 (r Xs 到 联 表 .由 于 这 类 问题 在 
应 用 上 碰 到 很 多 , 故 列 联 天 分 析 成 为 统计 方法 与 应 用 中 的 一 个 重 
要 方面 . 一 般 地 可 以 考虑 CA;,B;) 这 组 的 概率 站 的 变化 规律 . 独 
立 性 检验 只 是 其 中 最 初 浅 最 基本 的 一 个 问题 . 在 统计 学 中 列 联 表 
分 析 划 归 离 散 多 元 分 析 的 范围 . 

为 用 洲 拟 合 优 度 法 对 假设 (6.19) 作 检验 , 先 杰 算出 p;. 和 


.的 极 大 似 然 估计 , 即 在 约束 3p. = 3p.， 二 1 之 下 ;使 


JT JT (pp.)" 达到 最 天. 结果 易 得 出 为 


pi 一 Hn p.; = A/n, 


其 中 心 二 了 m,n. 一 和 mw 于 是 C44,B,) 组 的 理论 频数 信 计 什 
为 np Pp. 一 NN, 而 


rT 于 


Y= > CA 一 MR) CRM ). 《6. 20) 


按 定 理 (6. 3), 当 nw-*oo 时 ,车 假设 瑟 成立 , 则 Y, 有 极限 分 布 
m= r+ 一 2)= 0 D(C— 1), 
利用 这 个 极限 分 布 ,在 x 较 大 时 ,可 以 对 假设 (6.19) 作 大 样本 检 

验 ,或 计算 氢 合 优 度 . 
在 > 一 2,5 一 2 的 特例 , 列 联 表 中 共有 4 个 格子 , 故 也 常 称 为 四 
格 表 ,这 时 自由 度 只 有 1. 对 这 个 特例 还 可 以 用 Fisher 提出 的 精 
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确 检验 法 作 检 验 , 见 例 6. 10. 

例 6.7 要 考察 特定 一 群 人 的 收入 与 其 在 x& 
文化 消费 上 的 支出 有 无 关联 ， 把 收入 分 成 低 、 

中 ,高 三 档 ,分 别 以 1.2、3 记 之 ;文化 支出 分 低 、| ! 
高 两 档 , 分 别 以 1,2 记 之 . 共 随 机 抽查 了 201 
人 ,结果 如 右 表 . 

就 每 个 格子 计算 和 (6. 20? 中 各 项 .例如 ， 
第 一 个 格子 为 

(201 Xx 63 一 79 X 160)27(201 X 160 X 79) 一 0. 0002. 
依次 算出 其 他 各 格子 之 值 , 相 加 ,得 Y. 二 7, 2078. 查 害 分 布 表 , 自 
由 庆 (3 一 1)(2 一 1 一 2 得 已 (双全 7.2078) 一 0.0207， 此 值 很 接近 
0, 表 明文 化 支出 与 收入 独立 ”之 假设 ,与 观察 到 的 数据 符合 程度 
很 差 . 

若 要 进一步 研究 二 者 的 关系 , 则 须 引 入 更 复杂 的 模型 . 从 表 
上 观察 到 的 基本 趋向 是 :文化 支 负 随 收 入 增加 而 剧 降 . 

例 6.8( 齐 一 性 检验 ) 设 有 三 个 生产 同一 种 产品 的 工厂 , 产 
品质 量 分 成 1.2 两 个 等 级 . 为 了 解 这 三 个 厂 产 品质 量 水平 有 无 差 
异 , 分 别 在 1.2、3 厂 随机 抽检 79,54 和 68 件 产品 , 设 铺 果 如 上 表 
所 示 . 上 例 的 计算 表明 ;所 观察 到 的 这 批 数 据 , 极 不 支持 "各 厂 产 
品质 量 无 差异 ?之 假设 ， 从 数据 上 看 ,3 厂 最 好 ,1 厂 次 之 ,2 厂 最 
差 . 

本 例 之 所 以 能 用 与 上 例 完 爹 一 样 的 做 法 ;是 因为 形式 上 看 ,可 
以 把 “各 厂 产品 质量 无 差异 ”说 成 “4( 工 厂 ),B( 产 品质 量 ) 这 两 个 
属性 独立 ” 但 是 从 理论 上 看 ,二 者 有 本 质 的 差 副 , 因 为 在 本 例 中 ， 
各 厂 抽取 样品 个 数 ?79,54 和 68 是 先 定 的 ,没有 随机 性 ， 而 在 上 例 
中 ,我 们 是 在 该 人 群 中 抽样 ,抽样 前 并 未 定 下 在 各 收入 档次 的 子 群 
中 各 抽 多 少 ,其 至 也 未 分 析出 这 些 子 群 . 因此 ,如 要 使 此 例 与 上 倒 
完全 一 致 (因而 可 用 基于 (C6.20) 的 检验 ,就 必须 把 三 个 厂 的 产品 
混成 一 堆 后 再 抽样 ,但 在 实际 工作 中 不 大 会 这 样 去 做 . 
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本 例 其 实 有 三 个 总 体 . 每 厂 产 品质 量 有 各 自 的 分 布 , 即 其 一 、 
品 的 比率 ,所 要 检验 的 假设 是 这 三 个 分 布 “ 齐 一 ? 即 一 臻 , 故 称 
为 齐 一 性 检验 . 这 个 问题 可 一 般 地 表述 为 :有 7 个 总 体 ,; 都 只 取 
a1，,"** as 这 有 限 个 值 ,第 i 总 体 分 布 为 
PIX=a) =nB), lj 1 ?i 和 rr (6.21) 
这 里 bm 属于 Rr 的 某 个 开 集 恕 ,8 与 i 无关. 要 检验 (8.21) 中 的 7 
个 分 布 相同 , 即 检验 假设 
Hy 一 … = Oo,, 《6. 22) 
分 别 从 第 i 总 体 中 抽出 xm; 个 iid, 样 本 ,1 太守 zr， 利用 这 个 样本 ， 
可 对 be 和 作 极 大 似 然 佑 计 8,， 如 假设 (6. 22? 成 立 , 则 把 全 体 样 本 
《 共 下 十 和 十 和 个 ) 合 起 来 * 可 对 [op 了 ,8 的 公共 值 已 作 极 大 似 
然 估计 义 如 果 (6, 22) 真 成 立 , 与 go 应 接近 ， 由 这 个 考虑 ,得 到 
一 个 衡量 假设 (6. 22) 与 数据 偏差 的 统计 大 
Y, = DF unc0o,) — nx (B/C 6.23) 


i=1 j=1 


与 证 明定 理 6. 3 的 方法 类 似 , 但 细节 上 更 复杂 一 些 , 可 以 证 明 : 在 
{zj(9)} 满 足 定理 6. 3 条 件 之 下 , 当 假 设 (6. 22) 成 立时 ,了 , 依 分 布 
收 往 于 X_nv， 当 Tin 1 Ci rf ) Ce。 此 处 我 们 不 给 出 这 个 证 明 ， 
可 参看 作者 鞭 k 数 理 统计 引 论 》,p. 310 一 314. 
如 果 对 总 体 的 分 布 毫 无 限制 , 即 
Tt) 一 8,， 1 j=) 8, > 0， Ye 一 1， 
一 共有 9 一 < 一 1 个 自由 参数 , 克 在 假设 成 立时 ,(6.237 的 Y。 
和 XD * 又 易 见 在 这 个 场合 +» 为 CHa ns si Ri) sj; 为 
第 i 总体 所 抽 个 样本 中 等 于 aj; 的 个 数 , 而 为 
(2 ,Dafa)’ = 3 - 


以 此 代入 (6. 23》 ,可知 了 与 (6. 20) 一 到 ,5 只 在 记号 上 有 差异 (此 处 
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a 相当 该 处 六 . ,而 3 相当 该 处 4.))， 这 就 是 齐 “ 性 检验 名 
六 性 检验 形式 相同 的 理论 根据 . 
其 他 检验 


除了 民 拟 合 优 说 检 验 外 ,还 有 一 些 方法 用 于 检验 假设 (6. 12) 
或 (6. 13) ,有 的 是 针对 某 种 特殊 分 布 的 ,如 检验 一 组 数据 是 否 来 自 
正 态 分 布 的 Shapiroe 检验 . 有 关 这 个 检验 ,及 拟 合 优 度 检 验 这 个 题 
材 的 系统 论述 , 读 省 可 参看 杨 振 海 教授 的 专著 《 氢 合 优 度 检验 六 安 
微 教育 出 版 社 , 1994 年 ). 

另外 有 一 些 方法 ,也 和 必 法 一 样 ,对 理论 分 布 的 形式 没有 特 
殊 的 限定 , 总 的 说 大 略 可 分 为 两 个 体系 ， 其 一 是 驴 法 的 变形 或 进 
一 步 的 发 展 , 另 … 则 是 基于 经 验 分 布 . 著名 的 Kolmogoror 检验 ， 
可 算是 这 一 类 方法 的 代表 . 

设 总 取 值 于 腿 维 欧 氏 空间 ,有 分 布 医 数 下 ， 设 多,,… ,XX， 
为 工 的 iid. 样本 . 以 二 记 一 随机 向 量 , 它 以 概率 1/n 取 每 个 值 X， 
《如 成 ,及 中 有 相间 的 , 则 概率 合并 起 来 ), # 的 分 布 函数 F,(zx) 
二 六 (ziX ) 称 为 样本 XXX 的 经 验 分 布 函 数 . 
Glivenko 定理 指出 ; 

| 至。 一 至 | 二 sup| 严 (2) 一 下 (zz)| 一 0，a-s. Bn co， 
基于 这 个 结果 ,可 以 提出 一 个 在 真 观 上 看 来 合理 的 方法 ,以 检验 假 
设 (6.12); 当 上 一 之 c 时 否定 互 ， 这 样 做 的 困难 在 于 : 
,一 下 中 的 分 布 与 有 关 , 故 必须 对 许多 特定 的 下 去 决策 临界 
值 c. 但 容易 证 明 ( 习 题 298) ;如 果 六 为 一 维 而 理论 分 布下 C(x) 在 
一 oo 之 7 之 50 相 姓 连 续 , 则 上 下 ,一 下 上 的 分 布 与 下 无 美 ,而 可 以 对 
这 一 类 下 决定 只 与 a( 及 检验 水 平 oy 有 关 的 临界 值 c, 这 就 是 Kol- 
mogorov 检验 ， 其 所 以 有 这 个 名 称 , 是 因为 Kolmogorov 在 1933 
年 证 明了 下 面 的 著名 结果 , 它 使 上 FF, 一 F 有 了 “Kolmogorov 统 
计量 ”这 个 名 称 : 
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定理 6. 4(Kolmogorov) 若 丈 为 一 维 量 其 分 布 函 数 严 在 有 R! 
处 外 连续 ,出 
limPCY a F.C— FI <x) Q(x) 


=1 +2D— 1)exp(— 2i?x:), x ER (6.24) 


这 个 著名 的 结果 有 好 多 证 法 ， 大 都 很 繁 颈 ,最 简洁 而 严格 的 证 法 是 
基于 概率 测度 的 弱 收 伍 理 论 ,此 处 不 能 详 述 ,有 兴趣 的 读者 须 参 看 
有 关 专 著 . 

利用 这 个 定理 可 得 到 (6,12) 的 一 个 大 样本 检验 ; 取 定 w, 找 
co 使 外 (co 一 1 一 wy 然后 在 ‖ 严 ,一 玉手 cy Yn 时 否定 (6.12) ,不 
然 就 接受 , 在 ae=-0.05 及 0.01 时 ,co。 分别 为 1.358 及 1.628. 计算 
表明 ; {6.24) 式 的 收敛 很 快 ,以 至 像 #= 二 3 这 么 小 的 数 ,已 使 
Yn | F, 一 FF 的 真确 分 布 与 (6.24) 右 边 的 极限 分 布 相差 很 少 . 
我 国 统计 学 家 张 千 里 教授 在 50 年 代 曾 求 出 wn FF 一 F 的确 
切 分 布 及 其 渐 近 展开 . 

拿 Kolmogorov 检验 与 祝 检 验 比 较 , 粗 线条 的 结论 是 ;在 总 
体 为 一 维 且 理论 分 布 完 全 已 知 且 处 处 连续 的 情况 下 ,前 者 较 后 者 
为 优 . 这 包括 ,有 较 大 的 功效 ,没有 分 组 时 的 随意 性 ,以 及 统计 量 
的 真确 分 布 与 其 极限 分 布 差距 较 小 等 . 但 是 ,x 检验 法 可 用 于 全 
何 维 数 ,对 理论 分 布 没 有 什么 限制 ,特别 是 ,即使 在 下 为 多 维 时 ， 
定理 6.2 或 6.3 确定 的 极限 分 布 不 依赖 于 理论 分 布下. 

在 下 为 多 维 的 情况 ,定理 6.4 已 不 再 成 立 . 实际 上 ,这 时 极限 
分 布 的 形式 依赖 于 fF. 另外 , 当 理 论 分 布 带 参数 时 ,用 六法 没有 什 
么 原则 困难 ,但 Kolmogorov 检验 则 不 行 ， 关于 这 一 点 更 仔细 的 讨 
论 可 参看 上 引 杨 振 海 的 著作 . 

另 一 个 基于 经 验 分 布 但 知名 度 稍 次 的 检验 是 Cramer Von- 
Mises 检验 , 它 基 于 下 统计 量 ， 


Wi 一 | Cscn — PKz))sdRCz)， (6. 25) 
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当 Wi 大 时 杏 定 假设 (6. 12)， 同样 不 难 证明 : 在 XX 为 - 维 且 其 分 
布 请 处 处 连续 时 ,Wi 的 分 布 与 F 元 关 { 习 题 31a). 1936 年 ,前 苏 
联 数学 家 Smirnov 求 得 了 当 n 一 oo 时 ,anWi 的 极限 分 布 的 特征 函 
数 ,而 Anderson 等 在 1952 年 道 过 上 反 演 得 出 了 极限 分 布 函 数 , 傅 
沈 表 并 ,naW 的 真确 分 布 收 合 于 其 极限 分 布 很 快 , 例如 anWi 的 极 
限 分 布 的 上 0. 1.0. 05 和 0. 025 分 位 点 分 别 为 0.347.0. 461 和 
0.743; 而 3W3 的 这 些 分 位 点 精确 到 三 位 小 数 也 与 此 相同 . 这 个 检 
验 的 缺点 也 与 Kolmogorosy 检验 相同 . 
与 检验 理论 分 布 的 问题 性 质 相 近 的 是 多 样本 检验 问题 , 即 检 
验 多 组 样本 是 取 自 向 一 理论 分 布 的 假设 . 用 x 法 检验 这 个 假设 
的 方法 ,已 在 例 6.8 的 讨论 中 介绍 了 . 经 验 分 布 戎 数 也 可 用 于 这 
一 问题 ,一 个 著名 的 例子 是 两 个 总 体 情 况 下 的 Smirnoy 检验 , 设 
六 4，"…* ,Xn 为 抽 自 具 一 维 连续 分 布 F; 的 总 体 的 iid. 样本 ,i 二 1,2. 
以 记 , 和 FF 分别 记 这 两 组 样本 的 经 验 分 布 函数 , 令 
DD” msn) 一 sup (Fi (2) ~— Pon, (x)), 


Dn ny 一 sup | Fs, CX) 一 Fa CX)|, 


Smirnov 证 明了 下 面 的 结果 : 
定理 6.5 设 王 ,一己 处 处 连续 , 且 5 一 Cox? 一 co 出 


P| re p 0 < (1—e-)iz > 0), 
P| fe pen 


其 中 息 (z) 与 46. 24) 同 ， 
D'* 和 和 巨 分 别称 为 单 向 或 双向 的 Smirnov 统计 量 ， 如 果 要 检 
验 的 原 假 设 是 二;, 则 用 咯 , 取 其 大 什 为 否定 域 , 车 要 检验 的 原 
假设 瑟 是 这 样 的 : 当 五 成 立时 ,有 F(z) 护 Fo(z) 对 一 切 2ER'， 
而 当 吾 不 成 立时 则 下 (zx) 字 记 《zx} 对 一 切 xXER', 则 用 D+, 取 其 
大 值 为 否定 域 . 一 个 具体 例子 是 ， 
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— Q(x), 


FCr) 一 F(x 十 0 ,Fr) = Fr 十 岂 )， 
下 来 知 但 处 处 连续 ,要 检验 的 原 假设 是 五 :如 安 负 ,对 立 假设 是 饭 
>0,. 


6.3 条 件 检验 ,置换 检验 与 秩 检 验 


两 类 条 件 检验 


条 件 检验 这 个 名 词 难 于 给 出 一 个 一 般 性 的 确切 定义 ,最 好 还 
是 通过 具体 例子 来 解释 

例 6.9 一 物体 的 重量 58 未知 ,要 通过 在 天 平 上 秤 量 , 据 其 结 
果 来 检验 互 :0<s 这 个 假设 . 假定 有 两 架 天 平 可 用 ,第 i; 架 天 平 
秤 量 结 果 服 从 正 态 分 布 WwW, 中 ) ,中 0 已 知 . 从 这 两 架 天 平 上 随 
机 抽出 一 架 , 以 pt1 一 p) 记 抽出 第 1 架 ( 第 2 架 ) 的 概率 . 抽 定 后 ， 
即 在 该 天 平 上 对 该 物体 作 = 次 征 量 ,结果 记 为 XX ,… , 芳 ,， 要 据 此 
检验 原 假 设 五. 

本 问题 有 两 种 考虑 方式 : 

1° 按 所 描述 ,和 有 分 布 


1 _ (一 全 | 
fr pdz 一 [2 fi? 2 
— OY 
+{1—p) 记 ; exp 和 ? dr， (6.26) 
2 


和 天 是 此 分 布 的 iid. 样本 ,要 检验 态 , 此 寻 p 可 以 已 知 或 未 
知 ， 若是 后 者 , 则 (6. 26) 是 一 个 双 参 数 分 布 族 . 这 种 提 法 ,就 是 我 
们 在 前 几 章 中 常见 的 形式 . 

2” 设想 某 次 具体 操作 时 抽出 了 第 1 架 ( 第 2 架 的 处 理 自然 类 
似 } 天 平 , 则 和 仅 就 这 次 而 言 , XX， + 是 分 布 和 (8,01) 的 iid., 样 
本 . 对 五 的 检验 问题 , 即 我 们 熟悉 的 正 态 均 值 检验 问题 . 

这 第 2” 种 考虑 就 是 条 件 答 验 一 一 在 抽 得 第 1 架 天 平 的 条 件 
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下 作 检 验 , 而 不 考虑 前 有 可 能 抽 到 另 一 架 这 个 事实 . 这 在 直观 上 
看 是 自然 和 合理 的 ,实施 也 更 简单 ,因为 正 态 分 布 比分 布 (6. 26) 好 
处 理 . 这 个 现 和 化 有 一 定 的 苯 遍 性 ,也 是 考虑 条 件 检验 的 基本 理由 . 
但 是 ,也 不 要 认为 ,无 条 件 检验 一 定 就 无 可 取 之 处 ,这 要 看 问题 的 
“大 环境 ” 拿 本 例 来 说 , 若 这 个 检验 经 常 做 (例如 日 日 做 ) ,而 由 于 
基 种 原因 , 天平 确实 是 按 随 机 方式 选取 , 则 从 功效 的 角度 看 ,采用 
基于 分 布 族 (6. 26) 的 无 条 件 检验 可 能 更 有 利 ， 
例 6.10 考虑 2x2 列 联 表 ,又 称 四 格 表 ， 
如 右 才 所 示 . 表 中 符号 的 意义 已 在 第 6. 2 节 中 | BB | 和 | 
解释 过 ( 见 (6. 19) 式 前 面 屠 一段). 现 要 据 此 表 三 加 
A, XM, 


的 数据 检验 假设 五 ;A,B 两 属性 独立 ， 如 以 pi. 因 
| | | 


记 (4, ,Bi 的 概率 , 则 五 相当 于 :存在 pp, ps， 
g1392; 满 足 pi 十 gj 一 1,0< 志 之 1 一 1,2, 使 p; 
二 prqisisj 一 1，2， 按 第 6.2 节 的 方法 , 先 按 
《6. 20) 式 算出 了.. 在 此 处 有 

Y, 一 (XI CO— KK) CMM, MM,), 《6. 27) 
然后 在 了,> 某 常数 c 时 否定 豆 ,e 的 选择 依赖 于 水 平 a, 但 是 , 即 
使 五 成 立 ,Y 的 分 布 仍 依 玉 于 piwgi, 其 确切 形式 无 简单 表述 , 故 
常数 < 的 确定 就 不 易 . 这 还 不 是 最 主要 的 ,由 于 了 分 布 与 p;,q; 有 
关 , 故 概率 已 (Yecjaig0) 也 与 记 ,9 有 关 ,e 必须 这 样 了 到, 以 使 
supP(Y, 之 cpiygi) 二 4. 这 时 ,对 某 些 piyg; 值 ,POY, 让 1p;,0.) 


可 以 远 小 于 a, 因而 这 样 确定 的 检验 总 的 说 过 于 保守 ， 下文 措 述 的 
条 件 检验 可 以 克服 这 个 醒 难 . 

给 定 和 订 ,,… ,Ms. 由 于 一定, 内 须 给 定 Mi ,Ms 中 之 一 及 
MMM;, MM 中 之 一 就 行 . 为 确定 计 设 给 定 了 MM 二 z1 ,MM 一 m3， 这 时 ， 
易 见 表 中 和 ,XX 四 个 变量 中 只 有 一 个 自由 度 ; 给 定 其 一 ,例如 
芯 , ;由 决定 了 其 余 三 个 , 故 条 件 分 布 { 在 五 成 立时 ,下 同 ) (Xl,…， 
芝 D | CM 97) 等 价 于 六) | CM ,Ms,). 现 有 
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POM = isi 13|pg) 一 人 PK 一 六 一 
了 


及 3 二 Wj — ma jp,0,), 
POM, = mi = 1,3|p;,9;) 


>) NICPIOY (Pg) (pg )™ Pge)” "3 
J D1Cm DI ma 十 站! 


了 


于 | PT 刘 一 呈 mm rR—m a 如 M1 
一 | J orp 291193 :| . | | | 
| i Ns 7 
nn |in i 
= prips “0193 ™, 
HI | Ps 


POX = Tinadi = mi = 1,.3|p,,9;) 
= P(X = TK; = mm rN ~ my ~ Xs 
及 Rs + x | pisg;) 


_ A1pT A "grip"™ 
Xl 一 TN 一 并 Ta 一 ?91 一 za 十 区 1) 


因此 得 条 件 分 布 
PLXL = 7M = mM, = mss pis ge) 
We | a Oo my ] 
人 m3 
此 式 与 p,q; 无 关 , 这 是 关键 之 点 . 而且, 按 (6.27) 式 ,在 M) 一 mi， 
ad: 一 ms 给 定时 ,要 了 .>cfra ym;) ,等 于 要 


《zz4 一 Ker) 一 Cxiln ?41 We3 十 工 1 ) 一 CH 一 天) 


拉 


《6. 28) 


“(Cp 一 XY)? > elm 32923 PL La ADL ， (8. 29) 
其 中 zs 二 1 一 2 74 二 1 一 13 找 适 当 的 cyayma) ,使 若 把 上 式 决 
定 的 zi (要 zi ym 一 ZZ 11943 一 弃 和 一 a 一 ms 十 zx 都 是 非 负 整数 ) 
的 集 记 为 4Gm ,ms) 时 ,有 


255 


nn 


一 (6. 30) 


加 [ ， |/ 
| 人 Et 3 本] Fs 一 之] 


《必要 时 用 随机 化 )， 然后 作 检 验 点 如 下 :每 当 有 了 样本 XL,***， 
和 先 算出 加 一 买 | 十 束 。 yw 一 及 | 十 六 9， 按 C6. 30) 式 和 定 出 二 Grey 
m3)， 若 (6.29) 满 足 , 和 二 11; 否则 系 二 0. 由 于 这 个 检验 在 给 定 
CM ,Ms) 时 的 条 件 功效 总 是 & 与 Mi ,Ma) 的 给 定 值 Comyms) 及 
pisg; 都 无 关 , 知 其 无 条 件 功 效 也 恒 等 于 a, 不 论 p;; ;9: 之 值 如 何 ， 
这 样 , 我 们 得 到 一 个 水 平 & 的 相似 检验 ,这 一 举 克 服 了 前 面 提 到 的 
两 个 困难 :由 于 不 知道 了, 的 确切 分 布 而 难于 定 出 临界 值 c， 以 及 
所 定 检验 Y,>e 倾向 于 保守 的 缺点 达成 这 一 点 的 手段 是 条 件 
化 ;在 将 适当 选 定 的 统计 量 ( 上 比例 为 MM ,M,) 之 值 固定 的 条 件 下 ， 
就 所 得 条 件 分 布 框架 内 对 原 假 设 恕 作 检验 .本 例 是 由 R, A. 
Fisher 提出 的 , 称 为 四 格 表 的 Fisher 精确 检验 . 

这 两 个 例子 代表 了 可 能 施行 条 件 检 验 的 两 种 情况 ， 其 一 是 问 
题 水 及 若干 个 总 体 , 每 总 体 的 分 布 都 依赖 于 所 关心 的 参数 如 抽样 
时 , 先 按 一 定 概率 从 这 若干 个 总 体 中 挑 一 个 ,然后 在 挑 出 的 总 体 中 
进行 抽样 ,条 件 化 简单 地 归结 为 :就 挑 出 的 这 个 总 体 进 行 讨论 ,而 
不 顾及 它 只 是 可 能 被 挑 出 的 总 体 之 一 这 一 点 我们 以 后 将 不 讨论 
这 种 情况 . 

另 一 种 情况 以 例 6. 10 为 代表 ,在 此 总 体 是 统一 的 ,抽样 前 不 
存在 挑选 总 体 的 手续 . 条件 化 在 于 找到 适当 的 统计 量 工 ( 如 例 
6.10 中 的 CM ,M3)), 使 在 了 =: 的 条 件 下 ,XX 的 条 件 分 布 不 依赖 
原 假 设 互 中 的 分 布 ,然后 在 这 个 条 件 分 布 的 基础 上 ,去 构 作 瑟 的 
检验 . 这 样 做 的 目的 ,是 克服 由 于 互 为 复合 假设 而 带 来 的 ,确定 
检验 临界 值 的 困难 . 这 样 的 统计 晤 了 是 否 存 在 ,如 何 找 出 来 ,都 无 
一 定之 规 , 下 文 要 讨论 的 置换 检验 ,是 唯一 的 一 种 带 有 一 定 普 适 
性 的 作法 . 

形式 上 讲 , 例 6.9 所 代表 的 那 种 情况 ,也 可 以 归 入 例 6. 10 为 
代表 的 条 件 检验 模式 下 ,只 须 引 进 一 个 随机 变量 了 = 所 抽 选 的 天 
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平 的 标号 . 考虑 给 定 7 了 的 条 件 下 样本 的 条 件 分 布 , 即 归 入 到 例 
6. 10 的 情形 . 例 6. 9 的 特异 之 处 在 于 工 是 自然 哇 现 而 非 人 人 为, 且 
在 观察 程序 上 ,是 先 观 察 本 ,而 后 在 工 给 定夺 的 条 件 分 布下 ,去 对 
X 进行 观察 抽样 


置换 检验 


例 6.11 考虑 两 样本 问题 
Ki Ka FEE) Yrs ~ Fr C—O (6.31) 
要 检验 假设 五 ,8=0mK:90>0. 此 处 下 未 知 ,但 可 以 有 某 些 一 般 
性 假定 ,例如 下 处 姓 连 续 等 、 本 问题 的 实际 背景 如 下 :设想 用 某 种 
生产 工艺 所 生产 的 产品 ,其 质量 指标 关 ( 人 意 大 印 好 ) 服 从 某 一 分 布 
下, 而 下 未 知 . 现在 对 工艺 作 了 若干 改进 , 它 可 能 对 产品 质量 有 改 
进 ,或 无 影响 (不 会 变 坏 )， 设 在 新 工艺 下 生产 的 该 产品 质量 了 有 
分 布 F(zx 一 分 ,这 里 隐 含 了 一 种 假定 , 即 新 工艺 若 对 质量 有 改进 ， 
只 反映 在 使 产品 平均 质量 提高 一 个 9, 而 不 改变 分 布 的 一 般 形状 . 
从 以 上 讨论 可 以 看 出 :7 一 总 ,或 其 他 某 个 能 反映 这 种 (平均 质 
量 的 ?改进 的 量 , 可 以 作为 检验 统计 量 . 例如 , 当 了 一 束 >e 时 否定 
原 假设 9 一 0. 麻烦 的 是 :对 设 定 的 水 平 a, 不 一 定 能 找到 常数 c, 使 
supPe-okY 一 六 >>c) = a 现 采用 条 件 检 验 的 思想 . 令 了 一 (Z,， 
一 《XnoYiw*,Y,) 的 次 序 统计 量 (N 一 m 十 mn). 在 8 
二 0 时 ,着 给 定 工 , 则 (X,,…,Y,) 的 任 一 置换 都 有 条 件 构 率 1/N1， 
与 下 无 关 , 即 
人 PIR YT) = 2°) = 1/NI,i = 1,2,,NI, 
ZZ 是 CX,，* “YY) 的 NI 个 置换 令 


Mt{ais ao) 一 > Am 一 2 om， (6. 32) 


算出 NN! 个 和 值 M.=M(2)， LN , 按 大 小 排序 为 于 大全 < 扫 

Mw 拿 了 一 K 与 Mi om 比较 ， 车 了 一 束 六 时 own 否定 0 一 

0, 不 然 就 接受 0 一 0( 此 处 假定 (1 一 al 为 整数 目 于 sw 天 
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Mia_avitp， 不然 ,为 得 到 严格 的 水 平 ,要 施行 随机 化 ?2， 对 任何 
给 定 的 了 ,此 检验 有 条 件 水 平 s, 故 也 有 无 条 件 水 平 es 且 是 相似 
检验 . 

本 例 的 条 件 检验 次 为 置换 检验 ,因为 其 中 的 条 件 统计 量 了 是 
由 样本 施加 锋 换 而 来 (形式 上 ,可 以 把 工 定 义 为 由 (CX,…,Y,) 施 
行 一 切 置 换 所 能 得 出 移 N! 个 点 的 集 一 一 在 一 维 的 情况 可 用 次 序 
统计 基 取 代 , 但 这 个 定义 也 适用 于 洋 本 为 多 维 时 ).， 相应 地 ,检验 
统计 量 之 值 也 由 置换 产生 ,这 个 作法 适用 于 在 原 假 设 下 样本 为 
iid. 的 情况 (如 本 例 ) ,而 不 要 求知 道 其 公共 分 布 ,也 可 用 于 样本 分 
几 部 分 各 自 进行 置换 的 情形 . 

车 要 检验 的 假设 是 SSoe0>>0( 承 认 质 量 有 变 坏 的 可 能 )， 上 
述 想法 ,及 所 导出 的 置换 检验 , 仍 完 全 适用 ,这 里 与 我 们 在 前 面 讲 
的 有 一 点 差异 :检验 统计 量 村 CZ 中 ) 的 分 布 ,在 原 假 设 下 并 非 单 
一 :而 是 与 2 及 FF) 有 关 . 但 是 ,此 处 条 性 功效 函数 Ps( MM 这 ce》 
显然 是 的 非 降 函 数 , 故 < 只 要 满足 PoCM 实 c1T) 一 a 就 行 ,而 这 
与 五 无 关 , 这 个 情况 也 见于 某 些 其 他 置换 检验 ,乃至 更 一 般 的 条 
件 检验 . 

还 有 一 点 要 注意 :(6, 32) 可 写 为 

faranw) 一 2“ An 一 ( >。 一 Va) fm 


mm 二 +1 


一 【za a 一 > 


mm 十 1 


当 对 dir dN 作 置 换 时 ， > 保持 不 变 ， 故 对 Mia," an) 作 
排序 ,与 对 a, 作 排序 是 一 样 的 . 这 样 ,可 以 把 检验 统计 量 了 一 芯 


改 为 较 简单 的 YYY。 这 个 观察 适用 于 另 一 些 类 似 的 问题 . 


例 6.12 有 两 个 小 麦 品种 4 和 8B, 要 进行 田 闻 试验 以 检验 何 
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者 产量 较 高 。 划 定 N 一 m 十 nn 块 形状 大 小 一 样 的 地 , 且 条 件 也 尽 基 
均匀 ,将 其 中 mx 块 划 作 种 4,= 块 种 召 . 由 于 各 地 块 的 条 件 不 可 能 
完全 均匀 ,为 公平 计 , 采 用 随机 的 方法 ,从 这 NN 块 中 抽出 xm 块 归 


4 这 意味 着 任何 特定 的 块 地 有 | ”| 的 概率 被 抽出 | 


以 天 Xs 和 了 ,YY; 分 别 记 那 4 块 有 4 品种 地 和 nn 块 B 
品种 地 的 产量 . 如果 两 品种 上 毫 无 差别 , 则 (CX,-…XX,) 与 (Y,，…， 
Y.) 之 间 的 差异 , 纯 系 由 所 分 配 的 地 块 条 件 好 坏 的 差异 而 来 (这 里 
作 了 一 点 简化 的 假定 , 见 后 ). 因此 ,不妨 设 每 一 地 块 有 一 个 指示 
其 优 劣 之 数 ai 与 之 相连 . 把 NN 块 地 编号 为 1，-…,N ,我 们 有 aa 
an; 它 们 之 值 都 不知. 把 这 NN 块 地 任 作 一 置换 得 记 ,… ,iy ,将 开始 
m% 块 , 即 吉 ,… sis, 给予 4 这样 就 实现 了 所 说 的 随机 化 , 当 作 这 安 
排 时 了 一 叉 之 值 为 2) ai/n 一 Da/m. 这 样 的 值 可 算出 入! 个 


了 一 机 二 上 


(每 置换 有 一 个 ) ,将 它们 按 大 小 排序 为 Wo 委 … 所 Mew 如果 了 
净 区 Mi sm ,就 认为 B 优 如 4 如 7 部 < Mn ;就 认为 
4 优 于 瑟 , 剩 下 的 情况 就 认为 : 据 试 验 结果 ,不 能 判定 二 者 有 差异 ， 


如 上 例 , 一 不 也 可 以 用 >IY, 去 取代 


这 个 例子 在 形式 上 与 上 例 极 相 似 , 且 处 理 的 思路 也 一 样 ,但 二 
者 还 是 有 所 不 同 . 本 例 用 置换 检验 是 一 个 自然 的 选择 ,而 上 例 则 
总 还 觉得 有 些 人 为 . 实在 的 ,如 时 把 品种 BB 的 增产 效应 记 为 8, 则 
CYL,"… 了 ,) 的 分 布 是 

Po 一 一 Qn， 
NN —1 
| ， 
对 (1 ,…,N) 的 任 一 置换 (i ,ivw)、 这 个 分 布 形式 很 复杂 , 不易 
处 理 , 置 措 检 验 提 贷 了 -一 个 简单 有 效 的 解决 办 法 . 后面 我 们 还 要 
谈 到 这 个 例子 的 重大 的 统计 意义 . 与 例 6.11 另外 一 点 不 同 之 处 
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Ye + = | 


在 于 ;村 例 所 用 的 置换 检验 不 带 条 件 检验 的 性 质 ， 
本 例 的 模型 中 ,假定 了 一 试验 地 块 的 产量 ,等 于 两 部 分 的 查 
加 :其 一 是 品种 效应 , 另 一 是 地 块 条 件 的 效应 .在 实际 田间 试验 
中 ,还 可 能 有 些 随机 性 因素 对 产量 有 影响 ,例如 施肥 量 . 除 虫 剂 , 耕 
作 管 理 及 灌流 气象 条 件 等 ,在 各 地 块 上 有 随机 差异 ,把 这 部 分 考 
虑 进来 ,将 得 到 如 下 较 一 般 的 模型 : 
人 一 十 要 二 
六 一 9 十 十 en 所 扫 交 
其 中 人 :av) 为 (1 人 尾 一 置换 ,而 eyex 为 iid， 随机 误 
差 , 当 4 一 0 时 , (2Z,,… ,2,) 三 (及 ，… Y.) 的 分 布 昌 非 iid,， 但 易 见 
有 这 样 的 性 质 ; 对 (1,… ,NN) 的 任 一 置换 2,… sin), (Zi esD 
与 (2Z1,*…,Zw) 同 分 布 .而 置换 检验 的 施行 ,所 要 求 的 正 是 这 一 点 . 
在 模型 (6. 33) 下 ,置换 检验 是 前 面 意义 下 的 条 件 检 验 ， 
置换 检验 在 应 用 的 最 大 的 间 题 ,在 于 其 计算 量 过 大 ， 拿 例 
6.12 说 ,在 m 二 n= 二 50 这 种 不 算数 据 极 多 的 情况 ,为 施行 置换 检验 


要 算出 [ ， 0 ] 个 有 50 个 加 项 的 和 | 涉及 的 加 法 计算 数 达 到 10” 的 
数量 级 ,因此 ,只 在 m,n 都 很 小 的 情况 下 才 比 较 现实 . 解决 的 办 法 
之 一 是 求助 于 天 样本 理论 ， 

线性 寺 换 统计 量 的 极限 分 布 


EN 给 定常 数组 {cwy ycyw} 寺 Cw 及 (ax …， 
CN } ， 设 随机 向 量 (& ,， er) 以 概率 lAN! 取 (ani "sawn}) 
的 任 一 一 (Cam Ns ,为 值 ， 岂 统 计量 


Lx 一 Deont, (6. 34) 


称 为 线性 置换 统计 量 . 例 6. 12 所 用 的 检验 统计 量 是 这 种 形式 ， 其 
中 


{6, 33) 
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cw =— lim, li Cn; = l/n, mR 二 li N, 
《6. 35) 


ECLn) 一 ACEnwy 
加 (C6. 367 
= Var(Ly) = RT (AW) * (Cn)， 
其 中 
加 1 my 
ty 一 Dan/N, EA 一 N27 (am 一 六 一 3 
i 二 1] i= 1 


而 Zw yp (Cy) 类似 ，(6. 36) 证 明 容 易 , 留 作 习 题 ， 
下 面 的 目标 是 在 一 定 的 条 件 下 证 明 
CLy — ELxw)/aw > NO,1)， 当 N 一 coo, (6.37) 
为 此 要 作 些 预备 ， 设 对 每 个 N (或 沿 着 自然 数 的 -- 个 子 列 也 可 以 ， 
推理 上 没有 差别 ) 给 定 了 (am,…,anw) 三 Aw， 称 4v 满足 条 件 全， 
车 对 任何 圈 定 的 r= 二 3,4,… ,有 
SA EAN) = O01), 当 No0. (6. 38) 
对 任何 固定 的 > 一 3,4,… 若 成 立 1 
FA /EY CAN) =0N TT), GN oo0, (6,39) 
则 称 4» 满足 条 人 忻 N. 条 件 信 是 玉 ald 和 Wolfowitz 在 1944 年 所 
引进 ,而 条 件 w 是 Noether1949 年 引进 的 . 显然 , 若 4v 满足 条 件 
研 , 则 必 满 是 WwW， 反 过 来 不 必 成 立 . 
定理 6. 6(Noether) 若 4v 和 Cw 中 有 一 个 满足 条 件 W 而 另 
一 个 满足 条 件 N,; 则 (C6. 37) 成 空 . 


证 明 以 《am 一 Ew77A pw》 民 ayw 一 Tcw 一 Ce/ 


¥ aCCw) 代 cm 不 失 普 遍 性 可 设 
Gnw 一 Cy = 0， LCAn} 一 Ar 
{Cn) = NCN 一 1)， (6. 40) 


‘经 过 这 种 替代 ,不 影响 4v 或 Cn 满足 WW 或 NN) 这 时 有 ELx=0， 
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Var(Ln) 一 1; 而 (6.37) 转 化 为 


Ly > NGO,D), MN — co。 (6, 41 7》 
取 定 自然 数 有 及， 当 产 一 1,2 时 ,ECE 分 别 为 0 和 1， 对 上 空 3, 有 
EC 一 DY (oa + 二 cwan)"/N!, (6. 42) 
此 处 纪 " 表示 对 足 标 ii,*… 等 互 不 相同 且 取 1,… ,NN 求 和 (下 辣 ,不 
管 足 标 个 数 多 少 ) ,又 简 记 a 一 ao ci 一 cm. 在 计算 乘积 
Coa TT we) = Ca tt cxa ?ea TT wa,) 
时 ,我 们 从 每 括 导 内 任 取 一 项 相 乘 ,把 一 四 这 各 的 现 加 起 来 设 
lp 是 和 为 的 正 整 数 . 由 SCsdoi,jp) 记 (6.42) 右 
边 展 开 时 , 求 积 中 这 样 一 些 项 之 和 :前 局 个 括号 到 其 第 九 项 ;相继 
的 到 个 轿 号 取 其 第 产 项 ,… 等 等 , 易 见 这 种 项 之 和 为 
(一 pyle ech 人 > “ANT 
因子 CN 一)! 是 因为 :每 一 项 ,例如 c “cp ar" "ay 这 一 项 ,在 
(6. 42) 右 边 出 现 (N 一 pp)!1 次 因为 ,只 要 二 一 4)i, 一 p， 则 
(ea 二 十 cya 十 “十 cwaiy》 屡 式 中 , 归 入 SC ylps jr，j) 
的 项 就 是 四 和 …czat afg， 因 此 时 去 二 天 站 sj， 1 三 上 EN 尚 可 
在 18 十 1,，…N) 内 变化 5( 互 不 相同 ), 故 这 种 项 一 共有 (六 一 疡 )1 个 . 
把 SG 对 着 庆 求 和 ,得 (8.42? 中 这 一 部 
分 5 即 在 算 (…》) 时 ,前 瑟 个 揪 号 取 则 项 ,… 等 等 ?之 和 为 
SC 一 CN 一 1 
《6. 437 
在 和 (6. 42) 中 ,(6.43) 要 重复 站 7 (121) 次 ,这 是 因为 : 若 把 
玉 个 插 号 按 男 外 的 方法 分 成 p 堆 , 各 堆 依 次 有 五,… ,i 个 ,而 在 求 
积 时 ,每 维 内 的 括号 取 同 项 ,不 同 堆 的 括号 取 不 同 项 , 则 这 种 项 之 
和 ,不 论 分 堆 如 何 分 ,总 是 St,… ,4,). 而 不 同 的 分 堆 法 产生 的 项 
无 公共 的 . 把 上 个 物件 分 成 p 堆 , 各 维 依 次 有 上 ,… ,个 ,分 法 有 
Ai7 GT 种 . 但 此 处 不 度 计 较 堆 的 次 序 , 故 重复 的 次 数 如 上 
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所 述 一 把关!1ACl1…l!1) 耻 以 p21. 由 此 可 知 

EC 一 SR pS Gnd) 《6.44) 
此 外 "表示 对 五 ,… ,by 求 和 , 范围 为 :满足 坊 十 … 十 上 一 天 的 自然 
数 ,每 组 合 只 计 一 次 . 例如 天 一 9 则 只 计 (2,3,4)， 其 余 5 个 即 (3， 
2,4),…,(4,2,3) 等 都 不 计 ， 注意 求 和 时 并 不 固定 户 ,如 六 一 9,(2， 
3;,4) 可 以 ,C1,2,2,4) 也 可 以 . 

以 下 为 确定 计 设 4x 满足 条 件 钱 ,Cy 满足 条 件 N， 反 过 来 的 
情况 一 样 处 理 , 国 为 Ln 的 定义 中 ,4w 和 Ca 的 角色 可 以 掉 换 先 
证 明 ， 

JimSG) 一 0 着 和 省 中 至 少 有 一 个 1 (6. 45) 
不 妨 设 二 1. 注意 到 天 一 0, 有 


NN 

“ i { > ， 了 和 上 I 

>) A A 一 ( Da — a 一 wu 一 ae] age 
I 


一 一 > “ altiaf"ab 一 。。 -一 了 >) ae。 
第 一 个 等 式 由 固定 is，…,iys 对 二 求 和 得 到 . 如 果 上 式 右 端 各 和 的 
指数 中 仍 有 为 1 的 , 则 照 上 再 化 下 去 ,最 后 得 到 二 个 如 下 的 表达 
式 : 

> “ ai Ql aie 一 DgqGmn, 9 2 ) >», ge 

8381 十 … 十 2 一 下 ， (6, 46) 
其 中 i 所 pp 一 1 而 vr)… ,rm 都 芝 2、 往 下 我 们 将 证 明 : 对 这 种 项 有 
CN — pI1D) am-am/N! 一 DOVNT 1)， 


> cea ee = 四 CN ， 《6. 47) 
这 样 就 证 明了 (6. 45》， 
现 考 虑 一 切 p, 宇 2 的 情形 , 把 NjpCAw) 记 为 d,. 用 公式 


~N 
> ， 了 了 ， + 日 1 i 上 { 
Qi ai 一 Ai 一 友人 一 9 一 一 Gi? Qi2 “ai 
Tt 1 + t "ft b+ 
= 一 -1 nn OO | 户 
ds > a | > 2 i > Qa es 


继续 化 下 去 ,得 到 一 个 类 似 (6. 46) 的 表达 式 
Paha = qd 
za 十 "十 tm 一下， 《6. 48) 
其 中 1 所 pp 一 1 而 mr，*…,m, 都 是 pr，… ,pp 中 若干 个 的 和 , 故 都 实 
2， 下 面 分 两 种 情况 讨论 . 
1° 有 为 奇数 路 十 1. 这 时 , 因 4 闫 2, 有 pp 所 &. 因 4, 满足 条 件 
WW, 由 (6.40), 有 dd 一 OCN! 4227， 而 
CN — Pldinwdi /NI = O(N ®™*H®). C6. 49) 
类 似 地 ,并 注意 mr 十 … 十 zt 二 28 十 1 及 t 所 pp 一 1， 有 
(NO— plda dn /NI = ON Ht) (6.50) 
由 (6. 48)- 一 (6. 50) ,得 
CN — P12) AN 一 ON 《6.51) 
类 似 地 处 理 > 中 …c, 因 4 守 2 而 为 奇 ,4 中 至 少 有 一 个 之 3. 
注意 到 此 ,利用 Cw 满足 条 件 N ,得 


ce 一 oCN- +072Y, (6. 52) 
由 (6. 51),(6.52》 证实 了 (6. 47) ,综合 56. 43) 一 (6. 52), 得 
limECLS) 一 人 0， 当 记 为 奇数 . 《6. 53) 


2° 五 为 偶数 更 ， 这 时 ,着 如,… ,ls( 都 宇 2) 中 有 一 个 大 于 2, 则 
据 以 上 讨论 可 知 ,(6. 51) 和 (6. 52) 仍 成 立 ( 统 十 1 疏 2&8)， 秋 下 乌 
二 此 由 二 二 4 二 2 的 情况 . 这 时 ,注意 到 (6. 40) , 按 化 成 (6. 48) 的 
方法 并 利用 (C6. 50), 易 见 

2 alma? =1+OCN-), (6. 54) 


DY cee? = NC + ON )). (6. 55) 
因为 在 (6.47}) 中 总 有 i 所 pp 一 1 而 mw 空 2, 这 证 明了 (C6.47) 当 卢 为 
偶数 时 仍 对 ， 另 外 ,由 (C6, 43), C6. 44),《6. 51) 和 (C6. 52)( 当 1 中 有 
一 个 守 2) 及 (6. 53) 和 (6. 54) ,得 
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limE (L$) 一 【28)17C02481) = C2k Om 1)1!, 《6.56) 
由 《6.53)7 和 (6. 56) , 知 当 和 N 一 oo 时 ,Ln 的 各 阶 秆 收 钱 于 NN (0,1) 
的 同 阶 定 . 据 周 知 的 定理 !《 见 Loeve, 《Probability Theory》,1960 
年 版 ,p. 185), 知 (6. 41) 成 立 , 定 理 证 毕 . 
这 个 定理 是 Noether 在 1949 年 提出 的 ,此 前 1944 年 ,Wald 
和 Wolfowitz 证 明了 一 个 较 弱 的 结果 : 若 Aw 和 Cw 都 满足 条 件 
丈 , 则 46. 41? 成 立 ， 循 着 这 个 方向 自然 会 问 : 如 果 4v 和 Cn 都 满 
足 条 件 N, (6.41) 是 和 否 仍 成 立 ? Hajek 1968 年 一 项 工作 回答 了 这 
个 问题 他 证 明 : 当 Aw 和 Cu 都 满足 条 件 N 时 ,(6.41) 成 立 的 充 
要 条 件 , 是 CAw,Cw) 联 合 起 来 满足 下 述 条 件 M: 
Depa mean /pa A CN) 一 o0) 当 六 一 oo， 


(C6,57) 

此 处 dj 二 Caw 一 dn) (cw 一 Ey) dh 一 Nps (Aw) plCwy)， 重 确切 地 
说 ,着 CAw ,Cw) 满 足 条 件 MT, 则 (6. 41}) 成 立 ; 反 之 , 若 (6.41) 成 立 ， 
且 4wCx 都 满足 条 件 NN, 则 CAw ;Caw) 满 足 M. 这 个 定理 的 证 明 较 
长 ,此 处 不 给 出 ,有 兴趣 的 读者 可 参看 作者 《数理 统计 引 论 》p. 639 
一 645, 或 者 作者 等 著 人 非 参 数 统计 jp. 98 一 104. 对 于 置换 检验 的 
应 用 而 言 , 定 理 6. 6 能 洱 盖 大 老 数 常见 情况 ,但 也 有 例外 . 

Hajek 是 用 线性 独立 和 站 近 Ln 的 方法 去 证 明 (6.41) 的 ， 上 
面 的 证 明 用 和 矩 收敛 法 , 蚌 比 较 希 有 的 情况 . 这 之 所 以 可 能 是 由 于 
统计 量 Ly 的 组 合 性 质 . 如果 比较 这 两 个 证 明 , 可 以 看 出 用 短 收敛 
的 证 法 简单 得 多 ,但 是 ,用 和 矩 收敛 法 不 能 证 明 Hajek 的 结果 . 

笔者 进一步 考察 了 在 只 假定 4v 和 Cw 都 满足 条 件 六 的 情况 
下 ,Lx 可 能 的 极限 分 布 问题 ， 结果 表明 :这 时 Lw 可 以 有 也 可 以 没 
有 极限 分 布 . 如 有 , 则 必定 是 方差 有 限 的 无 穷 可 分 律 . 反之 ,这 样 
的 分 布 也 必定 可 作为 某 个 上 Lx 的 极限 分 布 ,其 4w 和 Cs 都 满足 条 
件 NC 见 ¢ 应 用 数学 学 报 》,1981 年 ,342 一 355)， 
有 时 在 同一 个 同 题 中 涉及 几 个 线性 置换 统计 其 ,这 时 用 得 着 

265 


定理 6.6 的 下 述 推 广 ， 为 行 文 方便 有 旦 不 失 普 遍 性 ,以 下 总 将 a 加， 
cm: 中 的 N 路 去 ,并 总 假定 
ED = Cy = 0 pAP) = 1, plCn) = CN — D/ANi, 
(6.58) 
定理 6.7 给 定 48 一 {a wa} 1 人 rk Cy 二 (cr, 
w} 满足 (6. 58)， 基 于 AD 和 Cw 的 线性 置换 统计 量 记 为 上 8?*( 由 
于 (6.36) 和 和 (6. 58), 有 ECD) 二 0,Var(tL)==1), 假定 A ,lr 
,都 服从 亲 件 W 而 Cx 服从 对 件 产 , 且 


lim > et AN = ,存在 ,rys 一 ] “ + 《6- 59) 


N+ 这 
( 按 (6. 58)， 有 入 一 1) 且 A 二 (2 为 正定 阵 , 则 当 N 一 oo 时 ， 
(CPP No， C6. 60) 
证 明 由 概率 论 中 周知 的 结果 ,为 证 (6. 60), 只 须 证 :对 任何 
常数 二 ,有 


2 <. NO, 让 )， 《6. 61) 

此 处 一 【二 ， By 为 EXN 咎 阵 ,其 第 i 行为 妈 入 ， 不 难 
9 上 

看 出 : Ly 三 DL 为 基于 站。 一 DA 及 Cy 的 线性 置换 统计 


量 ,ELn 一 0,VYar(Ln) 一 N-FBwt;y 而 按 (6.59),， 有 NN!'Bn 一 A. 
于 是 据 定 理 6.6, 问 题 归 结 为 证 明 4v 服从 条 件 镀 . 按 (6. 58) 及 
《6.597。 有 

An) = N By tA > 0, 
此 因 假 定 了 丸 正 定 且 :t 关 0tt==0 的 情况 不 待 证 >)， 于 是 只 须 证 明 : 
对 国定 的 r 一 3,4,， Ad 有 界 ， 但 


N 
Er 一 -1 2 8, 本 一 af 十 …… 十 ta, 
i=1 


先 设 > 为 偶数 , 则 
BE Et (ad) + 二 | Galt)) 
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TE Ca 二 十 a0)， 
TT 一 maxti. 获 NAWSTk (pCA) 十 … 十 p48))S<D,, 与 
NN 无 关 . 车 7 二 24 十 1 为 奇数 , 则 由 J2CAN) 所 pow(An) povrs(Aw) 及 
已 证 部 分 , 仍 可 推出 pCAn) 一 O01)， 这 完成 了 定理 的 证 明 . 
满足 条 件 W 或 N 的 若干 重要 情况 包含 在 以 下 的 例子 中 ， 
例 5.13 中 若 Aw 一 {am… ann} 满 足 条 件 斌 CN) ,而 ww 才 0 
和 ww 为 常数 ; 刚 By 二 {uwam 十 ww ,uwaws 十 ww} 满足 茶 件 研 
《pw 网 若 总 wy 二 ‘ens dN dns bw}, 其 中 [ 有 Hew 个 ,bw 有 
ny 个 (mw 二 nw 二 NN} ,日 av 天 5 则 
min (mvsAw) 一 oo 过 An 满足 条 件 NN， 《6. 62) 
liminf minCmw/N nw/N) 人 0>4 满足 茶 件 WW. (6. 63) 


名 4, 一 0,2,… ,NN} 满 足 条件 下， 
证 明 容易 , 留 作 习题 ， 


另 一 个 重要 情况 是 hv 一 | 几 六 于 | | ,其 中 


f 为 定义 于 (0,1) 的 非常 数 的 单调 函数 , 且 | Pendz 一 ce. 


例 6.14 这 样 的 4v 满足 条 件 N. 

证 明 较 长 ,不 在 此 给 出 ,可 参看 作者 等 & 非 参数 统计 3p. 93~ 
96. 

在 一 些 问题 中 5 如 例 6. 11) ,am ,…avwv 是 一 随机 变量 的 iid. 
样本 . 关于 这 种 情况 有 

例 6.15 着 An 一 (及,"… 玉 yw) 其 中 各， 是 王 的 id, 观 
察 值 ,Var(X) 非 0 有限, 则 以 概率 1 4x 满足 条 件 N. 

本 例 的 证 明令 赖 下 述 预 备 事实 : 设 所 ,2 … 为 随机 变量 上 的 
iid. 观察 值 ,é 非 负 且 Eé<coo. 则 

lmmax (és,é,}/n = D0, a 8. (6. 64} 

事实 上 , 设 EE&=a; 则 吾 ->a,a.8; 玖 


Cé, 十 人 十 1} =2 一 


i 


le 十 十 总 /xn 一 1) a,a.8.， 
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因而 
S/n 二 ,a3,, 
故 以 概率 1: 任 给 e2>0 当 充分 大 tn 之 mosm 依赖 e 及 (E15601"*') 
之 值 ) 时 ,有 所 ne， 于 是 当 n 充分 大 时 有 
max(é ye Eb) < maxté nb /nt er ESN ooo) 

这 证 明了 (6. 64). 回 到 本 例 的 证 明 ,不 妨 设 EX 一 0, Var(X) 一 1， 
这 时 有 

FtAn) I, as 《6. 85) 
而 对 偶数 +, 有 


NN ™N 
> CR — Ra) 2 Rr NTR] 
1 1 


= 2 1 XI 二 ol(N) als,， 
又 按 上 述 预备 事实 ,有 max X? 二 oCN) ,a.s. + 卜 


Nm Nm 
NO XI = oN 7) DI XIN = oN as (6.66) 
1 1 


因 按 大 数 律 有 DXIN 一 1, a.s,., 合 (6. 565) 和 (6.66) 即 明 所 欲 


证 (对 奇数 7, 用 定理 6.7 证 明 末 尾 处 的 方法 处 理 ) . 
类 似 地 , 且 更 容易 ,可 以 证 明 : 若 进一步 假定 下 | 和 <co 对 任 
何 -~>>0, 则 以 概率 1,Aw 满足 条 件 克 ,其 逆 亦 真 (习题 36)， 


大 样本 置 挽 检 验 


当 和 样本 量 太 时 ,可 以 利用 上 面 证 明 的 极 根 定理 来 确定 置换 答 
验 和 否定 域 的 临界 值 ， 下 面 通过 几 个 例子 来 说 明 这 一 点 ， 

例 6.11( 续 ) 回 过 来 考虑 例 6.11, 设 m,n 都 较 大 ,N 一 m 十 
2 而 min Cyn)/N 对 一 切 六 不 小 于 一 定 的 正 数 4A. 义 设 分 布下 
有 非 0 有 限 方 差 . 据 例 565.13 和 6.14 知 ,在 0=0 时 ,Aw 二 (XL » 
Xm 了 1 yo 以 概率 1 满足 条 件 N, 而 Cw 一 (一 17/m ,一 1/m， 

268 


lim" ln) 竹 合 条 件 WOO—1/m 有 mn 个 ,1/n 有 i 个 基于 An 
和 Cs 的 线性 置换 统计 量 就 是 了 一 全 二 Ln, 按 (6. 40), 有 


sr N 
ELs = 0, VartLy) 一 TN yn 


要 注意 的 是 ,此 处 的 期 户 和 方差 是 在 固定 X;,Y; 的 条 件 下 按 置 换 
统计 量 的 意义 去 计算 . 又 此 处 


5% 一 Bi: 一 及}, 53 一 2 — Fy:. 
这 样 , 按 (6. 41), 当 rv 其 大 时 ,8 一 99>0( 或 9<0 上 9 >0) 的 时 


换 检验 否定 域 近似 地 可 取 为 Ly 守 wso VVar (Ly) ,ms 为 NC0,1) 的 
上 a 分 位 点 . 此 式 易 见 可 改变 为 


p= — x)/ VS + ss 


六 一 人 
> 次 二 ] i 6. 67) 
当 NN 很 大 时 有 CN 一 2)VACN 一 1 一 wl1 woastw_z(q); 圳 近 做 地 可 


将 C6. 67) 写 为 


+ 


D> ty sa). C6. 68) 
这 就 是 常见 的 两 样本 上 检验 . 当 六 很 太 时 ,也 不 难 从 中 心 极 限定 
理 出 发 导出 这 个 大 样本 答 验 . 这 个 结果 当 NN 很 大 时 方便 了 置换 
检验 的 实施 , 它 同 时 也 突出 了 这 样 一 点 :置换 检验 真正 有 用 之 时 ， 
是 在 六 不 过 大 因而 不 须 求助 于 大 样本 结果 时 . 
例 6. 12( 续 ) 再 考虑 例 8.12; 与 上 和合 一 样 的 推理 ,在 NN 很 大 
时 ,置换 检验 近 仙 地 转化 为 两 样本 上 检验 (6. 88). 
在 Fisher 以 前 ,人 们 在 处 理 本 例 这 种 问题 时 ,往往 是 从 两 样 
本 正 态 模型 出 发 , 即 假定 天 ,和 iid. ~N (Cao) ,7 wy， iid. 
一 NN(a 十 9, )， 这 时 :检验 (6.68) 是 一 个 确切 检验 , 自 不 必要 求 
N 很 大 . 可 是 ,这 个 模型 只 是 在 下 述 假 定之 下 才 合理 :我 们 有 一 个 
无 穷 个 相似 地 块 的 集合 ,地 块 指标 服从 正 态 分 布 , 而 实际 所 使 用 的 
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地 块 是 其 这 个 无 穷 集 合 中 随机 拙 出 的 ， 在 实际 应 用 中 ,这 样 的 茶 
件 示 见得 现实 .经常 ,我 们 只 可 就 手边 能 及 的 有 限 试验 材 料 的 范 
国内 去 挑选 ，Fisher 按 弃 “无 穷 地 块 集 ” 这 个 前 提 , 而 把 随机 性 的 
来 源 归 因 于 手边 这 N 地 块 的 随机 分 配 上 .本 例 表 明 , 从 这 一 更 现 
实 合理 的 前 提出 发 , 仍 能 在 和 N 甚大 时 导出 上 检验 . 其 他 更 复杂 的 
试验 设计 模型 也 可 以 仿照 本 例 的 方式 来 处 理 一 一 即 为 了 在 这 种 模 
型 中 导出 方差 分 析 中 的 #* 或 已 检验 ,不 必 有 从 惯常 的 " 正 态 .独立 .等 
方差 ?的 假定 出 发 《这 种 假定 也 是 建立 在 从 无 穷 试验 材料 中 随机 抽 
取 的 基础 上 ). 这 一 点 有 重大 的 理论 意义 . 总 之 , 按 置换 检验 理论 
的 观点 ,通常 方差 分 析 中 所 用 的 检验 ,只 有 在 样本 量 很 大 时 才 合 
理 . 当 样 本 其 小 时 , 则 应 使 用 置换 检验 . 

例 6.16 把 例 6.12 推广 到 c 实 ?个 品种 的 情况 , 设 有 NN 一 ni 
十 "十 ni 个 地 块 , 其 “单元 效应 ”, 即 各 地 块 地 力 的 优良 性 指标 , 记 
为 ar,*,aw. 把 这 六 地 块 随机 地 分 配给 这 < 个 品种 ,各 草 种 依次 
得 着 | 9” ye 块 . 第 2 品种 那 nr 块 的 产量 记 为 Rl Li ‘Ni s 1 
c, 车 以 色 记 蝇 种 i 的 “品种 效应 ”, 并 设 两 种 效应 可 僵 加 , 则 有 

二 1 ji 
下 二 十 于 十 fi1 十 J C6, B9) 
其 中 ,… ,tw) 是 (1,…,N) 的 任 一 置换 ,每 一 置换 的 概率 都 是 1/ 
N!1. 我 们 要 在 这 个 模型 下 来 检验 假设 
Hi = RK: OO 不 全 相同 . 


记 马 = 了 DIX/my 玉 二 了 DIX/N 一 n/N. 当 刀 成 立 
7=1 i=1 


时 , 台 ，…, 马 应当 差异 较 小 . 因此 ,天 = Dw(X; - X)* 是 一 个 合 


适 的 检验 统计 基 , 当 天 取 大 值 时 否定 五， 临 异 值 的 确定 按 终 的 检 
验 的 方式 :对 Ca,… ,aw) 的 一 切 置换 算出 Xj;( 取 和 二 一 一 0) 
而 后 算出 天， 一 共有 N11 个 值 ,将 其 按 太 小 排列 为 Kw 委 … 迄 
天 cvD。 如 果 天 > 天 0-oxb ;就 否定 卫 , 不 然 就 接受 已 . 车 记 
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(CO — RY, 1 Sic, 8 一 33， 
j= 


1 


则 天 十 3 一 yy) CC 一双)2 而 后 者 在 电 成 立时 ,为 置换 不 


i=1 j=1 


变 . 由 此 可 知 ,车 记 
1 1 


" 艺 
i 


则 以 下 的 太 值 为 否定 域 的 置换 检验 ,与 以 下 的 大 值 为 否定 域 的 置 
换 检验 一 样 . F 就 是 在 常见 的 正 态 方 差分 析 模 型 中 ,假设 五 的 下 
检验 统计 量 . 在 正 态 方差 分 析 模 型 中 ,否定 域 为 1.w .(a)，, 当 
N 不 大 时 ,这 个 临界 值 与 由 置换 检验 所 确定 的 临界 值 ,会 有 相当 
的 善 距 ,现在 我 们 来 证 明 : 若 N -ce 而 

liminfmin Ca, ,n/N > 0， {6. 70) 
则 这 个 差距 趋 于 0* 即 本 问题 的 大 样本 置换 检验 回归 到 正 态 模型 
下 的 下 检验 ,因而 给 了 这 个 检验 一 个 全 新 的 且 较 为 现实 的 理论 根 
据 . 这 是 上 例 末尾 所 阐发 的 议论 的 又 一 例证 ， 


令 
CD 一 _1..,—_1,.,..1 1 | ] 
~ NY ?7 NY Rn NN’ nn N’” ? 
1 1 : 
NN ,1 i 和 cs 


其 中 # 门 一 NN- 占据 第 而 十 … 十 -1 十 1 到 第 十 … 十 mi 位 置 .又 
dv = (a1s"" dn). 
不 难 验证 ,在 条 件 (6.70) 之 下 ,每 个 C8 都 满足 条 件 WW 假定 Aw 
满足 条 件 N， 以 ZL 多 记 基 于 (4w,C?) 的 线性 置换 统计 量 , 按 
(6. 40), 有 
1 
NO— 1 


™ 
hi 一 > (a, — a,). 


?一 ] 


EL 一 0, o%, = Var 了 各 ) = 


2 
hy, 


1 
N 


1 
nn; 
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暂 设 
lima/N 一 4 0 机 二 1 过 祥 
则 易 见 | 
lim COVCOLE /em LI? /on) — A = (C0), 


A 172 
其 中 心 =1 或 一 ' 视 i 二 j 或 理据 定理 


6.7 有 
Ly 局 十 {LN /om LI /Gwe) —— N.(0, 和 A}, ' 当 N— Cs, 


Er 
因此 LivATLy— ER, 当 N00. (6. 72) 
因 站 一 万 一 BE D= diag((l — Nh) lr, (1 一人) '), 


U 一 | | 和 EE | 4 | 
i A ” 1 一 A 
有 A'= Dil+DIOUOD /~ UD NN. 


因 DU 一 《 v A{l A Fy ACl A)), UD 'U = 1 一 让 ， 
算出 


Lyw AAs = 2D) CO— NL 十 
i=] 


1 2 
x > 1G — WL /ow) . (6.73) 


由 6, 71) 一 (6. 73) ,及 oi 的 表述 式 ， 以 及 > nz = ,经 过 一 些 
化 简 ,得 
| J= ND Papy i Xs No0. (6.74) 


出 条 件 (6.700) ,对 人 N} 的 任 一 子 列 {N'} ,可 找到 后 省 的 子 列 {N”}， 

使 n/N 一 非 零 极限 于 是 , 按 上 述 推 理 , 洒 着 子 列 1N")， 

(6.74) 成 立 ， 由 于 极限 分 布 与 子 列 {N"'} 的 选择 无 关 , 证 明了 在 条 

件 C6.70) 之 下 有 (C6.74). 据 (6.74), 当 NN 大 时 ,本 到 的 水 平 a 置 
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换 检 验 近 似 地 有 否定 域 [> 宕 -Ce) ,此 式 可 写 为 
Fi Ce I IE OD — RoCN 一 1))， 

当 NN 苏 大 时 ,上 式 右边 接近 F._j.w-. (a). 这 样 就 证 明了 所 述 的 结 
果 . 

例 6.17 设 (R YD (X,sY,) 是 抽 自 (CX, 了) 的 iid. 样本 ， 
要 检验 如 ;X,Y 独立 这 个 假设 .计算 样本 相关 系数 

7 一 y， (KX, 一 RCY, — YN/ SxSy. 

当 和 独立 性 成 立时 , 苹 , 了 的 相关 系数 为 0, 因 此 |z| 应 倾向 于 小 . 设 
对 开 假 设 成 立时 ,区 ,Y 有 较 显 著 的 下 的 或 负 的 相关 关系 , 则 |-| 将 
倾向 于 大 一 些 , 基于 这 个 考虑 ,可 作出 假设 互 的 置换 检验 如 下 ， 
固定 已 ，…,X 的 次 序 , 让 7:，…Y,) 作 种 种 置换 了 ,…,Y, ,把 
它 和 和 所 配对 ,以 计算 CRY) (ED) 的 样本 相关 系 
数 . 这 样 算出 a! 个 相关 系数 一 :将 其 绝对 值 排序 为 |ro)| 委 
roaw1， 如 果 |r| 全 |reo-om| ,就 否定 五. 

为 了 当 x 大 时 使 用 定理 6.6, 要 假定 无,Y 都 有 非 0 有限 方 
差 , 且 其 中 之 一 , 创 恕 和 ,有 任意 阶 有 限 和 矩 ， 这 时 按 例 6.15,A4, 三 
《Ys 下.) 以 概率 1 满足 条 件 六 .同时 ,在 盛 的 各 阶 矩 有 限 的 假 
定 下 ; 易 证 以 概率 1,C, 一 (X1,…,X,) 满 是 条 件 WW， 其 次 ,不 难 算 
出 :基于 (4Cco) 的 线性 普 换 统计 量 L; 就 是 


.= AA IVR, ROY, 一己)/SuSr 
由 此 得 出 , 当 交 甚大 时 ,大 样本 置换 检验 否定 域 是 |r|>>zna/ 
wn—l1. 
如 果 ( 针 ,了 Y) 有 二 维 正 态 分 布 , 则 在 召 成 立时 ,> 的 确切 分 布 


可 以 求 出 (第 一 章 69 题 ). 结果 是 ， PA~ :， 由 此 得 出 精确 


检验 ( 即 水 平 精确 地 等 于 所 指定 的 «的 检验 》 有 否定 域 
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taKaA2) 1 | 全 | 
Vn—2 21 


iri > 


当 -co 时 ， 

Wars [党 全 / 
Jn— lll va—2 
由 此 得 出 : 当 很 大 时 ,本 例 所 导出 的 置换 检验 渐 近 于 在 正 态 假 定 
下 的 常见 检验 . 

以 上 我 们 假定 了 区 ,了 中 有 一 个 有 任意 阶 算 . 更 精细 的 论证 
指出 :只 须 假 定 了 ,Y 有 非 0 有限 方差 已 够 ,因为 在 这 一 条 件 下 ,可 
以 证 明 ( 见 作者 《数理 统计 引 论 》p, 660 一 662); {CXL,Y ,CX,， 
7,)} 坟 概率 1 满足 条 件 M( 见 (6. 57) 式 ) ,然后 用 Hajek 的 定理 即 
可 . 


[1+ 


/2 
所 一 了 = 


秩 检 验 


设 有 样本 Z1，,…2Z,, 暂 设 它们 互 不 相同 ,于 是 可 按 玉 小 排列 为 
Fo<…<Zo， 每 一 个 Z; 等 于 某 个 Foy， 重 如 , 当 R; 二 1 时 ,表示 
Zi; 蚌 Zl,…,2Z。 中 最 小 者 . RR; 称 为 2 在 样本 Z1,… ,2 中 的 ) 秩 . 
Ri 取 值 1,…,n。R, 印 大 ,表示 2; 在 Z;,…,2。 中 相对 位 置 愈 高 . 
Ri 本身; 或 (Ri，…,R,) 的 任 一 函数 (只 依 赖 R，…,R, 而 不 依赖 其 
他 未 知 量 ,如 分 布 参数 ) , 称 为 秩 统 计量 ,基于 秩 统 计量 的 统计 推 
断 方 法 称 为 秩 ( 推 断 ) 方 法 ,在 检验 问题 中 则 称 为 秩 检验 . 

秩 统 计量 在 检验 问题 中 的 作用 ,主要 在 于 它 的 下 述 性 质 ; 当 
Zis"rZr 为 iid， 且 其 公共 分 布 F 连 续 ( 因 而 以 概率 1,2,,*… ,2 耳 
不 相同 ) 时 ,(R,,…,R,) 有 分 布 

PAR ss Ra) = (Cissyts)) = 1/n!1, 《6 75) 
对 (人 1,…:z 的 任 一 兽 换 人 ，… 加)， 此 分 布 与 2 的 公共 分 布 已 无 
关 ， 这 个 性 质 可 用 来 构造 相似 检验 , 即 功 效 函 数 取 值 在 原 假设 上 
保持 不 变 的 检验 ， 

显然 ,只 要 Qi，*2Z。 为 ijid， 且 公 共 分 布下 迷 续 , 则 任 -… 秩 统 
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计 基 的 分 布 也 与 下 无 关 . 在 统计 学 中 ,把 统计 量 的 这 个 人 性质 称 为 
其 (相对 于 某 一 分 布 族 的 ) 分 布 无 关 性 . 从 原样 本 过 渡 到 其 秩 , 合 
弃 了 样本 中 的 一 些 信息 , 自 的 就 是 为 了 换取 这 一 分 布 无 关 性 ， 有 
些 令 人 惊讶 的 是 :信息 的 损失 不 如 初 一 看 所 估计 的 那么 多 ( 见 后 )， 
例 6.18 再 考虑 例 6.11. 设 有 样本 (6. 31) ,要 检验 假设 
< 0m0>0 (或 9 一 0 人 0)， 《6. 76) 
以 记 合 样 本 CR,…: Rw}) 为 
其 秩 统 计量 , 则 Rs ,Ry(N 一 mm 十 nn) 依次 是 Y,…,Y, 在 合 样 
本 中 之 秩 . 因为 >0 使 Y 倾向 于 增 大 , 故 Rw，…;R; 倾向 于 占 
据 1,…,N 中 的 高 位 ,因而 
W= Ra -+ Ry C6.77) 
倾向 于 太 ， 这 样 就 得 到 下 述 直 观 上 合理 的 检验 法 :算出 分 当 王 
> 时 否定 8 和 0( 必 要 时 在 临界 值 处 施行 殖 机 性 》， 当 86=0 时 WW 
的 分 布 ( 据 6. 75)) 可 基于 下 式 算出 ， 


Paolfeati = ys Ry C= i = | | 3 


其 中 ,sy) 是 民 ,…' ;入 ) 中 任意 个 . 按 此 ,原则 上 就 不 难 按 给 
定 的 水 平 < 去 确定 临界 值 < 结合 习题 14 看 ). 在 x 澡 ,n 都 较 小 时 这 
可 以 施行 ,m,n 较 大 时 ,计算 量 很 大 ,可 使 用 下 文 介绍 的 极限 定理 . 

这 个 检验 叫 Wileoxen 两 样本 秩 和 检验 ,是 Wilcoxon1945 年 
提出 的 , 它 是 著名 的 非 参 数 检验 之 一 ,两 样本 检验 问题 是 秩 方 法 
运用 较 成 功 的 一 例 , 除 Wilcoxon 检验 外 ,还 有 一 些 其 他 有 和 的 检 
验 . 

在 秩 检验 中 应 用 最 广 的 一 类 统计 量 , 是 形 如 


了 .一 DogR) 《6. 78) 


的 线性 秩 统 计量 ,此 处 人 :Cm 为 常数 ,gC 二 ?是 定义 和 在 11，… nn} 

上 的 函数 . 这 与 基于 A. 二 {8 ,… ,Cn)} 和 CC. 王 {cww… scm} 的 

线性 管 换 统计 景 完 全 一 样 ( 当 然 是 在 CR,…,R,.) 的 分 布 满 足 
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《6,. 75) 时 )?， 因 此 , 按 定 理 6,6, 有 
定理 6.8 设 4. 和 CC( 定 义 于 上 )? 中 有 一 个 满足 条 件 砍 而 另 
一 个 满足 条 件 入, 是 (6.75) 对 任何 n 成 立 . 则 


CT fa NO), Yn > 00, (6.79) 


此 处 友 一 mEscyG 一 (Ca 一 1 De, 一 ae。 一 Kt 


分 别 是 es ww* am 和 co s**t Cnn 的 算术 平均 . 

本 定理 最 恒 要 的 情况 当然 是 在 Z1,*…,Z 为 iid. , 旦 公共 分 布 
连续 时 . 

对 Wilcoxon 统计 量 秩 和 和 W 击 言 ,有 cw=0 当 1 所 imcew 一 
1 当 加 十 1 和 Ri 和 而 名 (8) 二 ww 蕊 知 ,4v 一 1 NN} 满 足 条 件 N. 
且 如 


liminfmin Cm ,nn)/N > 人 0, (6. 80) 


则 如 上 定义 的 (cvy…ycxww) 满 足 条 件 WW 因而 按 定理 6.8, 在 8 二 0 
成 立时 有 
《一 nmON 十 1772370mmky + 1 /12) 
.NC0,1). (C6. 81) 
经 验证 明 : 把 (6. 81) 中 的 钱 一 nCN 十 1)/2 修正 
为 WW 一 (nCN 十 1 十 1)/2， 
驶 近 的 精度 可 申 改 善 ， 这 样 ,Wilcoxon 检验 的 临界 值 c 近似 地 可 
取 为 nCN 十 1)/2 十 a 或 
(a(N + 1 + DD/2+ asa = umna(tN + /12), 
us 是 NC0,1) 的 上 a 分 位 点 ， 实 地 计算 表明 ;在 mx 一 8 这 种 情 
况 , 经 过 上 述 修 正 的 人 6. 81) ,其 通 近 程度 已 很 好 . 
据 Wilcoxon 检验 的 想法 ,可 造 出 许多 类 似 的 两 样本 秩 检 验 ， 
只 须 取 晴 数 oy 满足 By (三 三 ry (N) ,然后 取 检 验 统 计量 


2 9rCR) 并 以 其 大 值 为 否定 域 . 当 m,n 较 大 时 可 使 用 极限 
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《6. ?79 去 近 介 好 确定 临界 值 , 当 然 , 要 求 满足 (6.80), 且 1 网 51)， 
… ,gwy(N)} 满 足 条 件 N. 重要 的 例子 有 


van der Waerden 检验 ， gr 一 到 _ | ， 


十 ] 
其 中 四 "是 NN(0,1) 分 布 数 甸 的 皮 函 数 . 

Fisher-Yates 检验 ， 名人) 一 五 En 其 中 心 和 < 扫 6w 是 人 
(0,1) 的 iid. 样本 所 ,的 次 序 统计 量 . 其 所 以 乾 考 虑 这 人 么 多 
的 两 样本 秩 检验 ,是 因为 ,每 一 个 特定 的 牧 检 验 (gw 的 一 定 选择 )， 
其 功效 如 何 , 与 By 及 (6. 31? 中 的 分 布 有 关 : 某 个 特定 的 秩 检验 
对 这 个 五 动 误 部 ,而 对 另 一 个 眉 则 功效 低 ， 理 论 上 可 以 证 明 : 如 
果 知 道 下 , 则 可 以 选择 一 秩 检验 , 它 针对 这 个 玉 最 有 效 . 但 一 般 不 
知 正 ,这 一 知识 也 就 用 不 上 ， 如 上 果 对 下 的 性 状 有 些 一 般 性 的 了 解 ， 
也 有 可 能 据 以 选 定 一 个 针对 它 的 、 较 好 的 铁 检 验 ， 有 关 这 些 及 秩 
方法 更 性 细 的 论述 ,可 参看 作者 等 所 著 的 ¢ 非 参数 统计 } 第 三 ,四 
章 . 

例 6. 19( 对 称 中 心 的 检验 ) 设 样本 臣 !，…, 及 . iid, , 抽 自 分 
布下 (z 一 分 ,其 中 分 布 只 可 未 知 ,假定 它 连 续 , 且 关于 0 点 对 称 , 即 
(一 z) 一 1 一 F(z). 要 检验 假设 (6. 76)， 

以 Ri 记 [X| 在 (Xi| ,|X,|) 中 之 秩 ,R7 称 为 X; 的 符号 
秩 ， 如 果 >0, 则 部，… ,中 大 于 0 的 个 数 不 仅 会 候 向 于 多 ,而 
且 其 秩 R7 也 会 倾向 于 大 . 因而 ,正祥 本 的 符号 秩 之 和 , 即 


Wr= DR =I > 0), C6. 82) 


应 倾向 于 大 . 故 直观 上 合理 的 检验 旦 以 印 * 的 大 值 为 否定 域 . 
(6, 82) 称 为 玉 ileoxon 一 样本 (符号 ) 秩 统计 量 , 而 以 {W+ 半 ce} 为 否 
定 域 的 检验 , 刚 称 为 一 祥 本 (或 符 刁 Wilcoxon 检验 . 
与 两 样本 情况 一 样 , 还 可 以 引进 另外 一 些 符号 秩 检 验 , 只 须 引 
进 一 个 定 尽 于 (1 各) 的 非 降 而 非常 数 的 医 数 如 ,然后 定义 
277 


TT» = DRCRE), 《6. 83) 
i=1 


并 以 T+ 的 犬 值 作为 否定 域 ，Wilcoxon 符号 检验 相当 于 tw) 一 
的 特例 . 

为 确定 检验 的 临界 值 c, 需 要 研究 在 9=0 时 ,(6.83) 所 定 六 的 
T+ 的 分 布 . 这 弛 两 样本 情况 ( 非 符号 秩 ? 稍 稍 复 杂 - 一 点 ,但 也 不 
难 . 以 下 很 定 和 ，… ,XX. iid. ,其 公共 分 布下 连续 且 关 于 0 对 称 . 

1 1 相 广 独立 (由 二 了 TX 这 0))， 

2° 出 RR+) 相 互 独子 ;其 分 布 为 :下 取 0,1 的 概 
率 各 为 1/2, 而 (RE,-… ;RH 取代 ,…,n) 的 任 一 置换 (i ,i,) 的 
概率 都 是 1/n1. . 

1” 易 证 2" 的 前 一 断言 由 1° 推测， 关于 分 布 的 断言 由 XX，…， 
区 iid， 且 有 连续 对 称 分 布 推 出 . 细节 留 作 习 题 ， 

3* 基于 2* ,容易 证 明 下 面 的 事实 :记事 件 4 二 {XX ,… ,XX, 中 
有 ji 个 大于 0,n 一 ij 个 小 于 0, 和 且 大 于 0 的 那些 个 其 符号 秩 按 大 小 
依次 为 吉之 下 过 i) ;其 中 1 之 一 之 ij 太 xn. 有 

P(A) = 27". (6. 84) 

事实 上 ,从 芒 ,,*…' ,XX 中 挑 出 了 个 证 它们 大 于 0( 其 余 小 于 0), 有 


| 种 所 法 .对 一 确定 的 拓 法 , 细 六 ，…，X>0,Xt4……sX,<0， 


4 二 了 (站 二 二 站 二 二 下 二 全 0， 
【本 十， :RR ) 是 rt) 的 其 一 图 搞 )， 


据 2",c 一 2-"PCCRL，- 民 ) 是 G4，…,i) 的 某 一 置换 ) 一 2-"/| | ’ 


天 


因而 P(A4)= 


< 一 2 “利用 3 ,不 难 对 任何 不 超过 


2 
Di = nn 1)/2 
1 


278 


的 非 负 整数 5, 算 出 POW+=68). 有 POW7==0)==27". 若 5=1， 
,An 十 1)12, 把 5 表 为 如 十 … 十 的 形状 ,要 满足 1 所 如 之 之 
刀 寺 xn， 把 不 同 表达 法 的 数目 记 为 mw ; 则 
PAW+= 6) = nt2". 

到 = 一 5,8 一 8 为 例 . 不 同 表 法 有 :53,5), (1,2,5) 和 (1,3,4) 等 3 
种 , 故 POW+ 二 8) 一 3/32， 类似 地 算出 :0,1,2 的 概率 为 1/32,3,4 
为 2/32. 5 一 10 各 为 3/32;10,11 为 2732;13 一 15 各 为 1/32， 对 一 
般 的 加, 要 算 PCTY 二 让, 那 就 要 找 出 将 5 表 为 (B51 十 … 十 %(B4) 
的 不 同 表 法 ,其 中 而、… ,Bb 为 整数 且 介 于 1 与 4 之 间 ， 

当 较 大 时 ;用 这 个 方法 定 出 T+ 的 确切 分 布 (在 8 一 0 之 
下 ) ,涉及 大 量 计算 . 可 以 使 用 极限 分 布 来 近似 ,这 个 极限 定理 与 
置换 统计 量 的 定理 6.6 没有 关系 ; 

定理 6.9 假定 蕊 ，… ,Xiid, ;公共 分 布下 连续 且 关 于 0 对 
称 . 又 设 4, 一 {89.1),… ,gn)}) 满 足 条 件 NN， 则 


， 二 5 
(T+ — xa/2)] > RO NOOO,1), nr oo, 
《6. 85) 


这 里 元 = ig) /nyna./2 入 oF)/2 分 别 是 在 定理 条 件 下 ， 


T+ 的 期 望 和 方差 . 
证 明 由 于 对 LR 天》 的 任 一 置换 (i a st) 了 (六 Ci :1p ) 


与 (四 ,由 同 分 布 , 知 TY 一 》)y%gCRF) 与 > au 和 同 分 布 ,此 
处 av 一 多 这 里 还 利用 了 (CRT R11》 独立 )， 因 而 
可 用 独立 和 3, 三 Yasgp 取代 T+ 显 见 

ES, — na,/2, Var(S,) = 0 = Dlas/4. 


有 
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DElag, ~ Easg) Nfs: = 4 als fe 
i=1 r=1 
< max lanl fo. — 0, 
lin 


当 wm 一 oo, 最 后 一 极限 关系 是 和 根据 A 满足 条 件 六 (形式 略 有 差 
别 , 不 难 验证 )， 据 中 心 极限 定理 中 的 Liapunov 定理 ,得 (6. 85). 
定理 证 毕 . 

注 本 定理 的 证 明 也 适用 于 名 得 等 于 一 非 0 常数 (可 取 为 1) 
的 情况 . 

除 到 ilcoxon 检验 WW+ 寻 ,重要 的 符号 检验 ;可 举 出 :Van der 
Waerden 检验 ;Fisher-Yates 检验 ,其 @ 的 取 法 与 两 样本 情况 同 . 


另 一 个 重要 情况 是 名 二 1, 它 相当 于 5+ 二 了 %, 即 X,,…,X, 中 大 


1 
于 0 的 个 数 . 以 8S+ 的 大 值 为 否定 域 的 检验 称 为 符号 检验 ,是 最 早 
的 非 参 数 检验 之 一 . 符 导 检验 相当 于 把 b= 0(00 生 0)*0>0 转化 
为 一 1/2( 扎 17/2)*p 放 1/2, 其 中 
p=PAX>D)=1—F(- = FO. 

在 8==0 时 ,S: 有 分 布 B(x,1/2)， 这 个 检验 看 来 很 粗 糖 ,但 是 , 它 
也 对 某 些 五 优 于 看 上 去 较 灵 敏 的 秩 窒 验 ,例如 殉 ilcoxon 检验 ， 

秩 方 法 还 可 用 于 其 他 一 些 检验 问题 ,这 里 不 多 说 了 . 关于 秩 
检验 理论 的 以 下 两 个 重要 问题 我 们 点 到 一 下 : 

1° 回 到 (6. 78}) 定 义 的 统计 量 TT,， 如果 2 ，…，Z 独立 但 不 必 
同 分 布 , 其 极限 分 布 如 何 ” 这 个 问题 很 复杂 . 在 两 祥 本 情况 ((Z,， 
一 (id ， 有 公共 分 布下 ， 
YY iid， 有 公共 分 布 上 ), 且 cs 一 0 或 1, 视 i 所 m 或 i>m 时， 
由 Chernoff 和 Savage 在 1958 年 得 到 一 般 的 解决 (Ann. Math., 
Statist, ，1958，972 一 994)， 即使 对 这 个 简单 情况 ,定理 的 条 件 、 
表述 和 论证 也 非常 复 厅 . 

2° 结 的 问题 . 设 并 ,和 iid. ,但 其 公共 滔 布 下 可 以 有 跳跃 
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点 . 这 时 以 大 于 0 的 概率 .XXX 中 有 相同 的 ,因而 秩 就 变 得 
不 确定 ,例如 车 六 样本 为 3,2,4,Y 样本 为 3,6, 合 样本 次 序 统计 
量 为 2,3,3,4,6;2,4,6 的 秩 分 别 为 1,4,5, 无 疑义 ,而 两 个 3 的 秩 
如 何 定 ? 方法 不 同 , 就 影响 到 秩 和 W 之 值 . 这 样本 中 的 两 个 3, 就 
构成 一 个 其 长 为 2 的 结 . 处 理 结 的 方法 有 两 种 : 

a， 随机 法 . 拿 本 例 而 言 ,这 两 个 3, 为 分 别 计 , 和 暂 沁 为 3 和 3， 
其 秩 取 (2,3) 或 (3,2} 的 机 会 各 为 1/2, 用 随机 的 方法 (如 抽签 ) 定 
之 ,在 长 为 在 的 结 且 这 个 结 占据 第 ii 十 1，……i 十 & 一 1 位 置 时 , 结 
中 各 样本 分 配 针 (Pa ，… 7 的 概率 为 TAI 其 中 (六 ) 为 证 
1 ,i 十 一 1 的 任 一 置换 . 

& 平均 法 ， 拿 本 例 而 言 ,3 和 3 各 给 以 秩 (2 十 3)/2 一 2, 5, 一 
般 情 况 依 此 推广 . 

这 两 个 方法 各 有 其 优 缺 点 ， 对 随机 法 .不 难 证 明 : 在 站,,…， 
叉 . 为 jid. 的 前 提 下 ,这样 定 出 的 秩 , 其 分 布 仍 满足 (6.75), 因 而 以 
此 为 基础 的 秩 统计 量 极 限定 理 ,例如 定理 6.8 和 65.9, 仍 维 持 不 
变 ,因此 理论 简化 了 ,缺点 是 引入 了 一 个 人 为 的 随机 化 操作 ,使 统 
计量 5 如 黎 和 ?不 全 取 尖 于 样本 的 值 . 对 平均 法 , 优 缺 点 正好 反 过 
来 . 从 切 效 的 角度 看 ,平均 法 似 略 优 于 随机 法 ， 有关 结 的 癌 题 的 
更 仔细 论述 ,可 参看 作者 等 人 《 非 参 数 统 计 }) 一 书 第 3. 4 节 . 


检验 的 相对 渐 近 效率 


检验 同一 个 假设 的 方法 一 般 有 很 和 多. 按 Neyman-Pearson 理 
论 , 以 功效 作为 衡量 检验 优良 性 的 唯一 标准 , 则 在 同样 水 平 之 下 ， 
两 检验 在 对 立 假 设 处 的 功效 之 比 , 可 称 作 是 其 相对 效率 , 也 可 以 
反 过 来 看 :在 同一 水 平 之 下 ,为 在 某 对 立 假设 处 达到 同一 之 功效 ， 
所 需 样 本 量 愈 少 , 则 效率 愈 高 , 因此 也 可 以 把 这 样本 量 之 比 的 倒 
数 ,作为 两 检验 的 相对 效率 . 

这 样 定义 效率 ,与 所 定 水 平 .样本 量 , 对 立 假设 的 参数 值 等 ,都 
有 关系 .况且 功效 一 般 不 易 计 算 , 因 而 这 个 概念 虽然 听 起 来 很 有 
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用 , 却 没 有 什么 系统 的 研究 ,只 有 Pitman 在 40 年 代 提出 的 “ 渐 近 
相对 效率 ”(Asymptotic Relative Efficiency, 简 记 为 ARE) ,在 统计 
界 受 到 一 定 的 重视 . 这 里 我 们 来 对 这 概念 作 一 简略 的 介绍 ,不 深 
入 数学 细节 . 
设 了 和 全 是 8= 名 (9 所 负 也 可 以 )*>0>>0 的 两 个 检验 ， 当 样 
本 量 为 n 时 ,检验 本 有 否定 域 { 了 ,>C,} 而 个 有 和 否定 域 { 全 , 汪 忆 }. 
指定 水 平 a€ (0;1) 及 PE ay])y 即 0<e<p<1, 以 有 和 记分 别 
记 工 和 宁 的 功效 沙 数 . 设 
limpB.(0,) 一 lim fC0, —a, (6, 86) 
这 表明 了 和 字 渐 反 地 都 有 水 乎 (在 原 假设 为 9 所 时 ,还 应 要 求 
i 和 都 对 8 非 隆 , 这 样 才能 由 (6.86) 断 定 T 和 他 都 有 渐 近 水 
平 a). 设 对 任 一 申 参 数值 0 汪 6, 宇 … 4 所, 鬼 可 找到 两 举 自 然 数 
fw 和 (人 ,使 
1impw (80 = limfa, (0) = f. (6. 87) 
如 困 当 上 志 >co 时 ,入 /Ni 的 极限 存在 且 不 依赖 于 a.8 和 {名} 的 选择 
(但 要 勾 y2) , 则 此 极限 , 记 为 
ARECT',} = limN/N, (6. 88) 
转 为 了 对 宁 的 ARE. 
概念 很 简单 ,有 的 地 方 需要 略 加 说 明 。(6. 86) 不 成 问题 ,因为 
比较 总 要 基于 同一 水 平 之 t， 此 处 不 要 求 对 固定 的 都 有 间 水 平 
而 只 对 极限 提出 要 求 ,这 样 免除 祥 本 量 的 影响 (C6. 87) 中 的 极限 也 
作 如 是 观 )， 其 次 ,C6. 87)? 涉 及 一 串 ( 收 剑 于 原 想 设 的 ?对 立 假 设 点 
而 不 是 圈定 一 个 对 立 假设 点 ,是 因为 ,一 般 检 验 大 多 有 “相合 性 ”， 
即 当 样本 量 n 一 co 时 ,功效 要 趋 于 1 这样, 如果 把 (6.87) 中 的 久 
改 为 固定 的 六 > 名 , 则 只 要 Ni 及 让 ,一 co,(6,87) 必 成 立 (8=1), 因 
此 Ne 六 也 就 无 法 比较 了 。 
现在 假定 全. 和 人. 有 渐 近 正 态 性 ,来 推出 ARE(T ,六 ?的 表达 
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式 . 在 推导 过 程 中 也 就 看 出 所 需 的 条 件 . 
首先 ,假定 存在 天 数 户 人 ,59 ou 人 的 全 0 和 友人 >>0, 满 足 


(人 .一 Bye -二 N (0,1), 《6. 89) 


(他 pO /ED NGO,1), (6. 90) 
在 名 的 某 个 领域 内 一 致 成 立 , 这 里 mi) eu 人 Cg 中 的 吕 指 未 :在 计 
算 T, 的 分 布 时 ,参数 是 和 由 这 个 一 致 性 ,(6.897,(6.90) 中 的 了 
可 与 # 有关:9 一 & ,只 要 {8} 不 超出 上 述 领 式 . 尤其 是 , 当 .一 扩 
时 对 . 
由 这 个 假定 及 (6.87) 式 ,有 
Cu 一 pr 人 (8 Cr — pg (0) 


lim Tw, (C0.) 和 i on (CO:) 


{= B11 一 有 六))， 《6. 91) 


而 由 (6. 86) 式 则 有 
Cw, — As, 00) 1; Cy 一 PR, C0) 


和 一 tn) 
{= 更 -1(1 — a)). (6. 92) 

假定 当 wn 一 吕 时 ,不 论 所 以 何 种 方式 趋 于 所 ;总 有 
Gob) > oO) /G0 一 1， 《6. 93) 


则 (6, 91) 中 的 ow (2 和 ow, (0) 可 分 别 用 ow, C9,) 和 Gn, C8) 代替 . 
代替 后 ,把 (8.91) 6. 92) 两 式 左 威 左 , 右 减 右 ,得 
Am, (> 一 Hy, 0) , Fn, (0) 一 Ln, 00) 


] 一 Ta 
Pe Sn (0) mn oN, (Oo) 


由 于 (6, 912 和 (6. 92) 的 极限 有 限 但 不 同 , 故 (6. 94) 的 极限 有 限 且 
不 为 0. 
现 设 ,和 加 都 可 导 . 由 中 值 定理 有 
am, (有 > 一 Hw, 00) 二 (0; 一 0 pa CH 97， 《6. 95) 
当 丰 oo 时 有 这 一 镶 . 现 设 不 论 各 以 何 种 方式 趋 于 0, 总 有 
KAD AO) 1 ADF) 1 (6.96》 
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. {6B. 94) 


由 (6. 95) 一 (6. 96) ,可 将 66. 94) 写 为 
limt{ VN C0 一 DOD Ew, CO Niow, C000))} 


= lim{ CV Ni CG: ~ O00)) V Ni/ Ne 8, (00)7 V Naon, (0))). 


C6. 97) 
设 
lm ON vno, (td)) = Kr, 
TT _ (6. 98) 
lim Cp C0)/ Vnd (0)) = Kr 


都 存在 , 非 0 有 限 . 则 由 《6. 97) (并 注意 其 极限 非 0) , 知 lim CVN。 
(如 一 包 ) 存 在 , 非 tG 有限， 由 此 ,再 利用 (6. 97) 和 (C6. 98) , 立 得 
ARE(T,) = limN,/Ns = Ki/K#, (6. 99) 

其 中 天 r 和 天 > 由 56. 98) 确 定 . 

总 结 起 来 ,所 需 的 条 件 有 :(6. 93),(6. 96), (6. 98) ,以 及 一 臻 
靳 近 正 态 性 (6. 89),(6. 90)， 在 具体 问题 中 验证 这 些 条 件 都 不 简 
单 ,尤其 是 一 致 渐 近 正 态 性 这 一 条 ， 

下 面 以 两 样本 问题 中 的 上 检验 和 Wilcoxon 秩 和 检验 的 比较 
为 例 ,来 说 明 这 一 方法 。 

考虑 模型 (6. 31) 并 检验 假设 6 一 员 ( 或 BEE2)ee 扩 > 员 . 久 的 值 
没有 影响 , 故 不 妨 假定 负 =0， 对 分 布 已 ,假定 它 有 密度 六 ,对 了 还 
有 某 些 要 求 , 见 下 。 假 定 互 的 方差 吧 非 0 有 限 ， 

以 了 记 两 样本 : 检验, 否定 域 为 {Ty 之 tw ;9)) ,其 中 


Th 一 有 CY, 和 R/S mn 


2 1 如 7 2 1 
5% = 2 % 一 及,)? 十 之 人 — 了 了,)?]. 
以 W 记 两 样本 Wilcoxon 秩 和 检验 ,否定 域 为 WN 十 
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nCN+1) 
> 2 


了 ie 
wu, | (参看 例 6. 18). 


对 了 ,了 联 j= vmn/Ne/v on(0)=1. 又 假定 
limm/N = A 存在 是 0 < 之 A 之 1， 
则 不 难 验证 ;在 导出 公式 (6. 99) 过 程 中 关于 Ky 部 分 的 要 求全 满 
号 , 且 有 


K# = AI 一 A /vi, 
关于 W 的 处 理 要 复杂 得 多 . 首先 , 易 见 秩 和 Wi 可 表 为 


y= an D/2+ SITYTCG > Xi). (6.100) 
利用 这 个 公式 ,不 难 算出 | 
CBA = nn 十 1)72 + mn ja — Fr — OdF(x), 
C6. 101) 


rm 


2 
Var =— ma(N 一 {| (1 — Fe — dF (zr)| 


十 nin 上 (1 — FOr — YdF(r) 


十 mntn CO— 1) 三 (1 Ftr— OdF(r) 


二 mntm 一 1) | Fr 十 dFCxY)., (6. 1027> 


不 难 证 明 ;在 F 处 处 连续 的 条 件 下 (此 处 假定 下 有 和 密度 ,这 条 件 成 
立 ), 上 面 那儿 个 积分 在 6->0 时 都 可 在 积分 号 下 取 极 限 . 由 此 容 
易 推出 : 若 令 
(0) = ma(N + 1)/12, 

则 不 论 bx 以 什么 方式 趋 于 0, 总 有 

Vare (Ww) /oY Br) 1, N00, C6., 103) 
可 以 证 明 : 当 N->oo 时 ,在 8 一 0 的 邻 域内 一 致 地 有 

CW 一 Eo Wa) / CVare WH) > NGO,1). 
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这 一 条 是 涉及 检验 W 的 诸 条 件 中 ,最 难 验证 的 一 项 ,此 处 我 们 从 
酷 卫 ,有 兴趣 的 读者 可 参看 作者 等 ft 非 参 数 统 计 }》p. 145， 利用 
(6. 103) ,可 将 上 式 写 为 


CW — Fy (0)) /5n(0) > NC0,1), 
其 中 (6) = mca 十 1372 十 oa | — FOr— OYdF(x). 
现在 关于 检验 多 还 要 验证 (8.96) 和 (6.98) 这 两 个 条 件 . 假 
定 
[EF (TYdz < ce， (6. 104) 
则 有 
4 人 Fe War = | for ~ Ofer)dz, 


(6.105) 
且 上 式 右 边 对 8 连续 ， 暂 放下 (6. 105) 的 证 明 ,; 由 (6,105), 立 即 验 
证 :对 检验 三 ,条 件 (6. 96) 和 (6. 98) 全 成 立 ; 且 


天 = 12A(1 一 | Fdz) 1 
由 下 和 和 Ki 的 表达 式 , 所 (6. 99) ,得 到 Wilcoxon 秩 和 检验 对 + 检 
验 的 ARE 为 

ARE(Y,T) = 120{ | copdz] (6.106) 


国 到 为 五 的 方差 , 它 也 可 通过 了 表 出 , 故 ARE(CW ,7T) 完 全 取决 于 
分 布 的 密度 / 
为 证 (6.105), 要 利用 实 变 函数 论 中 的 下 述 事实 : 设 


ja ldz 之 oo, 则 当 4>0 时 ,有 


hr 十 Adz > | (Cz)dz. 


利用 这 个 结果 , 先 证 (6. 105) 右 边 对 8 连续 . 记 4 一 yg-9, 有 
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a 


fF fr — DIYdr— | fr — PH rd 
去 | Ac 一 及 一 Acz 一 及 |5dz | fod 


<| PPe 一 0 -PPz 一 咏 az| Forde 


={ FGF Pldz| /Cdr 0, 当 A 0, 


这 证 明了 上 述 连 续 性 . 记 g(9) = | f(z 一 f(x)dr, 有 
are— fedr = | epdy， 

这 可 用 Fubini 定理 得 出 ， 
[apap= | (for — Pfr)dz)dy 


= [fe wag) fn)de 
| | | cdg| fr)dz 
一 ja 一 PCz — OD) fr)dz. 


此 式 , 连 同 | Ace 一 人 Frz)dr 对 8 的 连续 性 ,推出 (6. 105) ,这 
完成 了 公式 (6. 106) 前 证 明 ， 

值得 注意 的 是 :在 选择 属 ( 的 ,om 及 时 ,并 不 一 定 取 jC) 二 
EiT, 和 叶 ( 人 一 Vars(T ,而 是 略 如 修正 ,以 满足 其 他 公 件 的 要 

初 看 表达 式 《6. 106) ,以 为 F 的 方差 路 意 小 ,对 检验 筷 有 
利 ,其 实 不 然 , 实际 上 容易 验证 :车 以 o-'/| <| 代 葡 妃 则 表达 
式 (6.106) 不 变 ， 就 是 说 ,ARE(W , 荆 ) 与 位 置 与 刻度 的 选择 无 关 . 
对 几 个 典型 的 分 布 ,ARE( ,7T) 之 值 如 下 :; 

正 态 :3/rs 均 名 ,1， 
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Logistic( 密 度 ef1 十 er 2 :283 

Laplace (密度 27!e 1*1) ,3/2; 

指数 (密度 e "(zr 计 0)) ;3. 
由 此 看 出 ;, 除 在 正 态 情况 外 ,到 相对 于 了 都 占有 优势 . 即使 在 1 检 
验 所 专门 针对 的 正 态 情况 ,其 相对 于 王 的 优势 也 很 有 限 . 进一步 
可 以 证 明 : 对 任何 一 个 满足 (6. 104) 的 密度 了 ,都 有 


AREW 了) > 108/125 = 0, 864. (6. 107) 
且 这 个 最 小 值 在 密度 /为 
fr) os zl i) 06.108) 


20 w 5 
时 达到 . 事实 上 , 据 前 述 ,我 们 可 在 


| =rceaz 二 0， | = flrydr =1 (6.109) 
的 限制 下 去 讨论 ,这 时 的 方差 为 1, 因而 ARECW,T}) 的 最 小 值 ， 


也 就 是 12 (| Fryaz) 在 约束 (6.109) 之 下 的 最 小 值 , 注意 
(6.108) 定 义 的 记 满足 C6.1039)， 


令 A (x)= 


3 

(5— x ), oo zio0o 由 (6.108)， 
20 5 一 ” 由 
《6.109), 易 见 


I {x}f(rYdY 一 | Acedz， 


又 显然 7 trz)dz 二 三 (zz)dzr 故 
[fdr Rr)dz 
因而 
| reoadz= | fedz + [Fe) -AcoD)sdz 


二 2 [he Cx) — flr dr 
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>| czydz = 9/125. 


这 证 明了 (6. 107)， 另 一 方面 ,不 难 证 明 ; 对 任意 大 的 数 C, 可 找到 
满足 66. 104) 的 密度 六 ,使 ARE(C ,>C. 因此 ,从 大 样本 的 角 
度 看 ,W 对 工 确 有 很 大 的 优势 , 即使 在 样本 很 小 时 ,这 种 情况 看 
来 仍 基本 成 立 . 例如 , 设 F~N(0,2). 取水 平王 2763, 取 天 一 2 一 
5， 实 际 计 算 表 明 : 在 9 一 0.5,1 和 1.5 了 时,W 检验 的 功效 分 别 为 
0. 072,0. 210 和 0. 431, 而 要 使 1 检验 在 上 述 8 处 达 到 相同 的 功 
效 , 所 需 的 样本 量 为 驴 一 2 一 4.840,4. 890 和 4. 805 (检验 的 功效 
是 通过 非 中 心 上 分 布 计 算 的 , 非 中 心 上 分 布 的 表达 式 在 自由 度 非 
整数 时 也 有 意义 ), 因 而 算出 (在 上 述 指定 的 对 立 假 设 9 值 及 w.8 
之 下 ),W 对 工 的 相对 效率 依次 为 0.968,0. 978 和 0. 961 ,都 还 比 
ARE(W,T}=3/x==0.955 大 . 

这 种 状况 不 限于 Wileoxon 检验 .例如 ,可 以 证 明 : 对 Fisher- 
Yates 检验 (van der Waerden 检验 也 一 样 }FY 而 言 , 有 
ARE(FY ,了 了 ) 之 1, 等 导 当 和 且 仅 当下 为 正 态 分 布 时 达到 (证 明 参 乔 
作者 数理 统计 引 论 六 . 680 一 682). 

秩 检 验 对 + 和 检验 的 这 种 优势 ,可 以 从 秩 方法 的 稳健 性 角度 去 
解释 . 秩 统计 量 只 保留 了 样本 的 次 序 关系 的 信息 ,因而 受 模型 分 
布 变动 的 影响 较 小 .对 上 统计 量 , 由 于 它 是 针对 正 态 模 型 而 设 , 当 
分 布 确 为 正 态 时 , 它 优 于 其 他 检验 ;但 该 统计 量 的 复杂 形式 ,使 它 
对 分 布 变 动 特 别 繁 感 . 一 旦 模型 分 布 与 正 态 有 些 偏 差 , 它 就 不 像 
如 秩 这 类 统计 量 那 样 能 经 受 住 “冲击 ”在 统计 上 ,把 对 模型 分 布 变 
异 不 过 于 敏感 的 统计 方法 称 为 “ 稿 健 的 ,稳健 性 好 比 一 种 保险 : 它 
在 某 些 情况 下 有 所 损失 ,但 保障 了 在 更 广 的 情况 下 ,其 性 能 不 致 蛮 
得 太 差 。 

既然 如 此 ,为 什么 秩 方 法 ,以 及 众多 其 他 也 有 稳健 性 的 非 参 数 
方法 , 却 一 直 未 能 动摇 基于 正 态 假设 的 参数 方法 (例如 + 检验 ) 呢 ? 
这 里 面 有 先入 为 生 的 因素 ,但 也 不 完全 归于 这 一 点 。 拿 WW,FY 等 
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检验 对 :检验 的 优势 来 说 ,如 果 对 立 假设 分 布 确 有 F(z 一 站 的 形 
状 ,8>0( 原 假设 分 布 为 Cr)),; 则 以 上 的 分 析 表 明 : 用 玉 和 FY 
检验 确 胜 于 用 :检验 . 但 在 实际 问题 中 ,总 体 分 布 差 异 不 见得 如 
此 单纯 ,这 时 全 或 FY 等 检验 就 不 见得 仍 能 保持 这 种 优越 性 ， 

总 之 ,关于 这 个 问题 的 讨论 ,上 表 一 次 印证 了 一 名 老生常谈 ; 统 
计 方 法 没有 绝对 的 好 坏 ,一 切 要 看 具体 情况 一 一 即 所 处 理 的 统计 
问题 的 真实 模型 而 定 .， 麻烦 在 于 :在 许多 场合 下 我 们 并 不 知道 统 
计 模 型 的 类 型 ,这 样 就 不 能 不 较 多 地 迁就 数学 处 理 上 的 方便 ,例如 
假定 模型 为 正 态 ,而 有 时 不 免 造 成 失误 . 
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第 七 章 区 间 佑 计 


设 祥 本 瑟 取 值 于 空间 (有 ,多 .)， 有 分 布 族 CPo,pEB), 昌 是 
R+ 或 其 一 Borel 子 集 .所谓 8 的 集 估计 ,是 指 一 个 映射 SCx), 定 
义 于 骂 且 5(z) 是 日 的 子 集 , 其 意义 是 ,每 当 有 T 了 样本 xz; 就 把 8 
估计 在 SCz) 内 ,理论 上 可 以 不 对 SCx) 的 形状 作 何 限制 ,但 在 实 
用 上 ,只 考虑 SCz) 是 那些 常见 的 规则 形状 ,如 在 9 为 一 维 时 , 道 常 
只 考虑 SCz) 以 下 三 种 情况 ; 

[ACAY Biz]; (cost LOCr) ,co), 
其 中 一 呈 之 A(X) 寺 BCT) 之 00，， 一口 之 CCT) 之 00,; 对 一 切 
7 党 ,第 一 种 情况 称 [L4,Bj] 为 8 的 一 个 区 间 估 计 或 置信 区 间 
(“性 信 ” 一 词 的 意义 见 下 }. 第 二 种 情况 意味 着 我 们 只 关心 8 的 上 
界 ,例如 8 为 一 种 食品 内 某 有 害 物质 售 基 的 比率 , 故 称 C 为 8 的 置 
信 上 界 ， 在 第 三 种 情况 ,我 们 只 关心 8 的 下 界 ( 如 某 种 材料 的 强 
度 ),C 称 为 8 的 置信 下 界 ， 当 8 一 (86.,… ,入 ) 的 维 数 靖 >1 时 ,SCr) 
的 形状 一 般 为 有 界 或 一 端 无 界 的 长 方 体 , 球 和 椭 球 等 ,其 中 尤 以 长 
方 体形 在 应 用 上 解释 起 来 最 自然 , 昌 则 从 理论 上 讲 , 有 时 求 其 他 形 
状 的 集 估计 (与 一 维 相 似 , 也 常 称 为 6 的 置信 和 集 ， 又 因 SCz) 在 儿 
何 上 一 般 是 一 个 区 域 , 故 也 常 说 8 的 区 域 估 计 , 或 置信 (区 ) 域 ) ,在 
数学 上 较 易 处 理 . 长 方形 置信 域 有 形状 {A Cx) 志和 Bi(x) ,1 
委 有 ) ,这 可 以 看 成 是 对 ,… ,8 中 的 每 一 个 分 别 并 同时 作出 区 癌 
倍 计 [Ai;B;j， TS 故 在 这 种 情况 下 也 常 说 CA 的 同时 
〈 或 联合 ) 区 间 人 估计, 类似 地 有 同时 置信 (上 、 下 ? 界 ， 


置信 水 平 .置信 系数 ,相似 集 估 计 


衡量 一 个 集 估 计 的 优良 性 有 两 方面 的 指标 
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1. 可靠 度 以 SCz) 包 仿真 参数 和 的 机 会 大 小 , 即 概率 

Po(8E .SCX)) 来 衡量 ， 如 果 
PGE SR)1 一 a 对 一 切 8 € 8， 

则 称 S 有 置信 水 下 或 置信 系数 1 一 a. 按 此 ,置信 水 平 不 唯一 ; 若 
1 一 a 为 置信 水 平 , 则 任何 的 1 一 < € [00,1 一 qj 也是. 有 的 著作 把 最 
大 的 置信 水 平 叫做 置信 系数 ， 
即 置信 系数 一 inf{Pe(8 € 5(7)):0 € 9). 
本 书 不 作 这 个 分 别 , 因 此 置信 水 平 与 置信 系数 总 是 一 -个 意思 . 

如 果 Poet6€ESCz)) 与 8 无 关 , 则 5S 称 为 相似 置信 集 . 这 时 ， 
Pet8E SCz)) 的 公共 值 当然 也 就 是 其 最 大 置信 系数 . 

这 里 有 一 个 小 小 的 ,然而 组 究 起 来 也 可 以 是 很 麻烦 的 问题 ;为 
了 PoC8ESCr)) 有 意义 ,必须 对 任何 8€E8, 有 有 {x9ES(r}} E58,. 
给 出 普遍 的 条 件 不 易 且 无 必要 . 让 SCx) 有 形状 {A(x} 所 所 
Bi(z) 11} 时 ,Ai、Bi 的 Borel 可 测 性 保证 了 这 一 点 .对 SCx》 
为 常见 的 规则 形状 ,这 可 测 性 一 般 都 不 难 验证 . 

2， 精度” 粗略 地 说 ,就 是 要 求 3tz) 不 要 本 “大 ”这 一 点 的 涵 
交 也 可 从 不 同 角 度 去 解释 ， 

一 种 和 解释 是 :当真 参数 值 为 名 时, 要求 S(z) 尽 量 不 要 包含 非 
名 值 , 如 果 SCx) 为 置信 和 界 , 则 这 一 点 要 作 一 补充 说 明 , 如 设 SCz) 
为 8 的 置信 上 界 , 关 [一 oo ,SCzx)] 包 含 真 参 数 所 , 它 势必 包含 一 切 
小 于 名 的 值 . 故我 们 具 须 要 求 [一 eo,S Cr] 尽量 不 要 包含 太 于 后 
的 之 值 . 类 似 地 对 置信 下 界 SCx), 则 要 求 它 尽 量 不 可 包含 小 于 负 
的 值 . 例如 ,估计 一 个 人 的 年 龄 上 界 为 65 岁 , 比 估计 其 上 界 为 70 
岁 要 更 精 一 些 . 

另 一 种 解释 更 直截了当 ,在 台中 引进 其 子 集 的 = 域 冤 s, 并 在 
We 上 引进 测度 v. 要 求 SCz)E Sa, 并 且 2SCz)) 尽 可 能 小 .例如 
v 为 工 测 度 ; 即 要 求 5(x) 之 长 ,面积 或 体积 尽量 小 , 这 两 种 解释 之 
辣 存 在 一 定 的 联系 ,; 见 后 文 定理 7. 4. 

可 靠 度 与 精度 这 两 方面 的 要 求 是 不 可 得 兼 的 ;为 着 增加 SCzx) 
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的 可 靠 度 , 即 其 复 盖 真 参数 8 的 机 会 ,要 把 SC(z) 取 得 大 一 些 ,而 这 
就 降低 了 精度 现在 人 们 都 接受 这 种 做 法 :对 可 人 靠 度 , 即 置信 系 
数 ,提出 一 个 明确 的 要 求 , 在 这 一 限制 下 努力 使 精度 好 一 些 ， 这 相 
当 于 在 假设 检验 中 ,限定 检验 的 水 平 即 第 一 类 错误 概率 的 作法 . 
以 后 我 们 常 把 置信 水 平 是 1 一 “ 的 置信 区 间 简 称 为 1 一 a 置信 
区 间 ， 


7.1 求 区 河 估 计 的 方法 


枢 轴 变量 法 


这 个 方法 的 基本 精神 ,就 是 在 参数 的 点 估计 的 基础 上 ,去 找 它 
的 区 间 估 计 . 由 于 点 估计 是 最 有 可 能 接近 真 参数 9 的 ,能 由 样本 
决定 的 值 , 因 此 ,围绕 这 个 值 的 区 间 ,包含 真 参 数值 的 可 能 性 也 就 
要 大 一 些 . 

看 一 个 简单 的 例子 ， 设 祥 本 XX ，…,X, iid. ~ 和 N90,1), 要 作 8 
的 有 区间 佑 计 . 8 的 一 个 臭 好 的 点 佑 计 为 己 , 系 有 分 布 

Yn) ~ NO,1). (7. 1) 
由 此 式 得 Pot| Vn ( 玉 一 站 | 护 w2) 一 1 一 a, 即 
PAR— wt nn COCR+un/ vA)=1— a,(7.2) 
这 里 was 是 标准 正 态 分 布 @ 的 上 a72 分 位 点 , 即 更 (xs 一 1 一 ay2， 
《7. 2) 式 表明 :[ 忆 一 zs wa , 台 +Tuoswa 是 9 的 一 个 (1 一 归 相 
似 置 信 区 间 . 若 要 作 8 的 置信 界 , 则 分 别 用 Pot wn 《总 一 的 演 一 
We) 二 1 一 a 及 Pel Yn (一 分 扫 zx) 一 1 一 x, 分 别 得 到 8 的 1 一 <“ 相 
似 置 信 上 、 下 界 汶 及 十 wo/ wa 和 素 一 zw ma 

在 上 述 解 法 中 ,关键 的 因素 是 知道 分 布 (7.1)， 置 信 系数 的 确 
定 离 不 开 有 关 统 计量 的 确切 分 布 ,这 与 点 估计 不 同 ， 就 这 一 点 可 
以 说 , 找 区 间 估 计 的 问题 比 找 点 估计 的 问题 要 难 . 
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由 于 一 个 参数 可 以 有 许多 点 倘 计 ,因而 也 可 以 产生 一 些 区 间 
估计 。 拿 本 例 而 言 , 若 用 样本 中 位 数 mm, 估计 8, 则 Wn (Cm, 一 从 的 
分 布 也 与 9 无 关 且 关 于 0 对 称 , 故 可 投 到 常数 c, 使 

已 (| ve 一 及 | 扫 c 一 1 一 ww， 
而 得 到 #8 的 吕 一 ;置信 区 间 %s 士 co/ Yn .可 以 证 明 , 意 有 cap 
《习题 30)， 故 在 同一 置信 系数 下 ,基于 mx, 的 属 信 区 间 长 而 基于 到 
的 短 ， 这 当然 是 因为 ,作为 点 估计 ,及 优 于 mw.. 一 般 说 来 , 较 好 的 
点 估计 产生 较 好 的 区 间 估 计 . 

这 个 方法 可 以 一 般 地 表述 为 ; 找 一 个 依 蒜 于 样本 丸和 参数 0 
的 函数 G(X, 站 ,其 分 布 已 知 ， 故 可 以 提 到 cf 外 和 的， 一 co 所 
C(O)<d( 四 之 00, 使 事件 

ds = {cD SCD Ed0))} 

的 概率 PsCA4s) 二 1 一 a( 或 宇 1 一 02) 对 一 切 9E 如 果 对 固定 的 买 ， 
集合 7 (XY) 一 10:XE Ae} 总 是 一 个 区 间 , 那 CX) 显 然 就 是 9 的 
人 一 所 团 信 区 闻 , 车 JCX) 总 有 形状 (一 oo CCX)]J([C(RX) ,00))， 
则 Ct 及 ) 是 9 的 (1 一 o) 置 信 上 (下 ) 界 -一 般 ,c (0) ,d(9) 多 是 与 8 
无 关 , 就 是 说 G(X, 站 当 和 参数 为 86 时 的 分 布 ,与 98 无关. 这 时 G(X， 
分 常 称 为 枢 轴 变 量 , 因 此 本 法 也 可 称 为 枢 轴 变量 法 . 但 也 可 举 出 
重要 的 例子 ,其 中 c(2) .dz 分 与 有 关 . 

利用 这 个 方法 ,得 到 以 下 一 些 常用 的 区 间 佑 计 : 

例 7.1 设 样本 ,… ,iid, ,一 《go 和 王者 及 知 ,要 


作 # 和 的 置信 和 界 、 置 信 区 池 . 
设 w# 守 2， 利 用 
AR OS ~ 3 = [i 1 2 


得 出 8 的 (1 一 疏 置信 上 ,下 办 分 别 为 受 十 St,_1《a)/ Yn 及 下 一 

Se aa 而 对 任何 yasy 其 中 0<m<a 而 二 1 一 a 十 as， 

[区 一 St /Yn ,一 St ia ] 是 (1 一 qa) 轩 信 和 区间， 在 
294 


所 有 这 些 置 信 区 间 中 ,以 取 w 一 1 一 a/2,0s 一 /2 的 最 短 ,这 时 得 到 
常见 的 一 样本 :区 间 估 计 及 土 St,_1Ca/2)/ Vn. 

对 本 ; 则 利用 (x 一 1)S?/e: 一 XE 得 到 于 的 人 1 一 的 置 售 上、 下 
界 分 别 为 (x 一 52/41 一 忠和 (x 一 1)S?/Xi_1(o). 至 于 (一 a) 
置信 和 区间, 可 取 为 [Cx 一 1)S?/X32_) Can), Cn 一 DS /Xi (Ca)j,a = 
和 一 中 十 4 而 0<os<a。， 要 使 得 到 的 区 间 最 短 , 则 按照 好 -的 窗 
度 有 单 峰 的 形状 ,只 须 合 密度 在 妨 -1 (el) 和 加- (ay 两 点 之 值 相 
间 . 解析 表达 式 不 易 求 得 ,如 有 精细 的 兴 分 布 表 可 近似 得 之 ,一 
般 就 取 w 一 1 一 aa/2,o 一 ay2， 这样 得 到 的 警 信 区 间 不 是 在 一 切 
上 述 区 间 中 最 短 的 ,但 相去 亦 不 其 远 . w=1 的 情况 见 第 592 题 . 

例 7.2 Ky Xiid. ,~ ND a) Yiid ,~ NGO,, 
所 ,全 体 独 立 ， 要 作 均 值 差 旬 一 册 的 置信 区 间 与 性 信和 界 ( 设 天 六 
2 ,122). 


记 S = [al 并- 又 十 > 一 也) 站 到 , 则 


pt /se 


利用 这 个 分 布 ,得 到 名 一 由 的 置信 上 下界 
mn(m 二 nO— 2) 


(一 服 ) 十 mn tla)S 
和 10)5, 
置信 区 间 ( 了 一 又 ) 士 \ 各 十 2 一 294。，，, (a/2)S， 这 就 是 常见 的 
两 样本 + 区 则 估计 . 


如 果 式 样本 的 方差 和 了 样本 的 方差 不 假定 为 相同 ,分 别 记 为 
ot 和 中 , 则 方差 比 w/o? 的 区 间 估 计 , 可 利用 


(soa 一 人 7 ]/ Cn 2 a7) ~ 
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去 处 理 . 但 如 一 站 的 问题 就 不 这 么 简单 . 这 个 问题 就 是 统计 学 上 
著名 的 Behrens-Fisher 问题 . 初 一 想 觉 得 有 可 能 利用 变量 


SE = DX, — KRY/ mom 1), St = DY;— PY/ — 1), 
1 1 


T= (CT 2X)— 0, — OD/ YSEm 十 Am， 《7. 3) 
这 是 因为 分 子 有 均值 0, 方差 of/m 十 gz/n, 而 S%/m 十 S/n 是 of /sm 
十 GEAn 的 无 偏 居 计 , 但 是 ,7' 的 分 布 与 (有 ,03) 有 关 , 政 不 能 像 前 两 
物 那 样 ,由 此 作出 名 一 各 的 区 间 估 计 ( 人 参看 本 章 习 题 1,2,4,5). 下 
市 将 介绍 Fisher 从 另 一 种 观点 给 的 一 个 解法 ， 当 mr,n 较 大 时 ,可 
以 用 大 样本 方法 . 

例 7.3 XX,,…, 叉 iid. , 抽 自 指数 分 布 9 ewIT(x>>0)dzr,8 
之 0， 利 用 2S./8 一 和 C65, 一 下 十 … 十 久 ,》 ,得 到 8 的 (1 一 2} 置 信 上 
《下 ) 界 25,/X&Cl 一 a) 《SoA/(0)) ,及 (1 一 q) 置 信 区 间 

[28, /x8 Ca/2) ,28. /15.1 — a/2)]. 
更 一 般 地 , 若 总 体 分 布 为 Gamma 分 布 

GEA) TB ee “x!(zr > Odr,a > 0,6 > 0, 

则 利用 3 一 Caap8) 因 而 栈 , 一 io 车 8 已 知 而 要 作 & 的 区 间作 
计 , 情 况 与 上 述 相似 ,只 是 此 处 六 的 自由 度 2n8 可 以 有 是非 整 数 ,其 
分 位 点 从 精细 的 阁 分布 表 上 用 插值 近似 得 到 ， 当 2x8 较 大 时 可 
用 中 心 极限 定理 ,近似 地 从 (a&5, 一 2nB)/ v4nBasN(0,1) 或 


V2aS, a NCV DB —1,1) 
出 发 而 求 得 . 若 # 已 知 , 则 由 
Pell ~ a/2) dS EXCa/2)) 一 1 一 ay 
固定 $; 之 值 后 ,不 难看 出 
{BRatl 一 of2) S00, SE la/ 2)} 
是 一 个 区 间 , 即 8 的 (1 一 o) 置 信 区 间 . 此 法 具体 施行 也 要 求 有 精 
细 的 态 分 布 表 . 
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例 7.4 样本 名,,-…, 丰 ,iid, ,一 RC 从 ,的 >0. 记 $=—maxX, 
则 &/8 有 分 布 am-I700<zr<l)ydr 找 0<e<pb<c1l 使 天 一 避 一 
1 一 &, 则 [#765,&/al 是 8 的 1 一 x 置信 区 间 , 以 取 4 一 1,a 二 wa" 时 长 
度 最 小 . 关于 截断 分 布 参数 的 区 间 估 计 问 题 ,可 参看 本 章 习 题 31， 

在 更 复杂 的 问题 中 ,为 建立 区 间 居 计 所 涉及 的 统计 量 , 其 分 布 
超出 一 般 所 熟悉 的 有 表 可 和 查 的 分 布 范 围 以 外 ,这 时 就 有 必要 为 所 
涉及 的 分 布 造 表 ， 举 -… 个 例子 ， 

例 7.5 设 样 本 成， 和 … iid. ,~~NCG yo ,i 一 1, 可 
以 把 这 想像 为 一 个 农业 试验 ,共有 并 个 种 子 品种 ,XXX 是 第 ; 
个 品种 产量 的 试验 结果 . 要 由 此 同时 作 鼠 ,…;& 的 区 间 佑 计 . 


记 S87 = DCX; — HY), R= DK/n i = 1 hk, 
5 一 1 j=1 


S$:=— 2 易 见 每 ， , 双 。 和 S? 独立 , 故 

vn (KE, — 0) wwS2(REC 一 Ty ~ Ein—1)+ 
利用 这 个 事实 可 对 每 个 & 作出 :区 间 估 计 . 车 取 单 个 区 间 售 计 的 
置信 系数 为 1 一 a/k, 则 易 见 个 置信 区 间 联 合 ,其 置信 系数 不 小 
于 1 一 a. 这 个 方法 倾向 于 保守 一 些 , 即 实际 的 联合 置信 系数 要 略 
大 于 预定 的 1 一 sc、 另 一 种 作法 是 在 作 & 的 置信 区 间 时 ,利用 


Vn CR ONS/ ~, 

分 别 作 出 每 个 的 1 区间， 由 于 这 名 个 置信 区 间 中 所 利用 的 统计 
量 相 专 独 立 , 故 如 取 各 置信 区 间 的 置信 系数 为 (1 一 a)', 则 这 下 个 
置信 区 间 的 联合 置信 系数 确切 地 等 于 C1 一 2)1%》 二 1 一 g， 这 个 方 
法 的 优点 是 联合 置信 系数 是 确切 的 ,缺点 是 在 作 有 & 的 置信 区 间 
时 ,为 估计 到 只 用 了 5? 而 不 是 57, 即 只 用 了 一 部 分 信息 ;因而 料 
想 这 样 得 到 的 区 间 佑 计 并 非 最 好 ， 

为 综合 以 上 两 种 估计 的 优点 ,我 们 寻求 这 样 一 种 联合 置信 区 
闻 
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Res/vhnm— EBERT Ran 1), 
z 一 ] 上 
而 选择 ,使 上 述 站 个 事件 同时 发 生 的 概率 为 1 一 wx 所 要 的 c, 就 
是 变量 
上 一 max |2:|/ YVR/y, v= k(n OO— 1) 

的 上 a 分 位 点 ,此 处 Z| 下 wD, 独立 ,Zi 一 mo0,1) 而 vd 
Hahn 等 在 1971 年 ( 见 Biometrika, 1971,323 一 332) 对 we 一 0.01， 
0. 05,0.10, &£=1(1)6,8,10,12,15,20 及 "一 3(1)12,15(5730，40 
各 60, 给 出 过 此 分 布 的 上 ae 分 位 点 mta). 

因为 问题 在 于 品种 之 间 的 对 比 ,我 们 可 能 对 所 有 的 8 一 0 
三 1 这 让 的 同时 区 间 佑 计 感 兴 超 .这 时 如 分 别 对 每 个 8, 一 
5 作 4 区 间 , 则 为 保证 其 联合 置信 系数 不 小 于 1 一 a, 必 须 给 每 个 
区 间 以 远 高 于 1 一 a 的 置信 系数 ,而 造成 浪费 ,解决 的 办 法 是 寻求 
这 样 一 种 联合 置信 区 间 

KR/ mdb, 
福 太一 及 ;十 cS/ Vkntn 一 1), 1&i<j&E, (7.4) 
并 取 c, 合 上述 天 (一 1)72 个 事件 同时 发 生 的 概率 怡 为 1 一 a. 所 区 
的 <, 就 是 变量 
二 一 ,max ,|Z， — Zl/ VND, v= k(n 1) 

的 上 a 分 位 点 ,此 处 Zi,*… ,Zi 种 办 的 意 闵 辣 前 .Harter( 见 Ann. 
Math, Statist. ,1960，p. 1122~—1147) 曾 对 «=0.1,0.05,0. 025， 
0.01,0. 005,0. 001 ,站 二 2(1)20(2)40010)100 及 v= 二 1(1)20,24， 


30,40,60,120 和 oo 表示 中 已 知 ), 给 出 了 此 分 布 的 上 ea 分 位 点 
Qi}. 


假设 检验 法 


这 是 求 区 间 佑 计 的 另 一 种 方法 . 对 每 个 参数 值 名 , 取 一 个 不 
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会 负 的 集 天 (二 日 ,作成 检验 问题 2 一 站 二 0E 玉 (名 )， 若 40 名) 
(样本 空间 之 一 子 集 ) 是 此 检验 问题 的 一 个 水 平 a 的 接受 域 , 则 集 


A 
EE} 


ST) = {TE A 
蚌 #8 的 一 个 置信 水 平 1 一 «的 置信 和 集 , 证 明显 然 . 

Pa (lO €E SCXD) = Pa (XE A 1~a, ER. 

友 过 来 , 荐 SCLX) (@B 的 子 集 ) 是 的 一 个 (1 一 c) 置 信 集 , 则 以 
A) 二 {ZESCtz)) 是 8 二 0EK(W) 的 一 个 水 平 a 的 接受 
域 . 

在 求 区 间 ( 区 域 } 估 计时 ,总 是 联 下 (如) 一 介 一 {0,}、 当 站 为 一 
维 时 ,为 求 8 的 置信 上 界 时 ,一 般 应 取 玉 (8,) 为 {6:0<< 抽 } ,而 在 求 
置信 下 界 时 则 应 取 天 (0) 为 {6.600}, 

例如 ,样本 基 一 NN(8,1) ,9 一 P+9 沽 H 的 一 个 水 平 & 接受 域 为 
[一 Woz 如 十 Werzj] 二 A(9)， 对 样本 及 ,有 SCX) 二 {0:56, 一 
ta » Oo wae |} 二 [Lz 一 woss 工 十 wz ]; 这 是 #8 的 一 个 咒 一 x) 置信 区 
间 ， 为 找 8 的 置信 上 界 , 考 虚 检 验 间 题 4 一 pg 一 名 ,其 水 平 w 接 
受 域 为 环 一 品 六 一 to: 这 时 出 置 全 系数 1 一 a 的 置信 上 界 太志 下 十 
Hx. 

用 这 个 方法 容易 导出 例 7.1 一 7.4 中 所 有 的 区 闻 估 计 , 细 节 不 
玲 述 了 . 

从 使 用 上 看 ,这 两 个 方法 实质 上 差不多 ,而 第 二 个 方法 从 理论 
角度 看 有 其 优点 . 不 难 证 明 : 凡 是 能 用 第 一 法 构造 的 区 间 估 计 , 必 
能 用 第 二 法 梢 造 出 来 . 反 过 来 ,有 时 一 个 参数 不 易 找 到 一 种 点 估 
” 计 , 其 分 布 可 以 定 出 来 , 因 之 用 第 一 法 有 困难 ,而 第 二 法 则 在 原则 
上 可 行 . 第 二 法 在 理论 上 的 主要 优点 是 : 它 把 一 个 置信 区 亿 ( 殉 
域 ?与 -- 个 检验 对 应 起 来 ,而 我 们 将 证 明 :检验 的 优良 性 质 可 转化 
为 置信 区 间 的 估 良 性 质 .这 成 为 建立 置信 界 与 置信 区 闻 的 优良 性 
的 一 个 主要 方法 ,下 面 我 们 将 要 讨论 这 个 问题 . 
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大 样本 方法 

要 使 所 作 的 区 间 佑 计 的 置信 系数 严格 地 等 于 所 指定 的 值 , 就 
需要 知道 有 关 统 计量 的 确切 分 布 , 除了 前 面 诸 例 及 少数 其 他 例子 
以 外 ,这 一 般 懒 不 到 ,于 是 只 好 使 用 某 种 近似 ， 如果 知道 当 样 本 量 
co 时 ,有 关 统 计量 的 极限 分 布 , 则 在 样本 量 较 大 时 ,可 用 此 极限 
分 布 代替 确切 分 布 ,以 构造 有 关 参 数 的 置信 区 辣 ( 界 }、 这 种 方法 
就 是 大 样本 方法 . 

设 当 样 本 量 为 # 时 8 的 区 闻 估 计 为 7,。 如果 

liminf Pal € J(X)) 1— a, 切 8€ED 

称 {J,) ,或 就 说 败 , 有 渐 近 置信 系数 1 一 x. 由 于 上 式 的 收 伍 不 见得 
对 8E8 为 一 致 ,所 以 由 上 式 并 不 能 推出 当 wn 一 oo 时 ,J 的 置信 系 
数 infPot8E J 多)) 收 证 于 某 一 极限 渤 1 一 4, 甚至 有 可 能 :上 式 成 
立 , 但 对 每 个 = 有 置信 系数 0( 习 题 14). 

例 7.6 以 多 记 一 切 其 方差 非 0 有 限 的 一 维 分 布下 的 族 ， 


8 = OF) = | zdF, 
有 iid. 样本 XX ,-…, 叉 , ,要 作 8 的 区 间 佑 计 . 
记 S, ~ | 二 了 DC 一”, 风 


Vn (KOS. > NCO,L. 
近似 地 就 把 Nt0,1) 作 为 vw ( 玉 , 一 2)/S, 的 分 布 ,得 到 5 的 区 间 
估计 J 二 及 ,十 Suwsf/ Yn , 它 有 渐 近 置信 系数 1 一 a. 但 容易 证 明 
(习题 14) ,对 任何 zzz2,. 有 和 置信 系数 0. 
把 此 法 用 于 蕊 一 二 项 分 布 B(x, 拉 ,由 


(KX, — n0)/ VCGT 二 而- 二 No,D， 
有 LimPe(|Xo 一 al Ya00 一 仿 扫 po 一 1 一 < 解 出 8, 得 8 的 区 间 
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估计 


Te VO Oat e/an), c= a 
ne 2 
它 有 渐 近 署 信 系数 1 一 a， 可 以 证 明 (习题 15); 当 a>0 很 小 时 ， 


limsup (J 的 置信 系数 )<1 一 a 

在 一 定 的 条 件 下 ,8 的 MLE 名 为 渐 近 正 态 : AV (& 一 候 一 > 
NC0,a:(9)); 即 有 VO Dod) NO0,1). 由 此 时 出 8 的 
区 间 信 计生 土 wwsolB.)/ Vn ,有 渐 近 置信 系数 1 一 a. 此 法 有 普选 
性 并 也 适用 于 8 为 多 维 的 情况 一 一 当然 ,对 样本 分 布 有 一 些 正 则 
性 条 件 , 其 问题 ,也 就 是 一 切 大 样本 区 间 佑 计 共 有 的 问题 ,就 是 对 
男 定 前 .往往 也 不 是 非常 大 的 x; 难于 掌握 其 真实 的 置信 系数 . 


7.2 区 间 估 计 的 优良 性 


本 节 讨 论 的 优良 任 问题 ,是 指 在 一 定 置信 系数 的 限制 下 ,精度 
好 者 为 优 . 精度 概念 已 在 前 面 介 绍 过 了 、. 
设 多 是 8 的 某 些 (1 一 a) 置 信和 集 枸 成 的 类 . 如 果 J' EE, 有 是 
对 任何 JE. 久 及 抽 加 ,08EE 如 , 抽 关 909; 必 有 有 
Pa (OE TI) EP (OE), (7.5) 
风 称 J 了 "是 8 的 置信 系数 1 一 2 的 .属于 类 多 -的 一 致 最 精确 (Uni- 
formly Most Aceeurate 简称 UMA) 置 信 集 ,简称 (1 一 aJUMA 多 
置信 集 区 间 ) 
邵 果 考虑 的 是 2868 为 一 维 )? 的 置信 上 (十 ? 界 , 则 在 17.5? 式 ,只 
要 求 当 > 成 立 ( 当 9<6 成 立 ) ,7 也 简称 为 人 一 ecUMA. 罗 置 
信 上 (下 ) 界 . 如 果子 二 {8 的 一 切 (1 一 和) 置信 和 集 的 类 }, 则 J" 就 称 
为 (1 一 a) UMA 置信 集 ( 区 间 , 上 上、 下界) 
的 一 个 署 信 集 J 称 为 是 无 偏 的 ,如 果 
Pet 打扫 Po 名 Gy) 任何 9 天 吕 . (7.6) 


301 


如 果 上 了 是 置信 上 (下 )? 春 , 则 只 要 求 (7. 6) 式 对 0> 名 成 立 ( 对 et 
成 立 ). 男 一 个 定义 是 ; 称 J 是 8 的 (1 一 ;无 偏 置 信和 集 , 若 
Pa (b EDF1— P(E J, 对 EE 何 ,0 € @,W 
《7. 7) 
若是 置信 .上 (下 ) 界 , 则 只 要 求 (7.7} 对 Br 页 成 立 ( 对 0<< 负 成 
立 )， 以 后 我 们 采用 这 第 二 种 定义 ,在 此 再 强调 一 下 :我 们 有 两 个 
无 偏 检 验 的 定义 和 相应 的 两 个 无 偏 置 信 区 间 的 定义 ,以 后 我 们 都 
采用 第 二 种 ;对 无 优 置 信 区 间 是 (7. 7) ,而 对 号 <> 玉 的 水 平 无 储 
检验 $5, 是 指 满足 条 件 
BD) Sad), EH IEK 
的 检验 上 强调 这 一 差别 的 理由 是 ;在 这 个 定义 之 下 ,通过 关系 
EAA) ES 确定 的 ,8 一 加 rr0 关 抽 的 以 A(8,) 为 接受 域 
的 检验 $, 和 8 的 图 信和 集 SCX}), 有 如 下 的 性 质 ; 若 #$ 为 水 平 & 无 偏 ， 
则 S( 开 ?为 1 一 e) 无 偏 , 反 之 亦 然 . 对 置信 上 (下 ) 界 ,三 述 检验 问 
是 要 改 为 8 一 负 e8< 久 5( 改 为 和 一 0 人 > 下). 证 明 很 简单 :车 上 $ 为 
水 平 « 无 偏 , 则 按 定义 有 PetX E40) 所 1 一 a 对 任何 8 半 扩 , 即 
Pact ESCXDEI1—a 对 任何 9 名, 而 
Pe{t EE S(X)) = Py (XE AG) 1—a, 
这 证 明了 SC(X) 是 8 的 (1 一 a) 无 偏 置 信和 集 . 反 过 来 , 若 SC(X) 是 8 
的 (1 一 轨 无 偏 置信 集 , 则 对 任何 8 二 
有 Pa (OE SCX)) E11 a Path EE SCX)), 
即 
Pa (XE ACID 二 1 一 za 扫 Po( 人 GE 4(0))， 
右 端 的 不 等 式 证 明了 以 4(,) 为 接受 域 的 检验 ,是 9 二 8 关 抽 
的 水 平 a 的 检验 ;而 左 端 的 不 等 式 , 改 写成 PAXEA(0)) 所 1 一 a， 
说 明了 此 检验 是 无 偏 的 . 
如 果 采 用 第 一 种 定义 , 则 以 上 的 对 等 关系 不 复 存在 . 这 是 因 
为 ,由 检验 只 以 408,) 为 接受 域 ) 为 水 平 a 无 偏 ,只 能 推出 Ps(XE 
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4fboDDsPoCKEEAC0))， 即 Pod ESIXI EP (HES(X) 
为 要 证 $CX) 的 无 偏 性 ,需要 证 的 是 Pe (9E SC(X)) 所 Pe (加 
SC 有)) ,这 不 能 由 圭 式 推出 ,实际 上 确 有 反例 存在 (习题 7?). 

(在 第 二 定义 下 证 明 能 通过 ,是 因为 $ 的 元 偏 性 决定 了 Poe(X 
4()) 志 1 一 a 当 0 名 ， 而 按 第 一 定义 ,由 # 无 仿 只 能 推出 Ps 
《EACN))EPo (XE4C8)) 后 者 可 大 于 1 一 o 故 Po(XE 
及 (名 )) 也 可 以 大 于 1 一 a, 而 由 $$ 无 偏 只 能 推出 PCXE4C9)) 闻 1 
一 @; 可 以 是 1 一 a. 故 Po(2E3SCXED) 可 以 大 于 Poe(9ES(X)), 而 破 
坏 了 SCXZ) 的 无 往 性 . 反例 的 构 作 肥 从 这 一 观察 出 发 》 

有 了 以 上 的 准备 ,就 不 难 证 明 以 下 的 定理 : 

定理 7.1 设 由 置信 和 集 5CX) 所 对 应 的 检验 #, 对 任何 9 一 如， 
是 8=Br0 抽 的 水 平 a UMP 检验 , 则 SOT) 是 (1 一 ayYUMA 置 
信和 集 , 若 8 为 一 维 , 其 置信 上 (下 ) 界 7 一 一 理解 为 置信 和 集 ( 一 0,J 
(及)]《fJ CX》,o0)) 一 一 所 相应 的 检验 吉 对 任何 刀 是 8= 名 =9< 
员 的 水 平 aUMP 和 鹤 验 , 则 J 是 (1 一 a)UMA 置信 上 (下 ) 看 . 

如 把 上 文 的 袜 验 和 置信 和 集 ( 界 ) 全 冠 以 “无 偏 " 的 形容 词 ,结果 
仍 保持 有 效 . 

证 明 以 置信 上 界 了 为 例 . 设 J 所 对 应 的 检验 #, 是 9 一 =0 
所 名 的 水 平 xUMP 检验 , 由 #4 有 水 平 a 知 J 了 有 置信 系数 1 一 a, 其 
次 , 设 二 为 男 一 1 一 a 置信 上 界 , 则 其 相应 的 检验 $, 是 9 一 Perp< 一 
色 的 水 平 检验, 因为 UMP, 对 任何 56 应 有 By (0 所 B00)， 
即 P(XERCGG))EPoCXE A(0)) 其 中 (5 让 (8)) 是 由 对 应 
关系 BE CooJ(XI]JOXEACOO NEC 0,I XOXE 
(6)) 所 产生 的 接受 域 .由 此 推出 

PelOo TRY) SE Pelho SE IK)), Lh, 
从 而 证 明了 J 是 (1 一 a)UMA 置信 上 界 . 

加 上 “无 偏 ? 以 后 ,上 述 推 理 一 字 不 改 她 成立. 因为 如 前 所 论 

和 证 ,在 采纳 第 二 种 无 信 定 义 时 ,由 无 偏 置 售 集 ( 界 ? 所 对 应 的 检验 仍 
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为 无 篇, 定理 证 毕 . 

在 上 上述 证 明 中 ,我 们 其 实 只 用 到 了 :和 置信 上 界 J 所 对 应 的 检 
验 示 是 在 8 二 9 过 抽 的 一 切 水 平 & 非 随机 检验 类 中 为 UMP. 
这 一 点 也 就 使 从 技术 上 说 ,上 述 定 理 之 道 不 真 ， 例如 ,只 能 证 明 ，; 
由 人 一 YUMA 置信 上 界 所 对 应 的 8 一 后 8<< 抽 的 检验 #, 是 0 一 
er2< 抽 的 一 切 水 平 w 非 随 机 检验 类 中 为 UMP ,而 不 一 定 是 在 
一 切 水 平 a 检验 类 (其 中 包括 随机 化 检验 ) 中 为 UMP- 一 这 二 者 
当然 可 以 不 一 致 . 

因为 2 一 名 一 2 天 册 有 UMP 检验 存在 的 情况 凤毛麟角 ,本 定 
理 主要 意义 在 UMA 置信 界 及 UMAU 置信 区 间 和 置信 和 界 . 由 定 
理 7. 1, 结 合 定理 5.3,5.6 和 5.8, 得 出 下 面 的 定理 : 

定理 7.2 设 样 本 及 的 分 布 族 {f (zx,0)dp,8EB) 关 于 工 (KX) 
为 MLR 族 ,T 了 的 分 布 小数 (4, 站 对 站 连续 ,而 对 国定 的 9, 在 集 
企 ;:0 达 FE 站 之 1} 上 连续 严 增 ， 则 686 的 (一 xa)yUMA 置信 上 上、 下界 
8( 叉 } 和 2CX}) 都 存在 : 

8t 避 }): 若 方程 (TCx) ,人 二 a 在 全 内 有 解 ,; 则 其 解 必 唯 一旦 
即 为 8(X)， 若 无 解 , 则 3(X) 一 sup 日 ,或 inf@. 

&CXR): 苦 方程 FTCz),0 一 1I 一 wx 在 名 内 有 解 , 则 此 解 必 叭 一 
且 即 为 红 X)， 著 无 解 , 则 天天) 二 in 介 ,或 sup@， 

证 明 考察 &X) 56) 类 位 . 由 本 定理 假定 , 按 定理 5. 3, 知 
0 一 Der 的 > 页 有 接受 域 为 {z:T(z<C()) 的 水 平 rr UMP 检验 ， 
其 中 CC5) 满 足 

PetT EC = 1— a hp FC = 1— 
按 定理 假定 ,对 aE (0,1),C(C9,) 存 在 唯一 ， 

按 定理 5. 3 的 1, 上 述 检验 的 功效 郴 数 严 增 、 故 当 89> 名 时 ， 
有 Po(T 扫 CD)<1 一 w 这 证 明 C09) 半 C (如) 当 8 汪 如 ;因而 
《C( 的 严 增 . 现 证 守信 连续 . 取 一 串 人 9, 则 C8) dCU). 
另 一 方面 ;有 

Ps (TSD EP (TEC 一 1 一 
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邻 aeo、 因 假定 了 PolT 了 所 4) 对 9 连续 ;由 上 式 得 
PAT 1 一 a 
由 此 知 4d 和 所 CC( 由 ,从 而 4 一 C09) 这 证 明了 C8) 为 右 连 续 ， 类 似 
地 证 明 它 也 是 左 连 续 , 故 为 连续 . 因此, 若 
FAT OT) 一 工 一 Q， 
则 集合 419:7TCrs 和 CO 正好 就 是 Le(z),cc) ,因此 8(x) 是 置信 下 
界 . 

车 FCTC2), 扑 二 1 一 a 无 解 , 则 有 两 种 可 能 :WFCTCr) ,外 之 1 
一 8 对 一 切 8. 记 工 (zx) 一 a ,这 表示 PetT 委 ae)<1 一 a 对 一 切 8, 故 
CC 的 TOz) 对 一 切 0 因而 18:T(zsC00) 一 号 取 8X) 二 in{@ 
反映 了 这 一 点 . 名 F(T(z), 人 1] 一 a 对 一切 这 时 
CCTCz) 对 一 切 而 10;T(z) 所 C090)} 为 空 集 ， 取 20z) = 
supB, 虽 可 能 添补 sup8 这 个 值 , 不 致 影响 (XX) 的 UMA 性 . 

OX) 的 情况 类 似 证 明 . 定理 证 毕 . 

注 喜欢 蚀 根 问 底 的 读者 也 许 会 有 这 个 问题 ;定理 证 明 中 
“FCT(T) ,四 二 1 一 & 无 解 " 的 情况 是 否 真 能 发 生 , 何 时 发 生 ? 拿 最 
重要 的 指数 族 CODee97TOdyx《Q09) 连 续 严 增 ) 来 说 ,如 果 台 并非 
自然 参数 空间 而 是 人 为 设 定 的 , 则 这 种 情况 型 然 可 以 发 生 . 例如 

X~ NO B= {0 11} 此 时 T(r) = 了) 
则 易 抑 当 区 > 十 1 时 ;总 有 六 的 计 1 一 a 对 一 切 8E8; 当 <u 
一 1 时 ,总 有 ;人 之 1 一 & 对 一 切 8E 人 如 .因而 在 这 两 种 情况 下 方 
程 皆 无 解 ， 如 果 参 数 空间 @@ 自然 延伸 至 (一 coyec), 则 在 前 一 情 
况 ,2(X) 理 应 为 X 一 xso>1, 相 当 于 置信 集 [ 和 一 wee]. 此 集 与 现 
设 的 台 无 公共 点 ,因而 以 空 集 代 之 亦 无 妨 ， 对 后 一 情况 ,8(X) 过 
—1,L0(r) ,00). 

若 台 ,或 其 一 端 , 延 伸 至 自然 参数 空间 , 刚 情况 复杂 . 结果 综 
述 如 下 :不 芒 设 护 ( 信 二 0 不然 可 踪 过 更 换 参 数 做 到 这 一 点 . 注 
意 , 国 很 定 了 的 分 布 连 续 , 有 p(t{a}) 一 0 对 任何 单 点 集 a， 因 此， 
以 概率 1, 对 所 得 观察 秆 TCX)=t, 有 (TT 让 0 过) 
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先 设 B 右 端 延伸 至 自然 参数 空间 ,有 三 种 情况 :四 一 (cj; 生 一 地 ， 
a) ya 之 00; 和 日 二 《58,00) 包 含 现 设 的 人 @. 

1° 是 否 会 发 生 “ 对 一 切 8 有 FG 站 之 1 一 a” 的 情况 ,与 如 的 右 
端 无 关 . 

2° 车 日 = 6,aj]; 则 必 会 发 生 * 对 一 切 86 有 FC, 外) 守 1 一 a” 的 情 
况 ; 若 羡 = 《6,4) 或 8,o0), 这 种 情况 不 发 生 . 

类 似 地 ,车 日 的 左 端 延 促 至 自然 参数 空间 ,有 三 种 情 沉 :9 二 
B00B= (ba 06> —00;08=(—o0,0), 

3* 是 否 发 生 “ 对 一 切 8 有 F(t, 外 半 1 一 a* 的 情况 ,与 日 的 左 端 
无 关 . 

4 车间 二 [5,a);, 则 必 会 发 生 “ 对 一 切 8#8 有 G2; 从 之 1 一 ”的 情 
沈 ; 车 和 旭 二 (08,a) 或 (一 oo,4) 这 种 情况 不 发 生 ， 

因 些 , 当 上 冉 仅 当红 为 自然 参数 空间 且 为 开 集 时 , 才 会 以 概率 
1 ,方程 Ff; 四 一 1 一 a 必 在 内 有 解 . 

对 决定 置信 上 界 的 方程 F(t,0)= 一 a, 上述 金 部 论断 有 效 . 上 述 
这 些 论断 证 明 很 容易 , 留 给 读者 作为 习题 (习题 8}. 在 证 明 中 要 利 
用 到 前 述 的 事实 AT 全 0<ACCT < 后， 

由 本 定理 得 出 ,车 下) ,… ,天 ,iid. ,一 Na oa 已 知 , 风 束 十 
at Vn (一 ow/ Yn) 是 8 的 (1 一 xyUMA 置信 上 (下 ) 界 ; 若 
Ris Koiid, ,~O le BICr 0 dr >0, M28 /XE (1—a) 
《2S。/ 好 (ea)) 是 8 的 (1 一 JUMA 置信 上 (下 ? 界 ， 又 如 , 则 定理 
7. 1 ,结合 第 5 章 第 5 题 , 知 若 XX iid. ,一 R(0,0) ,98>>0, 则 
LM,a ”MM] 是 8 的 (1 一 a)UMA 置信 区 间 ,erM 也 是 8 的 
{1 一 oyUMA 置 信 上 界 . (1 一 ayUMA 置信 下 界 是 总 一 oy- 玉 ,此 
处 M=maxX. 

当 了 的 分 布 为 离散 时 ,本 定理 不 适用 . 这 种 情况 留待 后 商讨 
论 , 现 在 转 到 无 偏 的 情形 ， 

定理 7.3 设 样 本 苇 有 一 维 指数 族 分 布 CC(9)e8e27dm8E 
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加 ,入 ( 人 连续 严 增 ,T 的 分 布 F(t, 介 连续 且 在 0 之 F< 过 1 的 范围 内 
对 上 严 增 ( 这 等 价 于 要 求 jr 的 支撑 是 一 个 区 间 , 且 je (ta)) 一 0 对 
任何 单 点 集 {ej). 则 由 8 一 多 天 的 水 平 a UMPU 检验 的 接受 
域 C(o<sT<C:(08) 所 相应 之 集 10:C(0 委 TCzssCe(C9)), 必 是 
一 个 (有 限 或 元 限 的 ) 区 则 [W(X) ,OCX)], 它 就 是 8 的 (1 一 a) 
UMPU 置信 和 区间. 

证 明 本 定理 由 定理 7?.1 及 下 述 事实 立即 推出 : 当 分 布 族 满 
足 定 理 中 的 条 件 时 ;Ci( 丰 ,1 二 1,2; 者 是 8 的 连续 严 增 消 数 (第 五 
章 习题 14). [BCXD ,的 (区) ] 的 确定 ,及 何 时 为 有 限 或 无 限 , 观 图 5 
一 目 了 然 . 


一 B; =inf C; fb 


二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 AB =infC, (#) 


图 5 
由 图 5 看 出 ; 当 了 (x) 在 Bi 与 A 之 间 时 ;[ 负 (XX), 乓 (X)] 为 
有 界 区 间 ; 当 了 T(x) 在 41,4; 之 间 时 , 抽 ( 了 ZX} 有 限 而 5.(X}) 无 限 ; 当 
了 T(z) 在 Bi、B; 之 间 时 ,如 (六 ) 无 限 而 名 (X) 有 限 , 而 在 其 余 处 [如 
( 久 ),B (其 ) 应 为 空 集 ， 这 里 标示 的 是 Bs 过 41 的 情况 . 若 B;> 
妃 1: 则 当 工 Cx) 在 A1、Bs 之 间 时 ,[ 上 Ce》 人 (zj 二 (一 50,050), 根 本 
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设 有 [L&tz)y2cz)j 有 界 的 可 能 . 
由 此 看 出 ;为 要 使 [Oz) ,V(x)] 总 是 有 界 区 间 , 必 须 有 
supO (0) = a, in{fC, (0 一 已， 
a 性 分 别 是 px 的 支撑 的 上 .下 确 界 . 容易 证 明 对 (8) 二 9, 这 仅 当 
日 为 自然 参数 空间 且 inf8 和 sup8 都 不 户 于 日 时 ( 即 昌 为 自然 参 
数 空间 且 是 开 集 时 ) ,才能 成 立 . 

这 里 我 们 不 得 不 打破 常规 , 即 介 许 在 某 些 样 本 下 ,置信 区 间 可 
以 无 界 . 如 果 坚 持 区 间 必 须 有 界 , 则 不 难 证 明 : 队 非 昌 满足 刚才 所 
说 的 条 件 ,UMAU 置信 区 间 不 存在 . 

由 这 个 定理 ,结合 定理 5. 8, 得 到 ， 

系 ”车 样本 和 有 指数 型 分 布 

COO, Pexp (QADT) + CQ WY UK dE, 

而 Quo) 为 一 维 ,9 也 是 一 维 、Qul28) 为 连续 严 增 末 数 ,又 对 任何 v， 
条 件 分 布 了 IU 一 w 满足 定理 ?. 3 中 对 了 的 分 布 的 要 求 . 则 0 了 的 
一 YUMAU 置信 区 间 奔 在 ,上 且 是 由 定理 5.8 中 所 决定 的 0 一 et 
天 入 的 水 平 a UMPU 检验 ,经 过 对 应 而 得 到 ,另外 ,8 的 (1 一 a)U- 
MAU 置信 上 .下界 也 存在 ,并 通过 定理 5. 8, 以 对 应 的 方式 得 到 
(对 定理 7.3, 没 有 UMAU 置信 上 、 下 界 的 问题 ,因为 已 证 明了 有 
UMA 署 信 上 上、 下界 存 在 ). 

由 本 定理 得 出 ,车 样本 买 ，… ,其 iid. ,一 N(0,0) 用 全 下 1 
>0, 则 下士 Si _i (Caf/2)/ Vn、 六 十 St .1 (Co)/ vn 和 太一 St,_1(a)/ 
Yn 分别 是 8 的 (一 a)UMAU 置信 区 间 和 和 置信 上 、 下 界 ， 

1 1 9 加 1 

S 一 [3 一 刺 0 . 
和 例 7.2 中 得 出 的 外 一 入 的 (1 一 的 置信 区 间 和 置信 上 .下 界 也 是 
UMAU 的 . 例 7.3 中 求 出 的 8 的 置信 上 .下界 也 是 UMAU 的 ,但 
该 例 中 提出 的 置信 区 间 并 非 8 的 UMAU 置 信 区 间 , 后 者 要 根据 8 
二 训导 0 闫 负 的 UMPU 接受 域 4(9,), 通 过 对 应 关系 芝 EA( 负 ) 司 
BES{X) 得 到 . 这 在 计算 上 很 麻烦 ,一 般 在 应 用 上 就 采用 该 例 中 
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所 提出 的 置信 区 亲 . 
离散 分 布 的 情况 


设 样本 怀 的 分 布 族 关于 统计 量 了 为 MLR 族 . 转移 到 了 的 
样本 空间 来 讨论 ,上 且 只 考虑 工 取 0, 1 的 情况 (人 取 0,1…， ad 及 
了 娶 … ,一 1y01， 一 的 情况 没有 原则 差异 ) :可 以 人 通过 下 面 的 方法 
把 了 分 布 连续 化 :原来 集中 在 了 一 : 处 的 概 计 ,让 它 均匀 地 分 布 于 
(Cis,i 十 1)， 这 等 于 引进 一 个 与 独立 的 RC(0,1) 变 量 上 而 考 虚 人 
一 了 十 DT. 车 工 的 分 布 为 fG,O)dptp 为 {0,1…} 上 的 计数 测度 )， 
则 全 的 分 布 为 [7j ,TG 宕 0}Ydr.， 不 难 证 有 明 . 他 的 分 布 族 仍 为 
MLR 族 . 这 很 显然 .进一步 可 以 证 明 : 基 于 字 所 作 的 8 的 UMA 
置信 和 界 , 在 原 模型 中 一 切 工 的 随机 化 置信 和 界 的 类 中 , 仍 是 UMA. 
在 这 里 要 说 明 两 点 ,所 谓 * 随 机 化 置信 界 ”, 是 指 在 得 出 工 = 上 后 ,有 
一 个 只 与 + 有关 的 (一 维 ) 分 布 F', 依 分 布 F, 取出 值 7 作为 8 的 置 
信和 界 . 这 个 概念 自然 对 管 信 区 间 也 适用 . 其 次 ,为 何 要 在 TT 的 随 
机 化 置信 界 ( 区 间 ? 类 中 去 找 最 优 呢 ? 这 是 因为 当 我 们 用 交代 了 
时 ,等 于 已 实行 了 随机 化 ,因此 在 全 的 模型 下 所 找 出 的 的 UMA 
置信 界 ,事实 上 是 基于 了 的 随机 化 置信 界 . 所 以 ,为 了 肯定 这 一 置 
信 界 在 原 横 型 (基于 了 的 ?中 为 UMA ,必须 拿 它 和 一 切 随机 化 置 
信 界 去 比较 , 才 算 权威 . 

为 了 证 明基 于 全 的 UMA 置信 界 在 基于 了 的 全 体 随 机 化 置 
信 界 中 为 UMA ,还 得 回 到 与 假设 检验 的 关系 上 来 . 设 了 是 8 的 基 
于 了 的 一 置信 和 集 (置信 和 界 是 置信 和 集 的 一 种 ). 在 J 为 非 随 机 化 时 ， 
它 通过 位 :名 EJC)}) 定 义 一 个 集合 409,) 作 为 和 9 一 名 9 天 bo 的 接 
受 域 ,但 当 J 为 阴 机 化 时 , 单 只 知道 :不 能 决定 J 了 是否 包含 负 , 而 
只 决定 了 J 了 包含 色 的 (条 件 ) 概 率 1 一 pt) 这 个 检验 函数 gC) 就 
是 与 J 相应 的 ,9= 负 9 子 ， 的 一 个 随机 化 检验 ， 显然 ,在 这 个 对 
应 之 下 ,定理 7,1 的 结论 仍 成 立 . 要 注意 的 是 ,为 用 定理 7.1, 只 需 
要 每 个 随机 化 置信 区 介 ( 置 信 水 平 1 一 所 唯一 地 对 应 9 一 六 一 0 天 多 
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的 一 个 水 平 a 随机 化 检验 ,而 不 要 求 道 向 对 应 也 成 立 ， 事实 上 上 ,有 
趣 的 是 , 道 向 对 应 不 成 立 : 一 个 8 二 m8 隆 负 的 水 平 随机 化 和 检 
验 ,并 不 一 定 唯一 地 对 应 于 8 的 一 个 (1 一 和 ) 随 机 化 置信 和 集 ( 习 题 
17), 

其 次 ,容易 看 出 :基于 了 人 的 任何 随机 化 检验 plz) ,等 价 于 一 个 
基于 字 的 非 随机 北 答 验 . 事实 上 ,由 全 决定 了 (TD), 因 了 = 
[2 站, 一 了 一 7 而 检验 gp(1) 可 视 为 基于 (TT,0) 的 否定 域 { 人 (7,U); 
UT)}) ,或 基于 字 的 否定 域 祝 :了 一 [了 jg[])}. 

作 了 以 上 的 准备 ,就 不 难 证 明 前 述 断 言 . 设 是 由 字模 型 下 ， 
由 8 一 负 全 0< 名 的 水 平 a UMP 检验 g 所 决定 的 置信 上 界 . 由 于 他 
的 分 布 为 连续 MLR,p 是 非 随机 的 ,因而 通过 与 对 应 得 来 的 置 
信 上 界 7, 关于 宁 是 非 随机 的 . 现 设 J* 是 8 的 另 一 水 平 (1 一 eo) 的、 
基于 了 的 (可 能 是 随机 化 的 ) 置 信 上 界 . 产 对 于 8 一 bg<t 的 
一 个 水 平 检验. 因 7 所 对 应 的 p 为 UMP, 故 Bo (0) 所 Bo) 对 任 
何 8<B， 按 定理 7.1 的 证 明 , 有 Py ET') 守 Po( 抽 EJ) ,对 任何 
8< 如 ， 从 而 证 明了 J 为 UMA. 

注 从 虐 述 论证 中 我 们 看 出 为 什么 要 假定 7 员 取 Ql ,2 
这 些 值 . 因为 ,上 述 证 明 的 关键 在 于 由 守 = 卫 十 U 能 还 原 出 了 和 
U. 如 果 工 在 一 个 一 般 离散 集 , 例 如 Ri 的 一 切 有 理 数 集 上 取 值 ， 
这 个 还 原 就 不 可 能 ,而 以 上 证 明 失 效 . 当然 ,对 了 的 取 值 条 件 可 略 
放松 一 点 . 例如 ,可 假定 了 的 值 域 在 尾 一 有 界 区 间 内 无 极限 点 ,这 
时 对 每 个 工 值 要 选择 不 癌 的 均匀 分 布 变 量 Uz, 以 作成 他 = 卫 十 
Uz, 细 节 很 简单 . 

具体 确定 置信 上 、 下 界 也 是 据 方 程 让 一 a 入 (1, 从 二 1 
一 &, 广 为 全 的 分 布 (这 方程 的 解 存 在 与 否 的 讨论 见 后 )、 具体 定 的 
规则 ,与 定理 7. 2 中 所 写 完 全 一 样 ， 看 两 个 例子 ， 

例 7.7 了 ~ 一 Btag0SO<S1,9 一 六 es9> 史 的 水 平 UMP 
检验 撩 有 形式 ; 当 了 = 一 0, 1 和 pc 一 1 时 接受 , 当 了 =e 时 以 概率 思 
接受 . 过 渡 到 宁 , 此 接受 域 可 写 为 了 <&c 十 p 时 接受 ,c,p 由 公式 
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一 ] 
定 出 . 有 了 梯 本 7 后 ,8 的 (1 一 a) UMA 置信 下 界 由 方程 (2 ,9) 二 
1 一 a 的 解 6 结 出 ， 若 对 -一切 8 有 六 (四 之 1 一 a,9 取 为 sup8B 一 1. 
车 对 一 切 8 有 这 G3, 引 之 1 一 oy 则 取 8 一 inf8 二 0， 前 一 种 情况 在 > 
有 十 1 一 a 时 出 现 , 后 者 则 在 1 一 a 时 出 现 . 

若 要 求 6 的 置信 上 界 8, 则 解 方 程 六 (1, 扑 二 a， 当 ?>n 十 a 时 
总 及 (E 闪 之 ,这 时 取 8 一 supB 一 1. 当 1<a 时 总 有 六 (从 之 a， 
这 时 取 8 一 inf8@ 一 0. 

例 7.8 了 一 Poisson 分 布 吧 ( 的 ,20, 与 上 题 上 类似: 的 (1 一 
a) UMA 置信 下 界 由 方程 


FO,0) = 到 和 


的 解 给 .不 会 发 生 总 有 让 ,0) 汗 1 一 x 的 情形 (这 与 py 的 支撑 
生生 疯 天 四 各 联 ) 当 ?<<1 一 g 时 此 方程 光 解 ,应 取 8==inf@ 二 0. 
上 界 的 定 法 类 似 . 

在 全 有 指数 型 族 CCODexp(QC092ydyr 《分布 时 ,他 也 有 指数 
型 分 布 CC9)exp(QC9)[F])dx.、 上 两 例 属 于 这 种 情况 . 这 时 ,可 以 
列 出 方程 六 (z, 的 一 1 一 x( 或 的 有 解 的 条 件 : 

1 为 要 不 出 现 * 关 他 ,的 人 1 一 w 对 一 切 扩 ,必须 内 须 : 台 右 端 延 
伸 至 最 大 , 且 右 映 为 开 的 ,xo 的 支撑 右 端 无 界 . 若 前 一 条 件 满足 
而 yr 支撑 上 界 为 a, 则 在 Ea 十 1 一 a 时 ,这 性, 从 渤 1 一 a 对 一 切 0. 
车 ?<<a 十 1 一 a, 这 种 情 杭 不 出 现 ， 这 个 情况 是 否 出 现 与 日 及 的 
左 端 状况 完全 无 关 . 

2° 为 要 不 出 现 * 产 (60)<1 一 “对 一 切 扑 , 必 须 只 须 .98 左 端 延 
伸 至 最 大 , 且 左 端 是 开 的 ,yr 的 支撑 在 左 端 无 界 . 若 前 一 条 件 满 
是 而 /er 支 返 下 界 为 ae, 则 在 EE1 一 wx 时 ,有 产 人 ,内 <1--a 对 一 切 
6. 若 了 之 1 一 w 这 种 情况 不 出 现 . 这 种 情况 是 否 出 现 ,与 人 及 号 
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的 右 端 状况 完全 无 关 ， 

在 了 有 指数 型 分 布 时 , 宁 亦 然 . 因此 也 可 以 考虑 8 的 UMAU 
置信 区 间 . -一 切 与 前 蔡 本 无 异 , 细 节 不 玲 述 了 ， 

注 ”细心 的 读者 可 能 会 发 现 一 个 情况 :在 上 述 两 条 规律 中 ,我 
们 说 ,在 f 竺 1 一 a 时 ,总 有 记 (,0) 二 1 一 a 而 方程 无 解 . 但 在 例 7.8 
中 ,f 一 1 一 a 时 方程 有 解 , 只 在 ?< 之 1 一 a 才 无 解 ， 为 何 有 这 个 细节 
上 的 出 入 ? 这 是 因为 ,上 面 两 条 规律 是 针对 指数 型 族 ,而 Poisson 
分 布 族 区 写成 指数 型 族 ,就 必须 舍弃 8 一 0 这 个 点 . 试 在 例 7.8 中 
取 台 为 (0,co)，, 则 当 ; 一 1 一 a 时 方程 就 无 解 . 例 7.7 也 有 这 个 现 
象 . 

这 两 个 例子 引伸 出 一 个 有 趣 的 问题 ; 若 指 数 族 C (De2”'dy (2) 
的 自然 参数 空间 为 开 集 日 二 (4; 让 ,一 oo 和 a 过 6<o0, 而 当 04a 及 
《或 )8 4 六 时 ,分 布 Ps 有 极限 . 这 时 可 括 展 日 (加 入 4; 或 5, 或 二 
者 若 ap 有 一 或 都 为 无 穷 ,可 通过 变换 ,例如 有 一 人 十 te 转移 
至 有 限 参 数 )， 对 这 个 拓展 后 的 分 布 族 , 上 述 理论 和 方法 是 否 仍 可 
用 ? 答案 是 肯定 的 , 自 具 须 动 一 点 小 手术 . 细节 留 给 读者 . 经 过 这 
一 拓展 会 有 些小 变化 ,上 述 方程 祖 G, 闪 一 1 一 a 何 时 有 解 的 问题 即 
其 一 例 . 

还 有 一 个 问题 . 分 布 族 {f (1, 人 ,8E 日 } 为 MLR 族 , 但 昌 为 离 
散 的 .一 个 例子 是 超 几 何 分 布 


ro 人 


六 已 知 ,@@= {0,1 NN). 对 这 个 情况 ,上 述 理论 和 方法 是 否 仍 
适用 ? 管 案 是 表 定 的 ,只 须要 求 8 只 取 0;1,*… 这 些 值 ,或 更 一 般 
地 ,只 须要 求 8 没有 有 限 的 极限 点 . 这 只 涉及 一 点 小 手术 ,细节 留 
给 读者 (习题 18). 


平均 容 度 的 比较 


在 参数 空间 中 引进 = 域 Bs. 要 求 对 每 个 样本 zx, 置信 和 集 SCx) 
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E Bo, 在 Se 上 引进 测度 4 SCz)* 占 地 大 小 ”可 用 (zz 衡量 . 
因此 ,其 平均 值 , 即 
Ms(0) = | CS(z))dPaCz)， 


可 用 来 作为 在 同一 置信 系数 下 ,比较 置信 和 集 优 省 的 标准 . 当 S (x) 
为 区 间 , 而 bb 为 工 测 度 时 ,MM.(9) 就 是 置信 区 何 的 平均 长 谋 . 

定理 7.4 车 对 任何 单 点 集 {8} 有 x160)) 一 0;, 则 8 的 (1 一 a) 
UMAIUMAU 置信 集 5, 在 一 切 (1 一 a) (无 偏 ) 置 信和 集 类 中 ,其 平 
均 容 度 Ms (DD 对 8E9 一 致 地 达到 最 小 . 

证 明 用 Fubini 定理 ,有 


Ms(0) 一 | xscopndPscn _ | | [1s C0 dvc0) dPs(x) 


= | (| Tan CO dP ) dy(9) = | Pact’ € SCXDjdv(O) 
[2 本 [2 


= {Pi € SC ), (7. 8) 


最 后 一 步 用 了 rv({9})==0. 着 5S' 也 是 水 平 1 一 a 置信 和 集 , 则 因 S 为 
UMA, 有 Pat8 ES*(X)) Po ESCNR)) 对 一 切 关 0, 帮 由 上 
式 即 得 Ms (四 闫 MMs (0)， 当 局 限于 元 偏 置 信和 集 时 ,上 面 的 推导 仍 
有 效 ， 定理 证 毕 . 

大 测度 满足 定理 中 对 的 条 件 . 因此 ,UMA 置信 区 间 有 最 小 
的 平均 长 ,UMAU 置信 区 间 在 一 切 无 偏 置信 区 间 类 中 ,有 最 小 的 
平均 长 . 

本 定理 的 证 明 不 能 反 推 ,因此 ,为 要 Ms (人 所 Ms 人 ,并 不 需 
要 对 一 切 的 多 天 8 都 有 Po ES(CXE)) 扫 Pd ES' EX)) 因此 ， 
不 能 证 明 平均 长 最 小 等 价 于 UMA， 也 不 知道 是 否 存 在 如 下 的 反 
鲍 : 中 UMA 置信 区 间 不 存在 ,但 存在 平均 长 最 小 的 置信 区 则 . 四 
UMA 置信 区 间 了 存在 ,但 还 存在 另 一 个 非 UMA 的 .六 ,与 地 有 
同样 的 平均 长 ,也 可 以 在 问题 中 加 上 无 慷 的 要 求 . 

置信 界 因为 内 有 一 端 , 直接 着 元 长 度 可 言 , 但 有 些 参 数 本 身 
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有 界 , 例 如 指数 分 布 反 - “10zm0)dr 中 的 人 >0. 这 时 ,2 的 置信 上 
界 的 精度 ,就 可 以 用 [0,. 门 之 长 即 了 去 衡量 一般 ,即使 本身 
无 界 , 也 可 以 任意 指定 . -个 值 a, 而 要 求 7 一 a 尽 可 能 小 (对 下 界 
本 , 则 要 求 J 一 a 尽 可 能 大 ). 不 妨 取 4 二 0. 因此 ,总 可 以 用 Ew] 来 
作为 衡 世 置信 和 界 的 优良 性 指标 (对 上 界 ,指标 人 鳄 小 鳄 好 ,对 下 蜡 


则 愈 天 伸 好 )， 那么 ,在 这 个 解释 之 下 ,定理 7.4 对 UMA 和 置信 和 界 


是 否 仍 成 立 ? 管 案 是 否定 的 ,为 看 出 这 一 点 ,考虑 下 述 情 况 :8 
[0,o0), 而 置信 上 界 如 =0. 把 公式 (7. 8) 用 于 此 处 ,有 


Esty([0,8(X)D 二 | Pace OX dP) 


一 | Poel SOX) YY) 十 | PelB OXY dD ). 
Fg ba 


按 定 久 ,6 为 UMA 只 能 保证 在 一 切 (1 一 a) 午 信 上 界 中 ,第 一 项 达 
到 最 小 ,而 并 不 保证 第 二 项 也 达到 最 小 , 故 也 就 不 保证 Es (v(t[0,B 
(ZXZ)J) 达 到 最 小 . Mandasky 曾 举 出 过 这 种 实例 ,可 参看 作者 ( 数 
理 统计 引 论 》,p. 378~-379. 


7.3 容 巩 区 间 与 容 肪 限 


本 节 所 讨论 的 问题 性 质 较 为 奇特 可 以 认为 它 属 于 估计 的 范 
畴 ,但 在 要 求 上 与 点 估计 和 区 间 居 计 都 有 所 不 同 . 先 讲 清楚 问题 
的 提 法 ,再 作 些 解释 . 

设 样本 总 取 自 具 一 维 分 布 Fy 的 总 体 ,F 未 知 . 我 们 想 依 样本 
XX 定 出 一 个 慎 了 = 了 TC(X), 使 在 (一 =, 了 Tj 内 Fs 的 概率 , 即 Fo 
CX)), 不 小 于 某 指 定 的 F<1. 因 扎 随机 ,没有 百分之百 的 把 握 保 
证 这 一 点 ;而 只 能 以 一 定 的 概率 7Y<1 保证 它 , 即 要 求 

PFAT(X)) 守 有 宇 7Y， 对 一 切 6 EE . 《7. 9) 

满足 这 条 件 的 工 , 称 为 总 体 分 布 的 (8,7) 容 妹 上 限 . 

问题 的 实际 背景 ,可 以 设想 藉 是 某 种 产品 的 质量 指标 ,全 小 

314 


愈 好 ， 为 此 立 下 了 一 个 标准 :要 求 至 少 有 1008 多 的 产品 . 其 质量 
指标 不 超过 其 给 定 的 界限 4. 现 产 品 已 有 一 大 批 , 要 通过 样本 , 评 
佑 一 -下 实际 情况 与 上 述 标 准 的 差距 如 何 . 这 样 担 法 ,我 们 可 以 用 
通常 的 估计 方法 ,去 估计 概率 Fo(a) 一 PoCX<se) ,看 与 预定 的 数值 
8 差距 如 何 . 另 ~: 种 作法 , 即 找 出 统计 量 了 ,满足 C7. 9)， 这 种 作 
法 ,把 比较 的 重点 放 在 ;实际 的 8 分 位 点 与 设 定 的 a 差距 如 何 . 两 
种 提 法 没有 优 省 之 分 ,要 看 应 用 者 关心 的 重点 何在 . 在 本 问题 中 ， 
a 可 以 解释 为 :对 产品 质量 所 能 容忍 的 限度 例如 ,食品 中 某 种 有 
害 物质 的 含量 所 能 容忍 的 界限 ,这 是 这 个 词 的 由 来 . 但 按 这 解释 ， 
容忍 限 是 规定 的 已 知 数 a, 而 我 们 此 处 是 指 满足 (7.9) 的 统计 二 
T. 因 开 的 作用 在 于 和 比较, 这样 称 呼 也 说 得 过 去 ， 

男 一 种 解 傣 是 并 未 预先 设 定 标 准 慎 ,而 问题 只 是 在 于 估计 
总 体 分 布 的 8 分 位 点 . 但 对 这 种 估计 有 一 个 要 求 : 低 估 的 概率 不 
能 超过 1 一 ”, 这 么 一 解释 ,容忍 限 的 命名 就 不 好 理解 . 

说 清 了 容忍 上 限 ,容忍 下 限 与 容 恕 区 间 的 意思 ,就 自然 类 比 而 
得 (8,7) 容 肪 下 限 了 : 

PaAFAT 一 二 1 一 有 芝 Y， 一 切 96 站 
《B87 容忍 区 间 [Ti ,Ty ]; 
PelFelTs) — Fei Oe) 守 PD) 守 7Y, Cea. 
为 免除 一 些 无 谓 的 麻烦 ,假定 总 体 分 布 Fe 连续 , 且 分 位 点 ps8) 
和 五 -的 的 唯一 (六 :Fs 的 wx 分 位 点 ), 则 显 见 ， 
荆 为 (8,7) 容忍 上 限 后 了 是 加 (9) 的 7 置信 上 界 ， 
了 为 (8,7) 容忍 下 限 全 了 是 加 _s(9) 的 7 置信 上 界 . 
(7.10) 
弄 清 了 这 一 层 关系 ,就 发 现 ,原来 容忍 限 的 概念 ,不 过 是 置信 和 界 的 
一 个 改头换面 的 说 法 ;: 求 置信 界 的 方法 可 以 移植 用 于 求 容 忍 限 . 
但 容忍 限 的 优良 性 标准 ,形式 上 与 置信 和 界 的 优良 性 标准 有 所 不 同 : 
设 工 为 一 个 (8. 门 容忍 上 限 . 若 对 任何 其 他 的 容忍 上 限 T' ,都 有 
PatFetT) 溢 风 ) 深 Po ) 六 序 ) 对 任何 PB,8€ 8，, 
《7, 11) 
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则 称 到 为 (38,7)UMA 容 思 上 限 . (7. 10) 的 意义 是 ;在 满足 (7. 9) 
的 前 提 下 ,了 应 尽 可 能 小 ,而 “ 尽 可 能 小 ”的 解释 是 ; 专 本 这 部 分 的 
概率 僵 小 愈 好 . 或 者 说 ,对 太 于 8 的 ,所 T 这 部 分 的 概率 超过 所 
的 机 会 ,您 小 愈 好 .UMA 容 刺 下限 的 定义 类 似 ， 
虽然 优良 性 标准 形式 上 有 别 , 下 面 的 定理 说 明 , 本 质 上 是 一 回 
定理 7.$ 设 总 体 分 布 {Fs} 为 MLR 族 , 分 布 连续 ,分 位 点 
疡 pfD、 力 -6 扩 上 唯一， 以 和 分 别 记 吕 的 yYUMA 置信 上 、 下 界 ， 
则 大 ( 信 和 加- 全 分 别 是 总 体 分 布 的 (8,7) UMA 容忍 上 ,下 限 ， 
证 明 设 了 T* 为 任 一 (8,7) 容 妨 上 限 . 定 出 9" ,使 pa C9") 二 
T*. 车 不 存在 这 样 的 8* , 旭 可 令 
9" 一 co 若 加 (的 二 了 对 一 切 9E8; 
8 二 一 2 车 pal0) 汪 7" 对 一 切 8€ 8. 
则 易 见 8" 为 8 的 7 置信 上 界 . 这 是 因为 
{Fel ) 守 B= {pi EET) pod) SE pa )}, 
因为 {Fo} 为 MLR 族 , 且 pa( 四 唯一 ,有 {pol 四 所 pa(0')} 二 99". 
因此 Po 人 (2 闫 四 之 PaxCFRelT") 宇 PB) 安 7, 从 而 证 明了 所 说 的 断言 . 
现 到 BECB,1). 定义 如, 使 pp(8)= pr (9)， 则 由 {Fo) 为 
MILR 族 推 出 8 法 8, 因 此 
Fe) POT' pp (DMOT' PF pel) 
pt) 2 pa OO’ FF, (7.12) 
帮 Pa 了 站 庄户 ) 二 Pa(8 守 记 )，(7.12) 这 一 段 推 理 当 了 ' 改 工 、 
8" 玻 8 时 一 样 有 效 , 故 又 有 PoCFy( 四 守 B)=Po(828)， 由 于 8* 
和 #8 都 是 8 的 7 置信 上 界 而 5 为 UMA ,有 
Po 0) Pold > ). 
因此 PetFg(T' ) 守 户 ) 之 PoA(Fe(T) 宇 P') ,这 证 明了 上 限 的 情况 . 
下 限 的 证 明 完 全 类 似 . 定理 证 毕 . 
根据 这 个 定理 ,解决 了 在 单 参 数 MILR 族 情况 下 容许 上 .下 限 
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的 寻求 问题 ,对 多 参数 分 布 族 ,其 分 位 点 往往 是 参数 的 比较 复杂 
的 国 数 , 因 之 对 应 关系 (7. 10) 的 作用 就 有 限 ， 

找 容 各 区 间 的 问题 比 找 容 狼 上、 下 限 的 问题 更 复杂 . 即使 在 
单 参 数 MLR 族 , 也 没有 与 定理 7. 4 相应 的 结果 ， 下面 的 粗浅 结 
果 ,在 不 得 已 的 情况 下 可 以 一 用 . 

定理 7.6 若 了 和 /分别 是 总 体 分 布 的 | 1 二 2 ,二 | 容 
忍 上 .下 限 , 则 DC, 了 是 (8 六 容忍 区 间 . 

本 明 容易 , 留 作 习题 . 这 样 产生 的 容忍 区 间 一 般 倾向 于 保守 ， 
即 PFe(T) 一 Fol 了 ) 实 8) 超 过 要 求 的 7. 


正 访 总 体 的 情况 


设 总 体 分 布 为 N(8,07) ,8,0 都 未 知 , 芝 ，…,X, 为 iid. 样本 ， 
要 求 总 体 分 布 的 容忍 限 与 容 届 区 间 ， 

先 讨论 容忍 上 和 限 的 问题 ， 以 r,s 记 NC0,) 的 分 布 , 则 Fi.(8 
十 gu_ 和 一 B Gut_p 是 NC0,1) 的 上 (1 一 和 分 位 点 ), 故 容忍 上 限 的 
问题 ,基本 上 与 估计 9 二 ow_g 的 问题 相当 . 后 者 的 一 个 常用 佑 计 


1 Ta ， 
量 是 TSu osS 一 | Vx, 一 x . 为 要 作为 容忍 上 
1 


nxn—1 
限 ,w.s 须 适当 调整 , 设 调整 为 4 为 定 4, 有 
FortX 二 A) 守 B 导 二 入 0 二 ous 
vn om AS vn 
Db /wg 裕一 wn 4， 
因此 决定 4 的 条 件 是 
Pa, vw Vnd) = 《7. 13) 
要 定 4, 需 有 仔细 的 非 中 心 1 分 布 表 . 类似 地 ,(8, 门 容忍 下 限 是 总 
一 43,4 由 (7. 13) 决 定 ， 
转 到 容忍 区 间 的 问题 ,我 们 来 寻求 卫士 45 形式 的 解 . 记 
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A(KRS Ado = Fes + aS) - FoR — AS). 
不 难看 出 ,4 的 分 布 与 8,0 之 值 无 关 , 故 可 取 8 一 0,c 一 1 来 讨论 并 
记 为 4( 台 ,SS, 4. 现 要 决定 人 ,使 
PiA{R,S,A) EP) 一 7 《7. 14) 

概率 是 在 2= 0,e= 一 1 的 条 件 下 计算 的 . 

找 r( 玉 ) ,使 鲁 ( 玉 十 7r( 玉 )) 一 和 (于 一 r(R))=B. r( 芝 ) 由 下 唯 
一 奖 定 . 则 为 要 A( 了 ,5 , 力 守 BP, 帘 要 条 件 是 5 尝 r( 久 )/4， 故 条 件 
《7. 14) 转 化 为 


PS 六 天 和 JU 一 也 

利用 区 与 独立 及 (一 1)3: 一 说 -上 和 式 可 写 为 

EC(P(S 守 r(X)/AIX)) = 7, (7.15) 
即 

ECK, tn DieRI/AMD) =1—7?, {7.16) 

下, 为 如 .1 的 分 布 冰 数 ， 到 此 为 止 剖 是 按 步 就 班 的 推理 ,但 xr(X》 
肥 天 。 的 表达 式 都 复杂 ,要 赁 47. 16) 确 定 14 并 非 易 事 ，Wald 和 
Wolfowifz 提出 了 以 下 的 近似 解法 . 仍 回 到 (7.15), 对 互 作 Tay- 
jor 展开 ,有 

P(A BIFR) = P(A 8|0) 


十 有 P(A4 守 B10) 十 PP"(A 宇 PI0) 十 …. 
易 见 P (4 六 810) 一 0 而 ER* 一 m7 ', 故 
P(APP) = PABIO)+ EP"CA > Bo + 
比较 以 了 两 式 ,看 出 近似 地 有 P(A 宇 让 寺 PC4A 宇 PI1/ vn ). 故 
1 | 2 
了 0 


好 


”= PAPALP 和 Dr 


. (7.17) 
就 用 此 式 来 确定 4 的 (近似 ) 值 . 这 先 得 由 方程 
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| | 1 ， 
中 声 十 - 引 声 -- 
确定 ce, 以 < 代 (7.17) 中 的 r(17 vn), 然后 算 

A= Cn Oo— De 
Wald 和 WWolfowit, 指出 :这 近似 解 离 真 确 解 很 接近 . 在 应 用 时 要 
查 表 , 它 把 4 列 为 2.8 和 7 的 函数 . 


利用 次 序 统 计量 作客 届 限 与 容忍 区 间 


这 个 方法 提供 了 容忍 限 与 容忍 区 间 的 -- 般 解 , 它 只 要 求 总 体 
分 布 连续 ,不 要 求 它 有 任何 特殊 的 形式 或 性 质 ,计算 上 也 不 算 难 . 
但 蚌 , 对 指数 型 分 布 这 类 性 质 和 良好 日 常见 的 重要 分 布 ,这 一 方法 提 
供 的 解 就 失 之 过 粗 ， 
设 总 体 分 布下 连续 ,站 ，…,X, 为 其 iid, 样本 ,X 叶 下 并 
为 其 次 序 统 计量 .前 面 说 这, 求 容忍 限 的 问题 ,基本 上 相当 于 估计 
F 的 菜 分 位 点 ,而 次 序 统计 重 正 是 用 来 估计 这 种 分 位 点 ， 因 此 想 
到 ,用 及 6 ; 取 适 当 的 mi ;来 作为 容 和 护 限 . 
先 考 虑 容忍 上 限 的 问题 ,要 决定 mm, 使 
Pr(FR(Xw) 守之 7 (7,18) 
因 为 F 连续 ;车 记 UC=F(Xo); 则 Us 性 Uw 的 分 布 ; 正 是 
RC0,1) 样 本 次 序 统 计量 的 分 布 ， 故 (7, 18) 转 化 为 
PU 全 请 之 7， 


一 ] 
Uw 有 分 布 及 ” ew "0cuc Dd 这 样 ,上 式 成 
为 
no—1] 1 
| ul CO "dy S27, C7.19) 
mt— 1] 肯 


因 为 Uc > U cw ,概率 PC(Um 衬 7) 随 mn 增加 而 上 升 ， 当 一 站 

时 ,其 值 为 1 一 序 ， 故 如 1 一 疡 <Y, 则 不 存在 形 如 外. 的 (8,7) 容 

妨 上 上限, 必须 另 想 它 法 ,或 增加 样本 《加 大 ,以 使 1 一 户 守 7Y),， 如 1 
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一 多 之 思 则 形 如 了 cw 的 解 存在 ,可 找 一 个 最 小 的 吉 , 使 (7,19) 满 
足 . 函数 

TCB,asb) 一 [ua — uidu, O&APEla>06>0, 
称 为 不 完全 8 积分 . 用 这 个 记号 ,(7.19) 可 写 为 


天 一 1 


| | [ea 一 ww)" "dw 一 wid 一 下) md 
1 1 0 


mm 
n—1 

-1 一 jrmon 一 吏 十 D 光 7 
m1 


由 此 式 解 出 mr, 要 借助 于 不 完全 积分 表 . 
与 此 类 似 , 寻求 形 如 其 wy 的 《8,7) 容 忍 下 限 , 归 结 为 找 mw; 使 
PU 一 Um 守 B) 之 7 ,或 


nO—1l] 


1 Bum 一 m+ D> (C7. 20) 


拉 
了 一 


有 和 解 的 条 件 仍 是 1 一 扬 衬 Y. 若 此 条 件 满足 , 则 找 一 个 最 大 的 m, 使 
(7. 20) 成 立 . 
对 容 加 区间 ,考虑 [XXXoo]， 条 件 归 结 为 
PU 一 区 oo 产 甩 之 世 《7. 21》 
可 以 证 明 ( 见 后 ) :U6 一 Uw 有 和 密度 
ca Ul — up "HiT(0 < < dr, 


ni 
{mln mm 二 A!’ 
通常 选取 m= 二 nn 十 1 一 &， 这 样 (7. 22) 成 为 


nl! 


Cn — kIT CR — 1)1™ 
而 (7. 21}) 成 为 


1 一 


(7. 22) 


二 


HT TD 1) du, 


nl 
mR 1 Fs" 一 28 十 1,2k) 党, 


(7.23) 
《7, 2) 式 当 到 一 rn, 衣 二 1 时 达到 最 大 ,其 值 为 1 一 np" 一 Cn 一 1 六. 
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故 欲 (7. 23) 有 解 ,必须 
#B 十 人 一 1 让 委 1 一 区 (7. 24) 

当 (7. 24) 满 足 时 , 找 最 大 的 ,使 (7. 23) 满 足 , 而 取 [X6 ,Xri-wj] 
为 窜 丽 区 间 . 

最 后 来 证 明 (7. 22). 一 种 方法 是 先 求 (Uiw,Uww) 的 联合 分 
布 . 这 样 做 较 复 杂 . 较 简便 的 方法 要 利用 下 述 事 实 : 当 给 定 Uw 二 
时 (7oaby oo) 的 条 件 分 布 ,就 是 尺 人 tel) 内 一 一 & 个 iid. 样 
本 次 序 统计 量 的 分 布 . 由 此 立 得 

PU — Uw E (uu Au) [Un = #) 


nn 一 下 一 1 
一 wo 一 可 | ja 一 旨 
1 一 上 是 一 1] 
ae airl 一 了 一 st 十 fd)， 


一 1 
再 利用 Uw 有 密度 |” |s+'(1 一 让", 得 
PU — Uw E Cur An)) 
一 1 玉 一 上 吓 一 】 
二 一 】 扩 一 天 一] 


Cn CO— A) 


. [a — Wy" "dt* Au + oln). 


0 


[ma 一 圭一 zjr rd 一 【] 一 om wl 一 wv)" "dv 
= (1 
代入 上 式 整 理 之 , 即 得 (7. 22). 


7.4 区 间 估 计 的 其 他 方法 和 理论 
前 几 节 所 介绍 的 区 间 估计 方法 和 理论 ,是 J. Neyman 在 1934 


一 1938 年 期 间 建 立 的 ,其 特点 是 完全 基于 Kolmogorov 公理 体系 
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下 的 概率 论 , 且 只 要 求 样本 分 布 的 信息 ,而 不 要 求 其 他 方面 的 信 
息 ,尤其 是 关于 未 知 参数 的 先 验 信息 . 这 个 方法 针对 若干 常见 分 
布 ( 主 要 是 某 些 简单 的 指数 型 分 布 ) 是 成 功 的 :给 定 置 信 系 数 1 
a, 可 以 找到 形式 简单 , 且 确 切 地 具有 所 给 置信 系数 的 区 间 代 计 . 
但 由 于 该 方法 在 寻求 区 间 估 计时 必须 知道 有 关 统 计 基 的 精确 分 
布 , 故 在 略 复杂 一 些 的 分 布 族 中 ,就 难于 找到 其 置信 系数 确切 的 
解 ,而 不 得 不 依赖 近似 的 解法 ,例如 大 样本 方法 ，Bayes 方法 弥补 
了 这 个 缺陷 .当然 ,Bayes 方法 也 有 其 本 身 的 问题 . 

Wald 决策 函数 理论 也 给 区 间 估 计 理 论 注 入 了 一 些 新 的 因素 . 
虽然 整个 看 ,Wald 理论 对 区 间 估 计 的 影响 ,不 如 其 对 点 估计 的 影 
响 大 ,这 是 因为 ,对 区 间 估 计 问 题 ,行动 空间 复杂 ,也 没有 像 点 估计 
中 平方 损失 那样 好 处 理 的 损 撩 函数， 但 也 有 某 些 成 果 , 即 使 从 
Neyman 理论 的 观点 看 也 很 有 兴趣 . 

Fisher 在 30 年 代 提出 过 一 种 区 间 估 计 法 一 一 信任 推断 法 . 
这 个 方法 偏离 了 常规 的 概率 论 ,是 一 个 引起 争议 的 题目 . 但 它 在 
历史 上 以 至 迄今 仍 有 一 定 的 影响 ,其 对 某 些 回 题 ,特别 是 重要 的 
Behrens-Fisher 问题 的 处 理 , 有 其 新 鲜 之 处 . 以 上 这 几 个 题目 将 
在 本 节 中 作 一 简略 的 介绍 . 


Bayes 区 间 估 计 


设 样本 分 布 为 rCzryg)dnCz) ED, 在 外 上 给 定 先 验 分 布 。 
则 在 有 了 样本 工 后 ,8 的 后 验 分布 为 
HdO|zx) 一 f(x,0)dv(0) / | fd, 07.25) 


Bayes 区 间 估 计 就 是 在 这 个 后 验 分 布 的 基础 上 , 找 一 个 依赖 于 z 
的 区 间 JCx}), 使 


好 (Jr|zT 1 一 如 (7. 26) 

且 如 有 可 能 ,总 是 职 JCz) 使 (7.26) 成 立 等 号 ， 几 是 满足 C7.26) 的 

区 间 估 证 .7, 称 之 为 有 后 验 置信 系数 或 Bayes 置信 系数 1 一“, 这 与 
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Neyman 意义 下 的 置信 系数 不 是 一 回 事 ( 习 题 50 一 52). 

这 种 区 间 估 计 方 法 的 优点 有 三 : 

1° 它 避 开 了 求 统计 量 抽样 分 布 这 个 难题 . (7. 25) 的 计算 无 原 
则 困难 , 找 Tz) 满足 C7. 26) 在 数学 上 也 不 存在 技术 性 困难 . 

2” 在 这 种 方法 之 下 ,从 精度 方面 比较 区 河 估 计 优 劣 的 问题 也 
好 解决 , 一 般 讲 , 不 难 确定 最 短 的 区 间 J Cz) 满足 (7. 26)， 如 以 长 
度 作 为 优良 性 标准 , 则 这 就 是 (在 一 定 后 验 置信 系数 下 } 最 优 的 
Bayes 置信 区 间 . 而 在 Neyman 理论 之 下 ,最 忧 解 存在 的 情况 少 之 
又 少 ， 

3* 后 验 分 布 不 取决 于 m, 故 样本 分 布 即使 为 离散 ,也 不 构成 困 
难 . 而 这 在 Neyman 理论 中 是 一 件 有 些 麻烦 的 事 . 

由 于 这 些 优点 ,Bayes 区 间 估 计 法 在 应 用 上 有 相当 的 地 位 . 这 
种 方法 也 有 其 问题 和 遭受 批评 的 地 方 , 即 先 验 分 布 如 何 定 . 这 是 
将 Bayes .方法 用 于 各 种 统计 推断 所 共有 的 问题 ,在 前 面 讲 Bayes 
点 估计 时 已 有 所 分 析 ,此 处 不 再 重复 了 ， 

以 上 所 论 者 为 求 置信 区 间 ， 置信 界 的 问题 完全 类 似 地 处 理 ， 
且 对 置信 界 而 言 , Bayes 解 ( 在 给 定 了 先 验 分 布 的 前 提 下 ) 是 唯一 
的 ， 例 如 Bayes 置信 系数 为 1 一 a 的 置信 上 界 , 就 是 满足 HC9<<3| 
Zz) 的 在 

例 7.9 XX iid, ,一 Ne ,a? 已 知 取 吕 的 先 验 分 
布 为 Ntp,T)，、 则 在 例 3. 6 中 已 算出 :在 给 定 样本 及 = (X，…， 
区 的 条 件 下 ,2 的 后 验 分 布 为 Wex, 咏 ) ,此 外 

Bx 一 (na 二 rip/no 二 tna? 十 ry) 1 
由 此 得 出 :Bayes 置信 系数 1 一 a 的 最 短 Bayes 置信 区 间 为 8x 土 
oxuonsBayes 置信 上 、 下 界 分 别 为 6x 十 oxus 和 9x 一 sexu， 这 区 间 并 
不 以 部 为 中 点 . 不 论 p, 取 值 如 何 , 它 与 Neyman 置信 区 间 次 士 
cao VY 7 总 不 同 ， 当 pj 二 0 天 rz 一 co 时 ,r 士 axao 以 此 区 则 为 极 
限 . 但 是 ,可 以 证 明 ( 习 题 48) :不 论 取 怎样 的 先 验 分 布 ,其 Bayes 
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置信 区 间 ( 指 Bayes 置信 系数 1 一 a 且 最 短 者 ) ,都 不 可 能 是 Ney- 
man 区 间 及 十 ouws/ Vn 

与 点 估计 的 情况 一 样 ,也 可 以 取 无 窃 测 度 v 作为 “ 先 验 分 布 ” 
只 要 | f(z,6)dv(9) < om 因而 (7. 25) 有 意义 就 行 . 决定 置信 区 间 
与 置信 和 界 的 作法 也 一 样 . 

如 在 本 例 中 , 取 先 验 分 布 dv 为 工 测度 d9, 则 得 0 的 后 验 分 布 
NE/ 而 Bayes 革 信 系数 1 一 “的 最 短 Bayes 置信 区 间 , 与 
(1 一 oyNeyman 四 信 区 间 马 十 az wa 重合 . 

例 7.10 其 有 二 项 分 布 B(x; 人 办， 取 闪 示 先 验 分 布 Be(a ,6 ， 


它 有 密度 芝 人 本 9 (1 一 9):7(0 < 之 9 之 1)d9 ,后 验 分 布 仍 为 
这 种 形式 的 分 布 , 即 Be(a 十 z, 6 十 2 一 上 z)， 最 短 Bayes 管 信 区 间 
[kz 多 (z)] 由 以 下 两 个 条 件 决 定 : 
Te 十 十 旺 
Tat etn zx) 
Bt-1¢1 :2 -#1 一 But 1(l 本 34， 
Bayes 区 间 居 计 也 可 以 作 决 策 函 数 方面 的 解释 这 时 先 验 分 
布 的 意义 只 在 于 对 风险 取 平 均 时 的 一 种 加 权 ，Bayes 方法 也 可 以 
只 是 作为 一 种 工具 ,以 寻求 具有 某 种 性 质 的 区 间 估 计 . 在 这 些 情 
操 下 , 先 验 分 布 的 “客观 ?性 要 求 不 是 一 个 问题. 这 些 都 与 点 估计 
的 情况 一 样 . 


从 统计 决策 的 观点 看 区 间 估 计 


从 统计 决策 的 观点 看 ,区 别 不 同 统计 问题 ,就 看 其 行动 空间 与 
损失 函数 如 何 取 . 具体 到 区 间 佑 计 , 其 行动 空间 就 是 半 平 面 A= 
(Ca,5):ab} ,或 其 一 指定 的 子 集 . 损失 隆 数 的 取 法 则 有 相当 的 
自由 度 . 如 对 例 ?7,9, 可 取 

LO [ab) 一 ma EAD)+ oa), (7.27) 


如 
| Bo+z-1(1 Gt" dy 一 1 a, 
让 
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za0 为 一 指定 常数 ,这 第 一 项 与 区 间 [e, 纪 是 否 调 盖 92 有 关 , 属 
于 “可 党 性 ”一 方面 :第 二 项 是 区 间 之 长 ,属于 “精度 ”的 一 面 .又 如 
Le,[e6])) = la—8|++ lb—8|, 

出 可 以 说 是 综合 了 这 两 个 方面 另外 ,也 可 以 把 47. 27) 的 两 项 分 
别 作 两 个 损失 函数 看 待 ,这 样 可 以 在 对 其 中 一 个 提出 某 种 条 件 的 
前 提 下 ,要 求 另 一 个 所 招致 的 风险 满足 某 种 优化 标准 . 例如 对 置 

信 系 数 必 出 一 定 要 求 的 前 提 下 ,使 平均 长 尽 可 能 小 . 

虽然 决策 理论 开拓 了 区 间 估 计 问 题 的 提 凌 ,但 有 关 的 优化 问 
题 能 得 到 解决 的 不 多 ,其 原因 在 前 面 已 指出 过 了 .下面 提 供 一 个 
有 完满 解决 的 例子 . 

设 样本 XW iid. ,一 N09,1), 要 作 旨 的 区 间 枯 计 ， 提出 
以 下 两 个 问题 : 

1 在 置信 系数 为 1 一 9 的 条 件 下 ,要 求 区 间 长 度 平均 值 的 最 大 
值 达到 最 小 ,有 即 supEe(b(X) 一 9(CX)) 最 小 . 

2 在 损失 靖 狼 (7.27) 之 下 的 Minimax 解 ,即使 

sup (m1 一 PoeB (XR) EEOCR)D 十 EC CR) — HX))) 

达到 最 小 . 

定理 7.7 以 上 两 个 问题 的 解 都 是 下 士 4, 对 适当 的 4(d 的 值 
将 在 定理 证 明 中 给 出 ). 

证 明 取 8 的 先 验 分 布 NC(0,&). 例 7.9 已 算出 ,9 的 后 验 分 

npg? = 


布 为 NT zB | .由 此 看 出 ,针对 损失 函数 (7. 27) 的 


Bayes 解 应 有 形式 ?i 士 4 ,其 后 验 风险 为 
gd) =d+m(l— EA 


9 ~ NCO,1). 


故 吕 二 dd Com, 二) 由 极 和 值 条 件 
gd msk)) 一 infg(d) 
而 确定 . 因 (9 一 鲍 ) 
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2 
gd) =1 + 7 d < + ne 


可 知 : 车 g(0) 二 1 一 加 "1 十 nA/A(W27zk) < 之 0, 则 存在 & 计 0, 使 

gD 0 当 dd,g' td)>0 当 qd 六 df, 这 时 dim,k)=4 为 g(d) 的 

唯一 最 小 点 . 车 g' (0) 实 0, 则 4m, 有 ) 二 0 为 gCq) 的 唯一 最 小 点 . 
融 

» , 当 m VT Ta/ ark) 1, 

dtm,k) = /nk 天 
放生 中 从 寺中- 二 7 寺 
当 m v1 a/ vonk) > 1， 


dj= 之 解 ， 


此 由 易 知 

0, 当 天 所 V2rjm， 

方程 Kvnd) = Gn vz) -之 解 ， 
当 吏 记 Y2r7z. 


区 间 佑 计 /= 义士 4(m,h) 有 常数 风险 gtq{(m:k)) ,其 
值 当 盖 co 时 收 化 于 qm)) ,此 处 
hld) =d++m(l — Bd Vn)), 
而 此 正好 是 区 间 佑 计 J 直下 土 d60) 的 (常数 } 风 险 . 按 定理 3, 3， 
知 J 就 是 在 损失 函数 (7. 27) 之 于 的 Minimax 的 解 . 这 证 明了 定 
理 7.7 关于 问题 2 的 部 分 . 
现 考 虑 问题 1'. 显然 ,dm) 是 h(td) 的 最 小 值 点 , 即 
hd}=1—m vnpd vn)Q=0 
之 解 . 当 m 一 Y2r/n 时 有 dlm) 二 0, 而 当 m 由 YY2r/R 上 升 至 oo 
时 ,dm) 由 0 疾 增 到 o0, 族 可 找到 m= 二 ro 使 dGn0) 一 wo/ Vn. 
易 见 ,16 二 六 士 Q mo) 就 是 问题 1° 的 解 ， 尘 实 .上 , 若 [0,(X) ,CX)] 


是 8 的 置信 系数 1 一 a 的 区 间 估 计 , 则 因 J 是 在 损失 函数 (7. 27》 
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好 (my = limad (mk) 一 | 
ke 


(其 中 到 一 m0) 下 的 Minimax 的 和 解 ,上 故 有 
sup (mt(1 一 PAO CR) EAR) + Ed (XY — D(X))) 


这 supR( ,7o) — ma uw Vn, (7. 28) 


由 于 [所 ,多 ] 有 置信 水 平 1 一 ay;, 故 
supft1 一 PePI(XY EOE (A))) Sma. 
出 此 ,结合 (7,28) , 立 得 
supEe(B,(X) — OX Iu vn, 
这 完成 了 所 要 的 证 明 . 定理 证 毕 . 

本 例 是 用 Bayes 法 解决 并 无 Bayes 统计 含义 的 问题 的 一 便 ， 
与 点 估计 Minimax 问题 求解 相似 .这 方法 还 可 用 于 某 些 较 复 杂 
情况 下 Minimax 问题 的 求解 ， 例 如 ,可 以 证 明 ; 设 样本 XX,，*… ,XX 
iid, ,一 NN(0,0) ,0E Ryo:>0 未知, 要 作 8 的 区 间 估 计 , 损 失 为 

LB olab)) = mide[a dD + — a)o, 
则 Minimax 解 为 一 样本 : 区间 估计 有 下士 es/ Yn ,另外 ,在 限制 置 
信和 系数 宇 1 一 a 的 条 件 下 ,使 supE (8.(X) 一 0,(X))/o 达到 最 小 的 


区 间 估 计 , 也 是: 区间 估 计 忱 十 i .Ca/2)s/ Vn. 
Fisher 的 信任 推断 法 


信任 推断 法 (Fidqucial Inference) 蚌 R, A. Fisher 在 30 年 代 初 
期 提出 的 一 种 统计 法 . 由 于 Fisher 在 统计 界 的 影响 ,这 种 方法 在 
当时 曾 引 起 统计 界 的 很 大 兴趣 , 且 是 一 个 引起 争论 的 题目 .我 们 
先 通过 一 个 例子 来 说 明 该 法 的 基本 思想 . 
例 7.11 设 忆 iid. ,一 N(8,1)， 要 据 此 对 未 知 参数 8 
作出 推断 . | 
利用 充分 统计 量 承 . X 有 分 布 N(98,1/n) ,或 写 为 
XO~ NCO,Ln). (7.29) 
按 我 们 送 今 为 止 采 取 的 看 法 ,9 是 常数 ,虽然 未 知 ,但 无 随机 性 ( 先 
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不 说 Bayes 统计 ), 随 机 量 是 腕 ，Fisher 把 (7. 29) 反 过 来 看 ;把 及 
看 成 已 知 ,而 认为 (7. 29) 确 定 了 8 的 一 个 分 布 ( 即 N( 玉 ,1/n), 玉 
此 处 视 为 常数 ), 称 为 6 的 信任 分 布 家 观 上 可 以 这 样 解释 ;在 抽 
样 得 出 XX,,… ,XX, 之 前 ,我 们 对 8 一 无 所 知 ,得 到 样本 以 后 ,对 #8 的 
情况 有 了 些 信息 ,但 并 未 确定 到 可 定 出 8 的 程度 ,而 只 是 对 其 取 各 
种 值 的 “信任 程度 "有 所 不 同 . 例如 ,在 样本 获得 前 ,我 们 对 “9 在 0 
到 2 之 间 ” 与 和 6 在 100 到 102 之 间 * 可 能 会 给 予 同等 的 “信任 *( 当 
然 , 这 里 假定 我 们 对 所 研究 的 现象 原来 毫 无 了 解 . 不 然 的 话 , 先 验 
知识 的 介入 会 使 我 们 对 “0<<9<s2? 和 “100 委 8 委 102” 的 信任 程度 有 
所 不 同 ). 但 如 抽样 得 系 =1, 则 我 们 对 “0 所 2< 妇 2 的 信任 程度 , 比 
之 对 " 100 过 ss102” 的 信任 程度 ,显然 会 大 有 差异 . 分布 NM( 驻 ， 
1/n) 对 这 种 信任 程度 给 对 了 量 的 刻画 . 

但 是 产生 了 一 个 问题 ,如 果 不 用 总 ,而 用 另外 的 统计 量 , 例 如 
样本 中 位 数 mm; 则 我 们 得 到 Yn (wm 一 分 的 一 个 与 8 无 关 的 分 布 ， 
由 此 也 可 以 产生 86 的 一 个 信任 分 布 ,与 前 面 所 得 不 同 ， 在 通常 的 
频率 学 派 中 这 一 点 不 成 问题 ,因为 下 与 m, 本 是 不 同 的 统计 量 ,其 
分 布 不 同 , 理 有 固然 . 而 此 处 谈 到 的 是 一 个 同一 的 量 一 一 8 的 信任 
分 布 , 它 应 有 确定 的 意义 ,不 随 导 出 它 的 方法 而 变 . 这 是 本 法 必须 
解决 的 一 个 基本 问题 . 

在 本 法 中 ,和 是 完全 充分 统计 量 ( 注 意 :完全 充分 统计 量 ” 的 
概念 源 出 于 “信任 推断 ”以 外 的 统计 理论 ,不 是 “信任 推断 ”这 个 概 
禽 的 基础 上 发 展 出 来 的 . 所 以 ,使 用 这 个 概念 本 身 , 就 表明 * 信 任 
推断 ”的 理论 不 能 自给 自足 了 ， 此 处 先 不 管 这 些 ,而 纯 从 技术 的 角 
度 着 眼 }. 因此 ,用 忌 而 不 用 wm, 或 其 他 统计 量 去 导出 信任 分 布 ， 
看 来 是 一 个 可 以 接受 的 选择 ， 在 认同 这 一 点 的 基础 上 ,排除 了 不 
唯一 性 , 推 而 广 之 ,一 些 类 似 的 场合 可 以 照 此 办 理 . 再 举 几 个 例 
子 . 

例 7.12 Xr Xd, ,~ (FTN) lr eml(r 0 dr, 
i 二 下 是 充分 统计 量 , 分 布 为 (T (najn-*) lie 0)dt， 
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因此 对 * 汪 0 有 
Pott 二 网 ) 一 Tra) | nr le “dz = g(aA)., 
人 


固定 i{ 即 和 ,把 上 式 视 为 9034 的 信任 概率 , 则 82>y 的 信任 概 
率 为 SG73). 由 此 得 出 9 信任 分 布 的 概率 密度 为 
ty ig Awy 一 《Tac)) (too le my (7.30) 
当 y>0, 而 当 ys0 时 为 0， 
例 7. 12 与 例 7. 11 有 一 点 不 同 , 在 例 7. 11, 蕊 的 密度 为 
Wn 
v2 
求 信 任 密 并 时 ,只 须 掉 换 上 和 68 的 作用 ;把 :固定 ,把 此 隆 数 视 为 8 
的 函数 就 行 . 在 例 7. 12 中 车 照 此 办 理 , 将 得 到 形 如 CO)y ee > 
的 信任 密度 ,与 按 “ 标 准 ” 方 法 得 出 的 表达 式 (7. 30) 不 同 . 
和 例 7.13 六 ,iid 一 Ra ,0ER',o>0 都 未 知 ， 记 
1 


n—1 


exp| 一 9 一 如 | 


S 一 


CX 一 ”以 及 


= vn (和 一 的 ja， 了 一 了 ja. 《7. 31) 
(及 ,5S) 为 完全 充分 统计 量 ， 按 上 述 作 法 ,要 从 其 分 布 “ 赛 "出 (8,0) 
的 信任 分 布 . 把 (又 ,3 变换 到 (,?) 有 其 方便 ,因为 后 者 的 分 布 与 
《ga 无关. 


因 后 ,了 7 独立 ~-NCO0,1))7 有 密度 人 -exp 


n—1] 
E10 


ea 


2 
Fe = Cur exp| 一 "| I >> 0), (C7, 32) 


技 以 上 几 例 的 作法 , 求 (8,a) 的 信任 分 布 要 如 下 进行 : 福 {(&,7) :7 
> 人 内侍 取 一 集 4. 按 (7, 32), 有 


PUEN E A) = | feé ,maedr. 


>>0),($, 罗 的 联合 密度 为 | C, 一 2 
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另 一 方面 , 集 {(, 让 EE A} 可 转化 为 (通过 C7. 31)) {09,0) 二 的 形 
式 , 于 是 得 到 

Par,0) E A) ‖ Asspasay (7. 33) 
在 本 例 中 , 因 $,7 独立 ,可 用 一 简便 的 算法 :由 (7.31) 第 二 式 有 
= 一 377 视 为 已 知 , 而 ?了 的 密度 也 已 知 ,这 样 算 出 e 的 (信任 ?密度 
为 


Cn 1)s 
207 


给 定 g 时 ,8 二 及 一 ot/ wn. 给 定 o 相当 于 给 定 7, 而 此 对 的 分 布 
无 影响 . 故 0ie~N( 玉 ,a?/n) ,其 密度 为 or V7 2 -0)|， 
由 此 得 (58,c) 的 联合 信任 第 度 为 


Ilo > 0). 


站 (5) 一 Cos lo "exp 


g-! /nd 0 ho =e vi i 
0 YDno 
站 exp| Po 2 )s rexp 到] re> DY. 


(7. 34) 
如 按 “ 正 规 ”《 即 (7.33) 式 ) 的 方式 算 , 结 果 也 一 样 . 证 明 很 容易 , 留 
作 习 题 5 习 题 61). 
把 (7.34) 对 go 从 0 到 oo 积分 ,得 出 8 的 边缘 密 度 , 结 果 是 
Vn (0 — KY/S ~ ti. (7, 35) 
这 形式 上 与 我 们 早 就 知道 的 结果 一 祥 , 但 解释 不 同 , 在 以 前 ,8 是 
视 为 常数 ,而 ( 筷 ,S) 为 随机 变量 , 在 此 则 答 好 反 过 来 ,利用 
《7. 35) ,就 可 以 作出 98 的 “信任 区 间 佑 计 *” 及 土 Si._1(a/2)/ vw ,其 
“信任 系数 ”为 1 一 a， 这 形式 上 也 与 以 前 得 出 的 : 区间 佑 计 完 全 一 
样 , 但 解释 不 同 :在 Neyman 理论 中 ,说 置信 区 间 有 丸 土 St,_, Ca/2)/ 
vn 有 管 信 系数 1 一 a, 是 指 在 多 次 抽样 (每 次 样本 量 为 a) 下 ,所 算 
出 的 上 述 区 间 中 ,的 有 100(1 一 疏 免 的 区 间 能 包含 8 而 在 信任 推 
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断 中 ,意思 是 ; 当 有 了 样本 和 ，…X- 时 ,我 们 对 “区 间 
下士 St,_1Ca/2)/ Vx 能 包含 0" 这 件 事 信任 的 程度 是 1 一 a. 理论 上 
讲 意 义 完全 不 同 , 从 实用 的 观点 看 ,只 好 说 它 不 过 是 用 不 同 的 方式 
表达 了 一 个 意思 ， 这 也 就 看 出 一 个 问题 : 虽 则 充分 统计 量 的 使 用 
在 一 定 范围 内 对 信任 分 布 的 寻求 给 了 一 个 瞧 一 的 规则 ,但 往往 所 
得 结果 只 是 原先 理论 中 某 个 结果 的 另外 说 法 ,不 能 产生 新 东西 . 
但 也 不 见得 总 是 如 此 ,著名 的 Behrens-Fisher 问题 即 其 一 梧 ， 可 
以 说 ,在 当时 ,这 个 例子 是 引起 统计 学 者 对 信任 推断 法 感 兴趣 的 一 
个 重要 原因 . 

例 7.14 样本 i,… ,Xiid. ,一 Na) 7。 iid.， 
1 YX- x) “， 


如 一 二 


一 Nb,oi) ,全 体 独立 . 记 S = 


Va 


1 2 7 一 ?| ”在 例 7. 13 已 证 明 ， 


1 1 
Vr 
9 的 信任 分 布 与 素 一 Si 同 y# ts 1 
名 的 信任 分 布 与 一 Sst; 同 so tn ls 
且 二 者 独立 . 因此 
(外 一 肌 ) 一 (了 一 总 ) 的 信任 分 布 = Ssts 一 S14 的 分 布 . 
此 处 ,ti 独立 ,而 S51,5; 视 为 常数 . 变量 Sots 一 Siti 形式 上 包含 四 
个 参数 :5,,5; 及 自由 度 坟 一 1 和 ns 一 1， 可 以 减少 一 个 ; 令 名 一 


arIccosftssyvV S53) ,i 


W = (cosg)ts — (sing)i. 
这 是 一 个 只 包含 三 个 参数 夫 w 一 1 和 如一 1 的 .关于 0 对称 的 分 


布 ， 若 找 出 这 分 布 的 上 e/2 分 为 点 c, 则 当 取 ( 卫 一 RK) 圭 WSI 十 SBe 
作为 名 一 员 的 区 间 估 计时 , 它 有 “信任 系数 ”1 一 a。 在 Fisher 各 
Yates 所 著 的 《Stratistical Tables 3》 中 载 有 这 分 布 的 表 . 
这 个 解法 创新 之 点 在 于 ;: 它 给 出 的 区 间 确 切 地 具有 指定 的 信 
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访 ; 一 


任 系 数 . 这 一 点 用 Neyman 方法 做 不 到 (习题 4)、 如 果 坚 持 概率 
的 频率 解释 ,这 种 解 是 不 能 令 人 接受 的 ,置信 区 间 理 论 创 立 者 
Neyman 基于 这 种 立场 ,在 一 项 工作 中 对 上 述 解法 作 了 评论 ,主要 
有 两 点 :一 是 信 伯 分 布 的 导出 ,以 至 这 概念 本 身 ,都 缺乏 根据 ;二 是 
他 通过 计算 证 明 : 这 样 定 出 的 区 间 估 计 , 并 不 具备 在 他 的 意义 下 的 
置信 系数 1 一 a. 他 就 到 一 12,m 一 6 利 x 一 0.05 的 特例 ,算出 上 述 
信任 区 间 能 包含 名 一 和 的 概率 (频率 意义 下 的 概率 ) ,与 比值 e 一 
myos 有关: 当 p 一 0,1,1 和 10 时 ,这 概率 分 别 是 0.966,0. 960 和 
0. 934，Neyman 的 计算 证 明了 ,Fisher 的 信任 推断 与 Neyman 的 
区 信 区 间 确 不 是 一 回 事 . 但 是 ,如 以 信任 推断 法 不 是 基于 频率 概 
率 而 否定 它 , 则 赞成 这 种 方法 的 人 未 必 能 接受 ， 因为 ,通过 数据 对 
总 体 进行 推断 的 问题 ,本 就 不 是 纯 数学 的 ,一 种 方法 ,只 要 自身 能 
相 容 而 在 实用 上 又 有 和 良好 表现 ,就 有 自 成 学 派 的 理由 ,而 不 能 以 它 
是 否 与 某 种 现存 理论 (如 频率 概率 论 ) 相 一 致 ,来 作为 肯定 或 否定 
它 的 唯一 根据 信和 仙 推 断 法 的 问题 ,从 逻辑 上 讲 , 不 在 于 此 ,而 在 
于 它 未 能 对 * 信 爷 分布" 的 概念 建立 一 个 相 容 的 理论 ,特别 是 ,未 能 
指出 一 个 无 歧义 的 ,在 普遍 人 情况 下 适用 的 求 信任 分 布 的 方法 . 

至 于 Neyman 指出 的 第 二 点 ,在 信任 推断 论 者 看 来 ,只 不 过 说 
明了 Fisher 的 方法 与 Neyman 的 方法 不 是 一 回 事 , 尚 不 能 据 此 类 
定 其 是 非 . 客观 地 看 ,如 果 拿 Neyman 理论 作为 一 个 已 有 坚实 基 
础 的 参照 点 , 则 Fisher 方法 在 ma ,as 都 不 太 大 且 有 较 大 差距 ,而 p 
二 ou/6s 又 有 很 大 跨度 的 条 件 下 ,其 信任 系数 沿 能 与 Neyrman 的 
置信 系数 只 有 很 小 的 差距 这 个 事实 ,倒是 说 明 ,至 少 对 本 问题 而 
言 ,Fisher 的 方法 是 可 以 放心 的 . 

一 脱离 有 充分 统计 量 ( 其 个 数 要 与 参数 个 数 相 同 ) 的 场合 ， 
何 确定 信任 分 布 的 问题 ,就 没有 清楚 的 回答 . 在 以 后 的 年 代 里 ,一 
些 学 者 进行 过 研究 ,起 在 其 些 更 少 的 限制 下 ,制定 出 合理 自然 而 有 
一 意 性 的 定 信 和 任 分 布 的 规则 ,但 看 米 还 谈 不 到 有 什么 根本 性 的 进 
展 . 
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信任 推断 法 在 一 个 基点 上 与 Bayes 法 相似 , 即 企图 通过 样本 
摘出 参数 的 一 个 分 布 (信任 分 布 .后 验 分 布 ) ,以 之 作为 当前 对 未 知 
参数 知识 的 概括 ， 不 同 的 是 ,Bayes 方法 要 借助 “外 力 *, 即 先 验 分 
布 , 而 Fisher 方法 不 需要 .Bayes 方法 因 其 先 验 分 布 的 哲学 意义 
及 指定 先 验 分 布 的 “主观 ?性 而 遭受 批评 ， 克服 这 -弱点 ,可 能 是 
Fisher 创立 其 方法 的 动机 .可 是 ,Bayes 方法 因 其 有 了 这 一 “外 力 ” 
之 助 ,在 方法 二 有 了 一 意 性 :你 可 以 不 同意 它 , 但 你 不 能 说 其 方法 
有 歧义 ,因为 后 验 分 布 有 一 意 性 的 算法 ，Fisher 的 方法 为 避免 先 
验 分 布 , 却 生 出 了 更 麻烦 的 问题 .信任 推断 法 终究 (至 少 到 目前 为 
止 ? 未 能 与 频率 统计 和 Bayes 统计 鼎足 而 三 ,就 在 于 没有 解决 这 个 
根本 问题 ,我 们 对 这 个 方法 的 简略 论述 就 到 此 为 止 . 作者 的 本 意 
是 不 带 什 么 倾向 性 .科学 的 发 展 是 难于 预测 的 ,更 确定 的 结论 还 
得 要 留待 将 来 , 
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第 八 章 ”线性 统计 模型 


线性 统计 模型 ,或 简称 线性 模型 ,是 指 如 下 形式 的 一 类 模型 ， 
YopP, PX .+ BX,+e. (8. 1) 
例如 ,7 是 某 种 农作物 单位 面积 产量 ,Xi，…， 分 别 是 单位 面积 
播种 量 .施肥 量 .… 等 等 ,se 是 随机 误差 . 了 可 称 为 目标 变量 , 因为 
它 是 研究 者 主要 关心 的 对 象 , X，…,X 称 为 解释 变量 ,意思 是 ， 
这 些 变 量 所 代表 的 因素 ,解释 了 了 值 的 形成 . 在 许多 情况 下 ,诸多 
与 了 之 间 有 明显 的 因果 关系 (如 本 例 ), 套 也 常 称 诸多 为 自 变 量 ， 
7 为 因 变量 . 有 时 , 诸 逐 与 Y 之 间 并 不 存在 明显 的 因果 关系 ,我 
们 也 还 是 维持 这 个 称呼 ， 
e 是 模型 的 随机 误差 , 故 也 称 模 型 误差 . 它 反 映 了 了 了 值 构成 
中 ,由 大 量 偶然 性 因素 药 影 响 所 形成 的 那 部 分 ,或 更 确切 地 说 , 没 
有 被 诸 基因 素 所 反映 的 那 部 分 . 例如 “施肥 量 ” 这 个 因素 ,如 在 操 
作 中 ,对 田地 各 处 施肥 量 都 给 巴 了 精密 的 定量 控制 , 则 “施肥 量 ” 作 
为 一 个 系统 性 因素 即 了 X 因素 进入 模型 (8, 1), 而 不 是 误差 . 反之 ， 
若 在 操作 时 只 有 一 个 很 “天 概 ?” 的 重 , 则 各 处 施肥 量 会 有 未 受 控 制 
的 差异 ,其 影响 就 归 和 人 了 随机 误差 es. 因此 ,更 确切 地 说 ,e 是 由 那 
些 在 研究 中 不 能 控制 ,未 加 控制 的 因素 及 种 种 偶然 性 因素 所 构成 . 
要 降低 = 的 影响 ,就 需要 尽量 找 出 对 了 有 影响 的 各 种 系统 性 因素 ， 
把 它 从 e 中 分 离 出 来 . 但 这 样 做 ,受到 当 针 的 科学 水 平 . 实 验 条 件 
及 人 、 财 、 物 等 各 种 条 件 的 制约 ,而 且 也 不 见得 一 定 有 利 . 因为 模 
型 (8.1) 中 的 大 了 ,“ 线 性 "这 一 部 分 的 代表 性 一 般 会 降低 ， 事实 
上 ,在 (8. 1) 中 ,我 们 总 可 以 调整 之 值 使 Ee 一 0, 这 就 等 于 说 
EC 或 班 确切 地 说 ,给 定 诸 总 值 时 ,7 的 条 件 期 望 E{Y | 区 }) 基 庄 
区 的 线性 消 数 ， 真 实情 部 是 ,EC7) 是 诸 总 一 个 很 复杂 的 函数 , 当 
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p 较 小 时 ,用 线性 函数 逼近 可 能 反而 好 一 些 . 另外 ,pp 太太 时 ,统计 
分 析 的 可 靠 性 和 精度 可 能 有 降低 . 因此 ,在 实际 问题 中 ,总 是 选取 
为 数 不 太 多 的 ,可 能 对 Y 影响 最 大 的 因素 作为 自 变量 . 具体 选择 
依赖 对 所 研究 的 问题 的 专门 知识 ,数理 统计 学 上 也 发 展 了 一 些 理 
论 和 方法 来 对 付 这 个 问题 ,此 即 模型 或 变量 的 选 拌 问题 . 

在 模型 58. 1) 中 ,了 总 是 随机 变量 。 至 于 诸 基 ,有 两 种 情况 :一 
种 是 其 值 可 事先 指定 ,如 上 例 中 播种 量 ,施肥 其 . 这 种 情况 出 现在 
受 控制 的 试验 的 场合 ,如 通过 试验 去 研究 种 种 因素 ( 诸 下 } 对 一 种 
产品 质量 ( 7? 的 影响 诸 XX 之 值 在 试验 中 由 人 适当 安排 ,如 和 何 安 
排 ( 以 便于 在 尔后 的 统计 分 析 中 发 挥 更 大 的 效果 ), 是 数理 统计 学 
中 “试验 设计 ”这 个 分 支 的 研究 内 容 ， 在 这 些 情况 下 , 诸 玉 视 为 非 
随机 的 值 . 

另 一 种 情况 是 , 诸 X 之 值 与 一样 , 同 是 观察 一 随机 抽样 得 
来 的 个 体 时 所 得 ,而 非 出 于 事先 按 排 . 例如 人 的 身高 (X)7 和 体重 
YY, 可 以 认为 大 致 上 有 如 下 关系 ; 

Y= 十 是 
从 一 群 人 中 随机 抽 一 个 ,就 量 出 一 对 值 (X,Y) ,及 值 并 不 能 事先 安 
排 ， 对 这 种 情况 ,只 能 把 庄 耻 也 视 为 随机 变量 . 

从 统计 理论 上 说 ,这 两 种 情况 有 很 大 的 凑 异 . 诸 习 为 随机 的 
情况 属于 “和 凶 元 统计 分 析 ” 的 范围 ,理论 更 复杂 ; 节 为 非 随机 的 情 
况 则 属于 一 元 统计 (只 涉及 一 个 随机 变量 了 ) ,理论 较 简 单 ,方法 上 
也 如 此 . 另 有 一 些 只 在 诸 勤 为 随机 时 才 有 的 问题 . 实用 上 ,有 时 
把 一 些 诸 为 随机 的 情况 ,也 当 作 非 随机 情况 去 处 理 . 这 在 诸 习 
和 了 有 一 个 联合 多 元 正 态 分 布 时 是 合理 的 ,因为 这 时 在 给 定 诸 总 
的 条 件 下 ,了 的 条 件 分 布 为 正 态 ,其 条件 ) 期 望 有 Po 十 BX 十 … 
十 BR 的 形式 , 且 条 件 方差 为 常数 ,与 诸 碟 的 给 定 值 无 关 . 在 本 
章 中 ,如 无 特别 申明 ,总 是 把 诸 及 视 为 非 随机 的 ， 

有 关 模 型 (8. 1) 的 另 一 个 重要 之 点 ,是 诸 叉 取 值 的 性 质 ， 有 
三 种 情况 : 
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1° 各 X; 都 连续 取 值 ， 这 时 (8.1) 党 称 为 回归 分 析 模 型 . 
2 各 XX; 都 只 取 0、1 两 值 . 这 时 58. 1) 常 称 为 方差 分 析 模 型 . 
3" 1".2" 两 种 情况 兼 而 有 之 . 这 时 (8. 1) 称 为 协 方 差分 析 模 
型 . | 

这 些 名 称 意义 的 较 仔 细 的 解释 ,及 几 种 情况 在 统计 分 析 上 带 
来 的 差异 ,将 在 后 面 解释 . 

最 后 要 谈 到 一 点 是 ,8. 1) 包 含 了 那些 经 过 变数 代 换 能 化 归 线 
性 的 模型 ， 一 般 形 式 是 

Y=B 二 PAC KX) 二 二 Bf,(Xirn KN) 十 e， 

其 中 Ff 是 Rl 的 已 知 函 数 ， 令 克 一 太 ( 和 1 sr Nl 
Ep; 以 ZZy 为 新 的 自 变量 ,就 化 归 (8. 1) 的 形式 . 酌 如 多 
项 式 模 型 Y= Bo 十 记 X 苹 十 下 十 BX? 十 es 令 卫 ,一 Xi,1 太 1 之 ,化 为 
线性 形式 (8. 1). 


线性 模型 的 数据 形式 


以 上 所 讲 的 是 线性 模型 的 理论 结构 ,在 应 用 上 ,一 旦 树立 起 
这 样 一 个 模型 , 则 研究 者 所 关心 的 ,是 模型 中 一 些 有 关 未 知 量 的 县 
体 值 , 即 常数 项 po， 回归 系数 局 ss (这 是 回归 模型 下 的 称呼 ， 
在 方差 分 析 中 另 有 其 称呼 , 见 后 ), 及 与 误差 e 的 分 布 有 关 的 量 , 例 
如 其 方差 至 , 它 综合 地 反映 了 误差 一 项 影响 的 大 小 ,而 为 要 对 这 
些 量 作 统 计 推断 ,必须 经 过 试验 或 观察 取得 数据 . 

设 共 进 行 了 = 次 试验 或 观察 (以 后 只 说 试验 ), 在 第 * 次 试验 
中 9 sp 分 别 取 值 Ti] perips 取 值 Y;; 而 误差 Ee 取 值 ei: 广 
意 。 是 不 可 观察 的 ,因而 e; 的 值 并 不 知道 ,这样 有 个 方程 : 

Y=pBt prt hrs tt el Ri. 8. 2) 
在 线性 模型 的 研究 中 ,用 乍 阵 的 写法 更 简便 ， 我 位 先 引 进 一 个 形 
式 的 自 蛮 薛 有 0=] : 则 (C8. 2 可 写 为 Y= Prwt Pxis 二 0 ; 然 
后 重新 编号 , 仍 从 1 开始, 这样 可 把 (8. 2) 写 成 六 二 记 xa 十 十 
Poxipt- er 的 形式 . 令 
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i {Tas sip)', 8 一 CB ,Py s 
可 以 把 (8. 2) 写 为 
Y= x 二 ee 1 和 ?下 (8, 3) 
如 有 必要 突出 常数 项 = 的 存在 ,也 可 把 (8, 3) 写 为 
Y= 二 十 zp 十 ei， 


以 后 再 说 . 引进 和 矩阵 
el 
;} = | : / ， 《8. 4) 
er 
可 将 (8. 3) 归 一 为 简洁 的 矩阵 形式 : 


Y = XA 2. (8. 5) 
注意 此 处 的 Y,e 是 按 (8. 4) 定 义 ,与 原来 (8. 1) 中 的 意义 不 同 . 以 
后 如 无 特别 申明 ,总 是 指 这 个 意义 . 《8. 5) 称 为 线性 模型 的 数据 形 
式 ,通常 提 到 “线性 模型 ”一 语 ,一 般 总 是 指 (8.5) 而 非 58. 1). 
本 章 的 内 容 , 就 是 研究 模型 (8, 5) 中 未 知 量 的 统计 推断 的 理论 
和 方法 . 其 中 一 部 分 ,与 模型 按 壮 取 值 分 类 的 所 属 没有 关系 或 关 
系 较 小 ,作为 一 门 基础 课 , 这 部 分 是 我 们 的 重点 ， 另 一 些 方法 和 理 
论 与 模型 所 属 类 别 有 更 大 的 关系 ,这 构成 统计 学 中 一 些 专门 分 支 ， 
如 回归 分 析 , 方 差分 析 等 的 内 容 . 本 章 所 讲 是 进一步 研究 这 些 专 
门 分 支 的 必 备 基础 . 


8.1 最 小 二 乘 估计 


本 节 研究 回归 系数 向 量 8 及 误差 方差 ve 的 点 估计 问题 . 先 考 
虚 前 者 . 为 估计 8, 现 今 回 归 分 析 中 发 展 了 许多 方法 ,其 中 迄今 为 
止 应 用 最 广 ,计算 最 简便 且 又 作为 其 他 若干 方法 的 出 发 点 的 , 仍 推 
最 小 二 乘法 .这 个 方法 的 意思 是 , 找 ,使 |Y 一 X81: 一 B10Y, 


一 x‘;8)? 达到 最 小 , 即 以 其 极 小 值 点 8 作为 8 的 信 计 , 称 为 最 小 二 
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散居 计 (Least Squares Estimate , 简 记 为 LSE). 

先 从 几何 前 度 考察 一 下 这 个 问题 是 有 益 的 . XX 的 个 列 向 量 

一 个 线性 空间 , 记 为 MX). 当 忆 路 总 R* 时 ,XP 跑 遍 (XY. 
故 知 她 为 有 的 TSE 的 充 要 条 件 为 :Xp8= 了 在 上 (X) 中 的 ( 正 交 )? 授 
影 了 . 这 个 分 析 证 明了 LSE 必 存 在 ,其 是 否 唯一 , 则 取 诀 于 由 基 有 
可 否 唯 一 决定 ,而 这 丸 取 决 于 矩阵 叉 是否 * 列 满 秩 ”, 即 zk(CX) 是 
否 为 p. 这 样 ,我 们 证 明了 :LSE BP 必 存在 , 当 rk(X) 一 p 时 ,LSE 
唯一 ,否则 不 唯一 . 这 个 讨论 没有 解决 如 何 计算 的 问题 ,为 此 ， 
我 们 对 表达 式 | 了 一 X8 1? 中 户 各 分 量 品 ,… ,PB, 求 偏 导 并 令 之 为 
0, 得 到 如 下 写成 矩阵 形式 的 方程 ， 

SA = XY, 5= XX, 《8. 6) 
它 称 为 线性 模型 (8. 5) 的 正规 方程 S 这 个 和 矩阵 在 今后 的 讨 沦 中 
有 重要 作用 , 故 用 之 专 记 关 ' 玉 ,关于 (8. 6) 的 解 , 有 以 下 的 定理 ，; 

定理 8.1 1 (8. 6) 必 有 和 解 , 

2” (8. 6) 的 任 一 解 为 8 的 LSE. 

3° 8 的 任何 LSE 必 为 (8. 5) 的 解 ， 

证 明 因 XYEptX), 要 证 38 一 与 了 有 解 , 只 须 证 ACE ) 一 
AS 显然 At CA 现 设 aas 刚 全 嫩 瑟 一 0, 故 
a'X'Xa 一 0, 因 而 a'X' 一 0 即 a_]y(X')， 这 证 明了 CX)Cp(S) 
因而 gCX) 一 ptS). 这 证 明了 1*， 现 设 户 为 (8. 6) 的 一 解 , 则 对 任 
何 5, 有 


IY— Xel:= | CY ~ XP) + XB 
= |Y— XP?+ | XH) |: 

+ 208— bX'Y — Sh. (8. 7) 
因为 (8,6) 的 解 , 右 边 第 三 项 为 0; 故 上 Y 一 X56: 守 上 了 一 Xp 
上 2 这 对 一 切 如 成 立 , 故 及 为 下 7 一 Xp :的 最 小 值 点 ,这 证 明了 
2". 最 后 , 设 记 为 上 了 一 X'8 ?的 -- 最 小 值 点 . 取 (8.6) 的 一 解 5， 
其 存在 已 在 上 面 证 明 . 在 (8.7) 式 中 摸 上 5 为 上 ,为 5, 则 由 为 
(8. 6) 之 解 ,得 上 7 了 一 XB 上 :二 7 了 一 X65? 十 上 HX(2 一 5) ?由 于 
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为 最 小 值 点 ,由 上 式 得 XX(B 一 丰 :一 0, 即 和 8 一 X0, 故 
SB = X'XBP) = KX'(Xb) = Sb = X'Y, 
这 证 明了 户 是 (8.6) 的 解 ， 定理 证 毕 . 

据 这 个 定理 , 求 LSE 只 人 须 解 一 个 线性 方程 组 , 目 LSE 可 表 为 
Yl, 的 线性 函数 ,其 统计 性 质 较 易 研究 . 这 两 个 优点 ;是 
LSE 得 以 风行 的 主要 原因 . 

如 果 式 (XY) 二 pp, 则 rk(S)== 户 ;而 《8.6) 有 了 唯一 解 

p= 5 XY (C8. 8) 
若 rk(X)<p, 则 5S 为 降 秩 ， 这 时 ， 正规 方程 (8, 6) 的 解 ,可 通过 5 
的 广义 逆 3 表 为 3 和 7. 本 章 中 用 到 的 少量 广义 道 知识 可 参看 
附录 . 


可 估 函 数 . Gauss-Markov 定理 


再 回 到 正规 方程 (8. 6), 车 忠 (XI)<6, 刚 LSE 僻 不 叭 一 ,这 时 
称 8 为 “不 可 估 ” 的 . 这 样 定 义 有 其 不 恰当 之 处 , 即 把 8 的 是 否 可 
估 与 一 个 具体 的 ( 即 LSE) 佑 计 方 法 联系 起 来 . 但 我 们 可 从 另 一 个 
角度 考察 . 若 永 (XX) 忆 pp, 则 XB 不 能 唯一 决定 8, 就 是 说 ,有 许多 
不 同 的 ,如 Pn: Bes ,使 Bo Bo = 四 这 样 一 来 .模型 
《8. 5) 中 的 如 没有 了 确定 的 含义 ,因此 不 论 用 什么 方法 都 无 法 估 
计 它 . 

8 的 可 估 性 还 可 以 从 更 直接 的 意义 去 理解 ,为 此 , 先 对 误差 e 
引进 条 件 

Ee 一 曲 , {8. 9) 
若 rE(X)<< 记 , 则 8 的 任 一 线性 估计 4Y (4 是 pXn 常数 矩阵 ) 痢 
不 可 能 是 8 的 无 偏 估计 ， 事实 上 ,车 AY 是 无 偏 佑 计 , 则 由 (8, 9)， 
有 
P= EC(AY}— A:EY = A(XA) + Ee = AX .Hh. 
此 对 一 切 8E R?* 成 立 , 故 应 有 AX 二 7,(p 阶 单位 阵 ) ,由 此 将 得 
rk(X)=p, 与 rk(X) < p 不 合 . 
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总 结 一 下 ,我 们 给 8 的 不 可 佑 性 下 了 三 个 等 价 的 定义 :LSE 
不 瞧 一 ;XB 不 唯一 决定 8;8 没有 线性 无 偏 估计 . 这 三 者 都 等 价 于 
一 件 事 :rkC(X)<p. 

这 样 看 ,是 否 在 rk(X)<<p 时 ,模型 (8.5) 就 无 用 了 ? 却 又 不 
然 ， 因 为 我 们 感 兴趣 的 ,对 我 们 有 用 的 ,不 必 是 整个 8, 也 可 能 只 
是 其 某 些 分 量 ,或 一 般 地 ,其 某 些 线性 函数 “8 

称 co8 为 可 估 , 奶 存在 其 一 个 线性 无 储 佑 计 aY, 很 容易 证 
明 :;c'B 可 估 的 充 要 条 件 是 :cE wtX')， 事实 上 ,车 cE pK'), 则 存 
在 ea 使 < 一 和 "ea ,这 时 Eta Y= 一 a XB=c'B, 即 a'Y 为 ce'8 的 无 偏 佑 
计 . 反 过 来 , a' 了 为 co 甩 的 无 偏 估 计 ; 则 cB8==E (la'Y)==a'XP 对 一 
苇 BER', 放 c= 而 cc 一 X'aE (RI'). 

也 容易 证 明 ;c'8 的 可 估 性 也 像 8 的 可 个 性 一 祥 , 可 按 三 种 方 
武 定义, 它们 是 等 价 的 ,细节 留 给 读者 作为 习 颐 (习题 3). 

设 c' 为 可 入 沙 数 ,8 是 8 的 LSE, 则 称 c' 记 为 c'8 的 LSE， 容 
易 证 明 ,c'B 与 户 的 取 法 无 闫 , 且 ce' 信 是 必 '8 的 -一 个 线性 无 偏 估 计 . 
事实 上 ,由 cB 可 佑 , 知 c' 一 aXX, 故 ca'XB， 但 前 已 指出 :XX 户 
是 了 在 jx(X}) 内 的 投影 站 ,与 入 的 取 法 (如 户 木 唯 一 } 无 美 . 这 证 明 
了 ci 月 与 上 8 的 取 法 无 关 、 其 次 ,把 B=S-X'Y 代入 ec'P 二 a'XB, 得 

ElceA)=E(a' XS XY)—a Xs KX'XP=a' XP—ep, 
这 证 明了 c' 疡 的 无 偏 性 . 这 里 用 了 XS-X' 久 二 及 , 见 附录 CA1) 式 . 

由 这 个 结果 自然 地 提出 一 个 问题 :在 <8 的 所 有 线性 无 信 个 
计 中 ,能 否 找 到 比 LSE c'8 更 好 的 ? 这 要 看 * 好 ”的 准则 如 何 ,及 误 
差 。 所 满足 的 条 件 ， 对 前 一 个 问题 ,我 们 把 准则 定 为 (在 无 偏 的 前 
提 下 ): 方 差 合 小 人 鳃 好 ,而 方差 最 小 的 线性 无 偏 估计 , 称 为 最 佳 线性 
无 偏 估 计 (Best Linear Unbiased Estimator; 简 称 BLUE)., 下 面 著 
名 的 结果 是 景 小 二 恢 法 的 基本 定理 ， 

定理 8.2 设 模型 (8.5) 中 ,误差 e 满足 Ee 一 0 及 

COV(e = oT, (0 < og < 00), C8, 10) 
则 任 一 可 估 函 数 co8 的 LSE -请 ,就 是 它 的 唯一 的 BLUE. 
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证 明 国 c8 可 侍 ; 有 c =a'X. 故 避 8 一 和 8 一 < 了 王 
ay 一 (XKS Xa 二 a 在 jC(X}) 的 投影 ( 见 附录 ,定理 3), 芭 a 可 
下 为 a ads | pCX). 有 

Varle'P) = Nal ?a’, 

现 设 BY 为 a8 的 任 一 线性 无 依 估 计 , 则 cB2=ECY) 一 XB, 对 
一 切 B8, 瞩 c' 二 BX. 但 c' 一 a 六 故 (B 一 a》XR==0 即 Bp 一 a (XX)， 
此 5 一 a 一 4 ,qj(X), 因 而 5=a 十 4 二 a 十 {azs 十 Q) ;其 中 aEp 
(XX),as 十 d | x(X),， 有 

Var 人 BY) =|al+t letadl Ye | al ?= Var(e'f), 
这 证 明了 c' 户 为 BLUE. 上 式 等 号 当 上 且 仅 当 aa 十 d 一 0 时 成 立 . 这 
时 b=a, ,而 bY=a'lY=e'p. 这 证 明了 cp 的 唯一 性 . 定理 证 毕 . 

由 此 定理 立即 得 出 : 

系 车 c8,1 志 1 记 m ,都 是 可 佑 函数 , 划 其 和 eCe 一 2 ) 
的 BLUE ,等 于 各 c'8 的 BLUE 之 和 . 

事实 上 , 按 本 定理 ,ch8 的 BLUE=cB= 2ier 有 一 (8 
的 BLUE). . | 

条 件 (8. 10) 常 称 为 Gauss-MarkovCGM) 条 件 , 而 定理 8. 2 则 
称 为 GM 定理 ,为 简便 书写 ,以 后 把 Ee 一 0 也 算 作 GM 条 件 的 一 
部 分 GM 条 件 要 求 各 误差 e1,… ,es 两 两 不 相关 且 有 等 方差 , 当 
eye 为 id.Ee 一 0 且 Ee? < 到 co 时 ,这 当然 成 立 . GM 条 件 是 
iid. 条 件 的 弱化 . 目下 还 用 不 着 比 GM 条 件 更 强 的 假定 . 

如 果 进 一 步 假 定 误差 有 正 态 分 布 ,就 可 以 证 明 更 强 的 结果 : 

定理 8.3 设 在 模型 (8,5) 中 ,误差 e,*…,e,iid. 且 有 公共 分 
布 N(0,o) ,o>0, 则 可 个 函数 cp 的 LSE cp 是 8 的 MVUE， 
即 在 ce'8 的 一 切 ( 不 限于 线性 ) 无 偏 估 计 的 类 中 ,有 一 致 最 小 的 方 
差 ， 


证 明 了 有 密度 
341 


疡 十 1 


CV2z0) rexp{ — ailY ~ XB") = (Yo) exp( 07T,) , 


其 中 
=— /20 = /oi = pl1: 
7 一 VY,T,,, = ny， 一 X'Y 
的 第 分量 ,1s5 委 户 此 为 一 指数 型 分 布 族 , 其 参数 空间 
{CBO OO Lo oo EE R’) 
有 内 点 . 故 按 定理 2.2, (TT,,… ,人 ,41)) 为 完全 充分 统计 量 . 因 c 人 8 
二 cS 1X'Y 是 XY 即 T,,… ,Tpy; 的 函数 , 按 定理 2.1, 它 是 忆 
的 唯一 的 MVUE， 
如 果 去 掉 正 态 假定 , 则 cA 可 以 是 也 可 以 不 是 < 8 的 MVUE， 
这 取决 于 对 误差 分 布 的 上 基体 假定 ,也 与 样本 ri， …ze 构成 的 矩阵 
兢 ( 常 称 为 设计 矩阵 1 有关 (习题 5). 
当 3-! 存 在 时 ,在 CM 假 定 下 ,有 
COVB) = COVO -和 了) = 5 XONARS 一 os, 
(8.11) 
在 5S 1 不 存在 时 ,上 不 确定 , 故 COVt 如 无 意义 . 但 车 cB8 可 悄 , 则 
c' 记 唯一 因而 其 方差 有 确定 的 意义 . 在 GM 条 件 下 ,有 
Varte'P) = oc'S- RK'XS- c= res SS ce, 
由 co8 可 估 知 二 a' 了 X. 代入 上 式 , 用 附录 (441) 式 ,得 
Var(e 训 一 gioS-c (与 $9- 取 法 无 关 ). (8. 12) 


误差 方 辩 ?的 估计 


二 了 一 zi 户 称 为 Y 的 残 姜 ,1 所 i 访 n， 易 见 名 不 惊 束 户 的 选 
择 , 因 & 是 了 一 了 的 ?分量 , 其 中 是 Y 在 (XX) 上 的 投影 ,与 的 
选择 无 美 , w 个 残 差 的 平方 和 (Residual Sum of Sauares， 记 为 
RSS) 为 
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RSS 一 26 = |Y—Y):= llY ~ XP’, 
以 B=S-X'Y 代入 ,并 注意 (一 XS-X): 二 J 一 了 SX' ,得 
RSS = YU, — XS XNY = | 0, — XS XYY |:. 
《8. 13) 
RSS 反映 了 实测 数据 与 模型 之 闻 的 差异 , 即 误 盖 的 影响 .事实 上 ， 
有 下 和 面 的 定理 ， 

定理 8.4 1° 在 GM 条 件 下 ;二 RSS/(n 一 rklX)) 是 的 
一 个 无 偏 估计 . 

2 若 进一步 假定 ee iid.， 一 NC0,0); 风 和 为 0 的 
MVUE,RS3S/e? 一 难 -r 一 引 (X) ,日 RSS 与 请 独立 (如 及 不 瞧 
一 , 则 & 指 如 的 任 一 LSE ). 

证 明 由 (8.13) 及 GM 条 件 , 有 

E(RSS)= (E7》 (CD, — KS- RN CEY) + ostrll, — XS- X') 
= PX'(T, — XS XIXA + on — tr(XS XY)), 
《8. 14) 
第 一 项 为 0, 因 
KC — KS- XIX= RX — XNS- KX'X 
~5— SS- S—=S—S=0. 
因 到 SY! 为 暴 等 阵 , 其 trC(XS- 芭 ') 等 于 其 秩 Tk(XS-X'》. 有 
rkCXS- KX') < rkCX), 
另 一 方面 , 因 蕊 9 -下 ' 下 一 区 (附录 (41) 滤 ), 又 有 
rk(X) < rk(XS- KX'), 
因而 rk(X'S- 驳 ) 一 rk(X)， 由 此 及 (8. 14) ,得 
EC(RSS) = (a — rk(X)) oa’, 
证 明了 3% 

2 的 前 一 结论 的 证 明 与 定理 8, 3 一 样 ， 为 证 RSS 一 入 -利用 
《8, 13),T 一 XS-X' 为 对 称 寡 等 阵 ,rk(7 一 XS -XI 一 2 一 ,及 寞 等 
阵 与 她 分布 的 关系 ( 见 第 1. 3 节 ) 即 得 . 因 
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月 一 3 XY, RSS= | (,—— XS 和) 了 2， 
有 (附录 (41) 式 ) 

CS- KIT — KS KR) = 5- CX — KRIS- X') = 0. 
据 此 ,及 Y 了 服从 正 态 分 布 , 知 S-X'Y 与 (J 一 及 S$- Y)Y 独立 ,因而 
及 与 RSS 独立 . 定理 证 毕 ， 

这 个 定理 的 正 态 情况 , 基 正 态 线性 模型 小 样本 统计 推断 的 基 
础 . 定理 的 1 说明: 要 ww 有 无 偏 佑 计 , 只 要 rk(X)<m 就 行 ,各 
列 可 能 线性 相关 一 事 对 此 无 影响 . 


模型 带 常数 项 的 情况 


前 已 指出 ,只 须 引 入 一 个 恒 等 于 1 的 自 变量 XX,, 就 可 以 把 带 
常数 项 的 情况 化 归 (8. 5) 的 形式 . 但 这 样 做 ,在 计算 上 和 理论 推导 
上 不 一 定 是 最 方便 的 。 

设 有 带 常数 项 a 的 线性 模型 

7 一 & 十 2 有 十 as 三 二 天 {8. 15) 


Ti x "” 村 ; 记 工 一 Da /n= Cx "Te ， 特 (8， 15) 写 汶 
ya BTe, 1<ien, a=&g Xx. 
C8.16) 


这 是 一 个 形 如 (8. 5)? 的 线性 模型 ,其 窍 阵 碟 为 二 X (二 1) 证 阵 ,第 
i 行为 (1，zi 一 了 7， 因此 决定 &.8 的 LSE 的 正规 方程 为 


n Qifa Dr 
oS, j= xiy (8. 17) 
其 中 
站] 一 站 
有 一 90 一 KiXo, 《8. 18) 
3 一 人 


由 此 解 出 & 的 1.SE 为 
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二 一 了 ， (8. 197 
而 有 8 的 LSE,B, 是 方程 
So = FY {8. 20) 
的 解 ， 一 旦 由 (8. 20) 解 出 记 ; 则 由 关系 式 8 一 «十 六 ' 记 ,结合 (8, 19)， 
得 出 a 的 LSE 为 
a=Y— x8. 
将 模型 (8.15) 转 化 为 (8.16); 称 为 模型 的 中 心 化 ， 中 心 化 等 
于 把 自 变 量 的 量 测 原 点 移 至 其 观测 值 的 中 心 处 ,其 在 计算 上 的 好 
处 ,是 用 一 个 p 阶 方程 组 代替 了 原 模型 (8. 15) 下 的 p 十 1 阶 正规 
方程 . 在 理论 上 ,其 好 处 是 把 对 回归 系数 8 的 统计 推断 分 离 出 来 
了 习题 10 是 对 这 一 点 的 印证 
除 中 心 化 外 , 另 一 个 有 用 的 变换 是 标准 化 ，(8. 18) 的 矩阵 及。 
的 人力 元 为 xz, 一 记 


SP 一 > (za — i), 1 和 7 入 户 ， 
i=] 
将 模型 (8. 16) 改 写 为 
7Y, 一 2 十 Da Br + es 


Xi = (rj; _ zs, BB; = sb. (8. 21) 
如 果 在 模型 (8. 21) 之 下 求 得 &B) 的 LSE 为 到 有, 则 8 的 LSE 
为 Bs;. 模 型 (8.21)P' 部 分 的 正规 方程 为 


S18B' = XeY, 
其 中 
XT 
Xj 一 Sr7 =— (Xr)'AXr. (8. 22) 
TA Tp 


标准 化 的 作用 ,在 于 调整 了 各 自 变量 的 单位 ,使 其 取 值 不 致 过 

分 悬殊 ,这 由 各 变量 观察 值 平 方 和 为 1 体现 出 来 . 这 种 改变 有 助 

于 提高 LSE 的 计算 的 精度 ， 另 外 ,从 形式 上 说 ,S? 的 ,如 元 可 理 
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解 为 自 变 量 及 ; 和 XX 的 样本 相关 系数 一 一 如 果 自 变量 确 是 随机 
的 , 则 它 确 是 样本 相关 系数 . 因此 , 方 阵 Ss 就 是 自 变量 的 样本 相 
关 阵 . 这 是 作 相 关 分 析 的 基本 的 量 ， 

例 8.1 设 Y…y, 是 抽 自 某 总 体 的 iid, 样本 ,要 估计 其 均 
值 , 设 总 体 方差 有 限 . 

把 刺 表 为 蕊 =e 十 es 才思 则 站 ve 为 iid. ,均值 0 方 
差 有 限 . 这 是 一 个 只 含 常数 项 的 线性 模型 . « 的 LSE 4 一 Y, 残 营 


平方 和 RSS = 91CY, 一 了 ):, 此 模型 设计 矩阵 只 有 一 列 , 其 各 元 


为 1. 故 冰 Cz) 二 1, 而 RSS/(n 一 1) 二 yy 一 了 )*/(n 一 是 


误差 方差 oo 即 总 体 分 布 方 差 ) 的 无 偏 估 计 . 按 GM 定理 ,了 是 a 
一 切线 性 无 篇 估计 中 方差 最 小 者 , 这 一 点 当然 不 难 直 接 验 证 ,而 


不 必 引 用 GM 定理 . 车 总 体 为 正 态 , 则 了 和 3 CY, Py/n 一 
1) 分 别 是 < 和 的 MVUE 目 一 者 独立 ,这 是 以 前 时 就 知道 的 事 


LT 


站， 
例 8. 2( 一 元 线性 回归 ) 玉环 6 二 ein 8 为 一 维 . 
转化 到 中 心 化 (8. 16) 的 形式 , 易 求 出 户 竟 LSE 为 


B= Dr — XY/ DD) Cr — I), 《8. 23) 
1 t 


而 & 的 LSE 为 
4 一 了 一 亏 8. (8, 24) 
在 ee 满足 GM 条 件 的 假定 下 ,; 易 算出 


Var(B) 一 yy (zi — ZY. 
可 见 为 缩小 户 的 方差 ,应 使 3 Cz; 一 zy* 尽量 大 一 些 ， 可 以 证 明 


(习题 8): 若 zx 取 值 局 限 有 一 有 界 区 间 内 , 则 为 使 (x, 一 z 最 
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大 ,z 应 只 取 a 或 5, 且 等 于 a 的 个 数 为 4/2C 当 为 偶数 ) 或 /2 土 
1/2 Cn 为 奇数 ), 但 是 这 样 的 安排 有 其 缺点 ， 凤 如 模型 并 不 真是 线 
性 的 ,就 无 法 通过 数据 去 察觉 因此 在 实用 上 ,这 样 的 设计 很 少 被 
采用 . 

模型 的 残 差 平方 和 是 


RSS = DY — Fo rm 7)P)’ 
1 


= SY — PY (Dr — BY) /Ds 一 工 )?， 
(8. 25) 
其 自由 度 为 ”一 2,2 是 矩阵 
x! | 1 1 wn 1 
Tl 站] es Tn 
的 秩 , 这 里 要 求 rz 不 能 全 相同 (不 然 的 话 , 系数 8 会 不 可 
估 》)，RSS/{n 一 2) 是 a 的 无 偏 估计 ， 
例 8.3 设 祥 本 YY, iid. 一 No ,Ys ri Yn 
iid, 一 3) 全体 独 立 ， 这 可 写 为 (8.5) 的 形状 ， 
了 一 TD tops Eis 
z 一 
其 中 二 二 1 当 1 县 册 ,一 0 当 丰 十 1S 生 mx 一 0 当 1 所 1， 
二 1 要 轴 十 1 委 ?* 魏 2， 设计 乞 阵 习 为 
x _ 1 人 1 性 PP 性 
总 和 站 0 ] Pr 1 
决定 B、B 的 LSE 的 正规 方程 是 


mp = SY n2B; = SY. 
m] 1 十 mo 
解 出 B = 一 了 An 一 DY,/ne . Bs—pB 的 LSE 为 二 省 之 差 ， 
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它 关 二 一 饭 的 MVYUE， 残 差 平方 和 


RSS = > (7 — BY:+ DY,— By, 
1™1 


1 和 


自由 度 为 2. 二 RSS/(n 一 2) 是 的 无 偏 估计 ,由 误差 的 正 态 性 ， 
六 是 其 MVUE 且 与 疡 .高 独 立 ， 
例 8.4( 秤 物 设 计 ) 有 p 个 物件 ;其 重量 扩 sp 未 知 ,将 
其 放 在 -* 架 天 平 上 去 种 , 每 次 秤 时 ,p 个 物件 中 的 每 -个 可 放 在 
去 平 的 左 盘 或 右 盘 ,也 可 以 两 边 都 不 放 . 然后 用 硅 码 去 平衡 之 . 
约定 了 苇 码 在 右 盘 时 , 秤 量 结果 为 正 ;在 左 盘 则 为 负 . 结果 可 用 方程 
节 一 2 十 十 并 有 十 8 (8. 26) 
来 表达 ,如 果 利 量 时 第 7 个 物件 在 左 盘 , 刚 的 系数 zi 为 1, 在 右 
稚 为 一 1, 若 它 末 参加 秤 量 , 则 x, 二 0 这样 ,如 进行 多 次 这 样 的 秤 
景 , 则 得 到 若干 个 这 样 的 方程 ,其 系数 随 各 次 秤 量 时 物件 的 配置 而 
定 . 例如 ， 


和 一 记 十 记 一 让 十 e， 
了 一 记 一 有 一 下 十 2 一 有 一声 十 人 

表示 三 个 物件 , 共 秤 三 次 ,第 一 次 物件 1.2 在 左 盘 ,物件 3 在 右 盘 ; 
第 2 次 物件 1 在 左 盘 ,2.3 在 右 盘 ;第 3 次 物件 1 在 左 盘 ,3 在 右 
圾 ,而 物件 2 则 不 参加 . 这 是 一 个 形 如 (8. 5) 的 线性 模型 ,其 设计 
矩阵 藉 各 元 只 能 取 三 个 值 : 士 1 和 0. 为 要 这 模型 符合 GM 假定 ， 
要 求 天 平 没有 系统 误差 (Fe 一 9), 各 次 释 量 结果 两 两 不 相关 上 且 有 
公共 方差 . 后 一 要 求 意味 着 , 秤 量 的 精密 度 与 所 秤 重量 无 关 . 

这 种 释 量 设计 的 特点 是 :参与 冬 量 的 物件 ,每 次 可 以 多 于 一 个 
且 可 放 在 天 平 不 同 的 盘 肉 ， 这 样 做 的 目的 ,是 在 同样 次 数 秤 量 的 
荣 件 下 , 尽 可 能 缩小 天 平 误差 的 影响 . 例如 , 若 天 平 秤 量 误 差 方差 
为 二 , 则 为 使 一 物件 秤 量 结 果 的 误差 方差 降 至 sn, 如 每 次 单独 
秤 这 一 物件 , 则 必须 秤 a 次 取 其 平均 ,车 甩 个 物件 而 这 样 操作 ， 
剖 基 要 秤 pn 次 , 但 在 有 些 情况 下 ,用 本 例 的 设计 ,可 以 总 共 只 释 
n 次 即 达到 同样 的 效果 (习题 7). 
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在 本 例 中 ,方程 (8. 26) 中 的 x 斌 不 是 连续 取 值 ,也 不 是 只 取 
两 个 值 , 而 是 有 三 个 值 , 因此 , 它 既 不 能 归 和 回归 分 析 范 上 畴 ,也 丰 
能 归 入 方 营 分 析 或 协 方差 分 析 药 范畴 . 


GM 条 件 不 满足 的 情况 


GM 条 件 规定 模型 (8. 5) 中 的 误差 e 有 协 差 阵 COV Ke) 二 a 
如 果 和 孙 差 阵 有 形状 COV (Ce) 二 w2GC 仍 假定 未知 ,0 过 之 mo) 而 
G 隆 1 则 以 上 的 理论 失效 . 主要 的 一 点 是 :这 时 82( 或 可 估 函 数 c' 六 ) 
的 LSE 虽 仍 为 无 偏 ( 很 定 Ee 一 0 仍 满 足 . 无 偏 性 与 < 的 协 差 阵 无 
关 ) ,但 不 一定 是 在 : -切线 性 无 偏 箔 计 中 方差 最 小 者 ,路 LSE 关 
BLUE, 因此 提出 问题 ,这 时 BLUE 如 何 求 ? 
设 o8 为 可 佑 函 数 ,a'Y 为 其 线性 估计 . ay 的 方差 为 oa 
Ga ,而 其 无 偏 性 等 价 于 一 c 或 和 ae=ce 因 此, 求 cp 的 HILUE 
等 价 于 极 值 问题 


min{a'Ga ; X'a = c}, CB. 27) 
如 果 为 如 为 正定 ,这 问题 很 容易 化 归 GM 条 件 的 情况 ,事实 上 , 当 
G 对 称 正定 时 ,C “存在 且 非 异 , 以 Ge2 左 乘 (8.5)( 这 一 变换 可 
道 , 故 得 出 与 原 模型 等 价 的 模型 ) ,得 
=p +2, (8. 28) 
其 中 将 一 GT 区 一 GE, 一 GUYze， 有 

COV(ey = GO COV (eG 1 = 0-12gGC-1 ~ gil, 

故 (8, 28) 适 合 GM 条 件 . 按 定理 8.2,cP 的 BLUE 等 于 其 LSE， 
为 

co (R RY- RF = KCINY KG-IY, (8. 29) 
同时 ,利用 (8. 28) ,也 可 以 得 出 原 模型 中 的 估计 . 

如 果 G 只 是 半 正 定 , 则 (8, 27) 的 解 天 为 复杂 化 . 此 处 将 不 了 予 
讨论 ,可 参看 C. R. Rao 的 《Linear Statistical Inference and Tts 
Applications# 一 书 第 2 版,p. 294~-302. 
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大 样本 理论 


线性 模型 的 大 样 杰 理 论 的 研究 对 象 , 是 当 样 本 量 "一 2 时 ,8 
和 的 估计 量 的 渐 近 性 状 ,及 与 此 有 关 的 种 种 统计 推断 间 题 , 例 
如 与 上 有关 的 大 样本 检验 问题 ， 这 个 领域 近 几 十 年 来 有 较 深 入 的 
发 展 ,其 详 可 参看 本 书 作 者 与 合作 者 的 著作 4 线性 模型 参数 的 估计 
理论 ?与 4M 方法 的 新 近 理 论 》 两 书 . 这 个 领域 大 都 已 起 出 基础 课 
的 范围 ,此 处 只 就 与 LS 法 有 关 的 若干 初 浅 结果 作 一 点 简单 的 介 
绍 ， 


1. 可 估 函 数 LSE 的 蒋 相 合 问题 
为 此 处 的 目的 ,把 线性 模型 写成 (8. 3 的 形式 为 便 , 因 其 中 明 
白 标 出 了 样本 量 a. 记 S. = > na 


我 们 已 经 知道 : 若 = 8 可 佑 ,其 LSE 为 c' 访 , 则 当 e1ses，… 满 足 
GM 条 性 Ee 二 0,Eeejy 一 0 当 i 关 jEe!= 二 0 而 0 之 < 之 oo 时 ep 为 
c 8 的 无 偏 估 计 ,日 VartkeB)=eSvce， 国 此 , 若 
limc' S，c = 0, (8. 30) 
则 Ele 一 c' B77 二 Varle' 肥 ) 一 0, 因 而 ce'p, 为 cp 的 二 阶 矩 相合 
《又 称 均 方 相合 ) 估 计 , 故 必 为 弱 相 合 估计 .更 深刻 的 是 其 反面 :车 
C8- 30) 不 成 立 , 则 "总 不 为 弱 相 合 . 因此 
cc 有. 均 方 相合 对 ce 六 弱 相 合 二 (8. 30). (8. 31) 
这 个 结果 首先 由 Drygas 在 1976 年 证 明 ,参考 习题 16,17. 有 趣 的 
是 ,对 I.SE, 均 方 相合 与 弱 相 合 等 价 ,这 在 一 般 估 计 癌 题 中 不 成 
了 
GM 条 件 要 求 误差 有 有 限 的 二 阶 第 ， 当 只 假定 误差 有 > 阶 矩 
而 1 委 r 委 2 时 ,c 户 的 弱 相 合 问题 也 有 了 解 央 ,但 要 假定 误差 独立 
( 当 二 阶 第 无限 时 ,GM 条 件 无 意义 ). 
350 


2. 可 居 访 数 LSE 的 强 想 全 问题 


容易 举例 证 明 :条件 (8. 30) 不 能 保证 cB 为 强 相合 . 研究 表 
明 , 为 了 ec' 启 为 强 相 合 ,c'Sie 赵 于 0 要 有 一 定 的 速度 . 本 书 作者 
兽 证 明 , 一 个 充分 条 件 是 :对 某 个 >0 有 

CSc = O(logn) 7°), 

这 方面 的 工作 后 来 有 了 一 些 发 展 , 此 处 不 细 述 了 . 

如 果 进 一 步 假 定 eye ,独立 , 则 黎 子 度 .Robbins 和 魏 庆 云 
证 明了 :(8. 30) 是 ce'B 强 相合 的 的 充 要 条 件 . 此 结果 发 表 于 1979 
年 ,在 此 之 前 (1976 年 ) ,Tayler 曾 在 ej ,es,-… iid. 一 No 的 假 
定 下 ,证 明了 (8. 30) 的 充分 性 ,这些 结果 表明 ,由 于 对 {fe} 加 强 了 
条 件 ( 由 GM 加 强 为 独立 ) ,对 {zxi} 的 条 件 有 所 减轻 , 

当 只 假定 wm 有 低 于 二 阶 的 矩 时 ,ec 记 的 强 相 合 问题 也 有 了 解 
决 . 1 


3. g? 的 估计 到 的 相合 性 


记忆 一 (Zr 为 部 ,的 穆 , 刚 ( 现 (8. 13)) 
9 一 了 一 
其 中 Yony 一 (YY ， *, YY. 2". 以 Y cn) 一 XP 十 el 并 人 (Cerin 一 
(ee ) 并 注意 和 0. 一 和 .3S 和 J 和 .一 0, 得 
一 


可 

— HH 了 一 r 

一 De —e (三 ne (ty 
HU 


现 设 误 关 ej ,es iid. ,Ee 一 0,0 之 War(e) 一 J 之 oo 前 已 证 明 
EY cm CT 一 XS Ye ) = (nO ro, 


而 EC Se) 一 noe, 故 Ete’ mR 0 =r 而 rap. 故 
1 


lim 本 一 eI Nem in pr， 
no ， 
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男 一 方面 ,由 Kolmogorov 蚂 大 数 律 ,及 人 一 一 La 一 1 , 知 
lim Ye 一 oa, 县 ,5S,.， 
综合 以 上 讨论 ,得 到 
limo: 一 og, in pr,. 
上 面 我 们 假定 了 误差 eyes 独立 同 分 布 . 在 这 个 很 强 的 假 
定 下 ,用 更 复杂 一 些 的 推理 ,可 以 说 明 名 - 一 到 as 即 名 为 至 的 强 
相合 估计 ,有 头 细节 不 在 这 里 讨论 了 . 


4 LSE 的 渐 近 正 态 性 


这 里 要 和 假定 误差 el ,es 独立 . 由 于 LSE 是 思 ,7 -因而 是 
eea… 的 线性 函数 ,LSE 的 渐 近 正 态 性 问题 归结 为 独立 和 的 中 
心 极限 问题 ,可 利用 这 方面 已 有 的 成 果 ， 例如 : 

定理 8.5 设 eiezy… iid. ,Ee 二 0,0<Var(e) 二 0 之 co， 六 
假定 当 x 充分 大 时 ,S71! 存在 (这 时 用 本身 ,因而 其 任 一 线性 函数 
丝 可 和 佑 }). 记忆 =max zs, izx;; 则 当 limd,~=0 时 ,有 


Ee 
SIP, — PD) ——— N(0,07,), {8. 32) 
而 对 任何 常 向 量 <, 有 
(oP, — eB/ oe se):) -No 《8. 33) 
定理 证 明 不 难 , 梗 概 如 下 : 
1° 为 证 人 8. 32) ,只 须 证 对 任意 常 向 量 a 关 0, 有 
2’ SB — PB) > NGO, | all?e’). (8. 34) 


2 证 明 
a SPO— A = as, re Dbwenby = a'Sx! x. 
1 一 1 【一 】 


3 证 明 > 二 al 因此 ,由 对 {e) 的 假定 ;利用 形 如 
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Ve, Ce, 一 pei 的 独立 和 和 中心 极 限定 理 (]oeve: 《Probability 


i=] 
Theory》,1960 年 ,p. 295) ,为 证 (8. 34) ,只 须 证 ; 
maxém — 0, 当 n > on. 《8. 35) 
前 面 我 们 已 证 明 ;a: 为 ww 的 相合 估计 . 故 如 在 (8. 32) 和 
(8. 33? 中 以 四 代 a, 结 果 仍 成 立 ; 
3S12( 记 一 8)712. > NO,1,), (C8. 36) 


CoB B/G SY NO (8.37) 
这 就 可 用 于 涉及 8 的 大 样本 推断 ,和 侈 如 求 cB8 的 大 样本 区 问 估 计 
的 问题 . 


8.2 检验 与 区 间 估 计 


线性 假设 的 到 检验 


设 有 线性 模型 (8. 5)， 假定 误差 61,-… se, iid. ,~ 和 N(0,0?) ,要 

检验 假设 
HA = O00mHBZ#0. (8. 38) 

这 里 五 是 一 个 已 知 的 XxXp 入 阵 ,p 是 8 的 维 数 ，(8. 38) 称 为 齐 
次 线性 假设 . 也 可 以 考虑 更 一 般 欧 问题 HB 二 co 韭 B 关 c; 称 为 非 
齐 次 线性 假设 . 不 难看 出 , 它 可 以 化 归 齐 次 情况 . 事实 上 , 找 启 使 
再 Bo 二 ec( 这 种 记 应 存在 ,否则 假设 吾 8=e 无 意义 ) ,将 五 8=c 写 
为 HP==0,8=B 一 Bo. 叉 令 一 Y 了 一 RB, 则 Y 了 一 XK(B 一 和) 十 e 二 
Xp8-He. 原 假设 HB8=c 化 归 此 模型 下 的 齐 次 线性 假设 她 8=0. 以 
些 之 故 , 以 后 我 们 只 讨论 齐 次 的 情况 . 

我 们 用 似 然 比 检验 来 窒 验 (8. 38)， 似 然 函 数 为 


Ld YY = (VEro) "exp| 一 2 IY — XH :|, 
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其 无 限制 的 极 大 值 为 : 先 求 二 了 一 XB 用 的 极 小 值 RSS 一 外 了 一 
XP :, 再 就 (v2xra) "exp( 一 RSS/2o?) 对 o 求 极 值 ,结果 为 
MIL(Y) = Cor/n) "et(RSS) 2， 

为 求 LCtB 了) 在 HB 二 0 之 下 的 极 大 值 , 先 要 求 出 在 约束 HB 一 0 
之 下 , 上 了 一 了 8 上: 的 极 小 值 . 这 极 小 值 一 定 存 在 ,因为 , 若 记 pr 
二 {XB8:HB 一 0}; 则 mr 是 一 个 线性 空间 ,着 以 Yn 二 XBrn 为 了 在 
此 空间 上 的 投影 , 则 min{ 了 一 Xp 上 ?:H8=0} 二 | Y 一 Ys 有 :二 
RSSa. 进而 求 得 在 五 8 一 0 之 下 , 民 (8, 史 ,了 ?的 极 大 值 为 

Mra(Y》 = (2r/n) "ie “RSSrr 7 ， 
于 是 得 到 位 然 比 


LR(CY) = (RSSy /RSS)"™. (8. 39) 
为 了 决定 似 然 比 检验 的 临界 值 , 有 下 面 的 定理 ， 
定理 8.6 记 r=rk(X),rr 一 dimCurCaur 的 维 数 }， 设 ry 之 
r. 记 £ 二 RSSn 一 RSS, 则 与 RSS 独立 ,RSS/g? 一 从-, ,而 在 原 假 
设 HB 二 0 成 立时 ,S/o ~ 从,， 
证 明 分 别 以 PP 和 Ps 记 向 空间 jC(X) 和 Ar 的 投影 阵 ( 见 附 
录 )，, 则 
RSS = Y'(I— PYY, RSSy = Y'(T — PNY. 
以 下 为 简 恒 计生 不 失 普 遍 性 , 设 开 一 1 因为 py/CpCtX), 有 有 RSS 所 
RSSyw, 故 二 Y'(P 一 PD)Y 之 0. 因 I 一 和 1 一 Pn 都 是 对 称 军 等 
和 阵 ; 而 六,…,Y, 为 独立 正 灾 等 方差 1, 据 第 1.3 节 “ 洗 等 阵 与 刀 分 
布 的 关系 ”2*, 知 RSS 与 2 独立 . 据 定 理 8.4,; 知 当 石 A 一 0 时， 
RSSa 一 科 - 于 是 再 据 上 引 “ 寡 等 阵 与 光 分 布 的 关系 ?2", 知 这 时 
有 RSS 一 和 一 人 -前 者 不 要 求 五 8 一 由. 定理 证 毕 . 
由 58. 39) 知 , 似 然 出 检验 的 否定 域 可 表 为 
Fs = (RSSu — RSS)/ -RSS >¢ (8.40) 


的 形状 . 据 和 定理 8. 6, 当 原 假 设 HB=0 成 立时 ,Fy 服从 F 分 布 
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Fm-r， 因此 < 可 取 为 已 -ro 在 统计 学 中 , 称 以 
下 《8, 41) 
为 否定 域 的 检验 ,是 线性 假设 78 一 0 的 下 检验 . 
为 计算 统计 量 Fs, 须 计算 RSS 和 RSSa， 为 算 前 者 ,要 先 算 
出 8 的 (在 无 约束 时 的 )ILSE 8. 而 为 算 后 者 ; 则 须 算 上 了 一 XB 中? 
在 约束 刁 8 二 9 之 下 的 极 值 点 Py. 在 不 少 实用 的 情况 下 ,不 难 把 
约束 “化 入 * 原 模型 中 ,使 成 为 一 个 无 约束 的 模型 ,然后 用 前 面 求 
(无 约束 时 的 )LSE 的 方法 求 记 .例如 五 BR=0 是 记 十 房 =0. 以 户 
二 一 局 代入 模型 消 有 ,这 等 于 在 模型 (8.5) 的 矩阵 关中 删 去 第 1 
列 ,把 第 2 列 减 去 第 1 列 , 其 他 各 列 不 动 . 但 在 五 较 复 杂 的 场合 ， 
此 法 可 能 不 便 ,例如 ,可 能 因为 把 约束 HA 二 0 化 入 原 模型 而 使 新 
模型 丧失 了 某 种 规则 结构 ， 下面 我 们 来 证 明 , 可 以 直接 用 La- 
grange 乘 数 法 求解 . 
引入 Lagrange 乘 数 向 量 4, 作 函数 QC8,D= 一 Xp8 :一 
4 五 8. 对 8 取 偏 导数 并 邻 其 为 0, 得 方程 组 
Sp— HA=m XY, HA=0. 《8. 42) 
有 与 定理 8.1 对 应 的 结果 ， 
定理 8.7 1° 方程 组 (未 知 量 为 2.)(8.42) 必 有 解 . 
2” (8, 42) 的 任 一 解 65 必 是 上 7 一 X81: 在 约束 五 8 一 0 之 下 的 
最 小 点 . 
3° 若是 上 7 了 一 X81 上? 在 约束 五 8=0 之 下 的 最 小 点 , 则 对 革 
A,(B, 科 是 (8. 42) 的 一 解 . 
证 明 按 线性 方程 组 理论 ,为 了 (8. 42) 有 解 ,必须 只 须 
SS —K 3 ~H' XY 
= rk 
H 0 | 江 0 0 
可 假定 互 各 行 线性 无 关 , 不 然 去 掉 (8. 43) 两 边 失 阵 的 某 些 行列 ， 
而 不 影响 其 秩 ， 又 因 初 等 变换 不 改变 矩阵 的 秩 , 不 失 普 遍 件 可 设 
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| (8.43) 


H 
开 各 行 法 正 交 ， 因 此 存在 好 ,使 p=[1 | 为 阶 正 交 阵 . 有 


万 中 (2 中 -2 2 
lo 了 万 0 0 了 = [pp 0 1 
(8. 44) 
Do Do 
D os 一 百 XY 
(oo jor ol- 
0 Il\IH 0 0 
0 0 了 
[27 — DH' Dx (9.456) 
HD 0 0 及 


此 处 了 都 是 适当 阶 数 的 单位 阵 (各 了 阶 数 不 同 )， 经 过 上 述 乘法 ， 
不 影响 原 矩 阵 之 秩 , 故 只 须 证 明 ,(8. 44) 右 边 的 短 阵 与 (8.45) 右 
边 的 矩阵 等 秩 ， 记 
2 
& =|, |= px， | 
并 注意 到 HD 一 C7,0) ,问题 化 为 证 明 
WX XR, 1 
WR YX 0 
了 0 0 


又 全， 朗 ' 禄 。 
议 ' ,| 


x % x RY 
x 六,Y 


其 其 其 | 


rk 一 rk 


(8. 46) 
右边 定 阵 中 * * ”号 部 分 与 左边 和 扎 阵 同 . 故 为 证 明 上 式 , 只 须 证 左 
边 和 矩阵 某 些 列 的 组 合 , 可 得 到 右边 矩阵 最 后 一 列 . 例如 ,能 证 明 存 
在 di,dQ;; 使 
Rd — d, = KY, R'sRd 一 证 了 (C8.47) 
成 立即 可 , 但 (8. 47) 后 …- 式 是 线性 模型 了 = 入 xd 十 e 的 正规 方程 ， 
由 定理 8.1 知 其 有 解 ;以 其 解 代入 第 一 式 解 出 4d:， 这 证 明了 
《8. 46) ,因而 证 明了 1". 
为 证 2 设 人 5 及 是 (8.42) 的 解 ,而 如 满足 五 一 0. 刚 
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HY — X81*:= |Y— XB |?+ (A PSB A 
十 2(Y 一 XRAY'XB— BY. (8. 48) 
因 (8, 力 满足 (8, 42) ,有 瑟 8 一 已 8 一 0, 故 
(Y — XPY'RB— 有) 一 (YY7 一 56)05 一 By 
一 一 水 五 (5 一 有 = 0. 
故 (8.48) 右 边 第 三 项 为 0. 因而 上 了 一 XA: 写 上 7 了 一 XB 站:. 这 证 
明了 六 是 上 BY 了 一 XB ?在 约束 HB 二 0 下 的 最 小 值 点 . 

最 后 证 明 3*. 设 8'* 蚌 约束 8=0 下 了 一 X81 中 ?的 一 最 小 
值 点 . 取 (8. 42}) 的 一 解 (8, 和 ,其 存在 已 在 上 面 证 明 . 以 8* 代 
(8. 48) 中 的 8, 则 右边 第 3 项 仍 为 0, 而 据 2*, 闻 也 是 约束 8 一 0 下 
|Y 一 XB8 ?的 最 小 值 点 , 故 应 用 YY 一 XB 上 := | YY 一 XB" | 2. 
由 此 及 (8. 48), 得 (Bp 一 2")'SCB 一 p* )=0; 即 Xt(8 一 8") ?二 0, 
因而 XX8 一 XB' , 故 SB 二 SB* ,最 后 由 必 , 力 满足 (8. 42) 得 到 (8*， 
力也 满足 (8. 42). 这 证 明了 3". 定理 证 毕 ， 

在 一 般 情 况 下 ; 解 方 程 组 (3. 42) 也 不 见得 容易 ， 介 在 常见 的 
一 些 问题 中 , 同 题 可 以 有 些 简化 . 一 个 情况 是 5 为 满 区 ,或 | “有 
秩 p, 这 时 ,可 在 (8. 42) 中 令 ) 一 0, 所 得 方程 组 

sh= XY, HA=0 (8. 49) 
必 有 解 , 这 样 就 在 (8. 42) 中 消除 了 4. 诚然, (8. 49) 的 解 不 一 定 是 
《8. 42) 的 全 部 解 ,但 在 某 些 问题 中 ,并 不 需要 8. 42) 的 全 部 解 , 一 
个 特 解 已 散 了 ， 

(8. 49) 的 第 一 方程 , 即 在 无 约束 时 的 正规 方程 . 因此 , (8. 49》 
的 意义 是 : 找 一 个 满足 约束 条 件 的 ,正规 方程 的 解 ， 从 (8. 42) 看 
出 ;对 一 般 玉 , 这 不 一 定 成 立 ，(8. 42) 的 第 一 方程 相当 于 约束 条 件 
下 的 正规 方程 , 它 不 一 定 能 用 无 约束 时 的 正规 方程 所 取代 . 

注 以 上 是 把 约束 HB 二 0 作为 一 个 有 待 检验 的 假设 ， 在 有 
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些 情况 下 ,主要 是 方差 分 析 模 型 中 ,X 不 是 列 洲 秩 ,这 时 8 的 LSE 
不 唯一 ,或 换 句 话说 ,有 些 线性 函数 "8 不 可 估 . 为 克服 这 一 不 
便 , 我 们 让 模型 (8. 5) 中 的 受 一 附加 约束 8 二 0. 例如 ,对 模型 
T=pP 二 B+e, Ym B+ p+ es. ‘8. 50) 
Bi、Bs 和 8B 每 一 个 都 不 可 导 . 让 8 二 (B、 如 .Bs)' 受 约束 B= 二 0, 模 
型 成 为 Y=Bte:Y,= p+e:: 则 By6: ,以 及 其 任何 线性 函数 ,都 
成 为 牙 全 的 一 一 一 般 讲 ,c'8 称 为 在 约 东 FH8 二 0 之 下 可 估 , 若 存在 
ea, 使 当 互 8 一 0 时 ,有 E(e 了 一 9. 约 东 下 的 LSE ,就 是 (8. 42) 
解 的 8 部 分 , 
这 种 约束 不 能 太 紧 ,不然 会 缩小 原 模型 , 即 X8 所 能 取 值 的 范 
转 . 以 (8. 50) 而 论 ,经 约束 Bp, 二 0,XB 仍 能 取 R? 任 一 向 量 , 设 有 缩 
小 . 但 若 取 约束 B= 高 =0, 则 虽然 成 为 可 佑 ,XB 只 能 取 一 个 
一 维 子 空间 内 之 值 ,已 有 缩小 . 总 之 ,“ 不 太 紧 ”是 指 
天 一 {XB E Rr} = (XB.HA= 0) = py. (8.51) 
胃 一 方面 ,约束 也 不 能 太 松 ,不 然 就 不 能 达到 约束 后 一 切线 性 
函数 可 佑 的 目的 ,例如 ,考虑 线性 模型 
Yi=B B+h ite, lien. 
作 约 束 局 二 0, 则 余下 的 Br,P 仍 非 可 佑 ,表示 这 约束 太 松 了 . 车 
取 约 事 高 ==B 一 0, 则 余下 的 Bs 成 为 可 侍 , 且 原 模 型 并 未 缩小 . 总 
之 “不 太 松 "是 指 


XB=a, HA=0 (8. 52) 
对 任何 aER* 至 多 只 能 有 一 组 解 . 
把 58. 51) 和 (8. 52) 结 合 ,就 得 到 一 个 适当 的 , 即 不 过 紧 也 不 过 
松 的 约束 该 满足 的 条 件 . 在 方差 分 析 模 型 中 的 约束 ,是 循 着 参数 
的 意义 自然 导出 的 ,它们 都 能 满足 这 种 要 求 . 也 不 难 通 过 和 矩阵 把 
这 种 条 件 表达 出 来 (习题 1]18). 
仍 回 到 检验 问题 ,F 统计 量 (8. 40) 中 涉及 两 个 数 ;ry, 前 者 
是 下 的 秩 , 后 者 是 线性 空间 {XB:H8 二 0} 的 维 数 . 在 通常 情况 下 ， 
它 可 以 通过 直接 考察 这 一 空间 而 算出 ,也 可 以 通过 矩阵 把 它 表达 
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天 
rp = [| (8. 53) 


这 个 容易 的 结果 留 作 习题 (习题 11a). 
在 以 下 诸 例 中 ,总 假定 误差 ei yyesviid, ;~N(0,0) ,0<o 
oo, 
例 8.5 考虑 带 常 数 项 的 线性 回归 模型 
Y=a+ ri+e, li 
要 检验 假设 8 一 9， 当 假 设 成 立时 ,模型 成 为 了 一 a 十 el 所 i 技 n， 
其 残 差 平 方 和 , 即 RSSy ,等 于 


RSS, 一 > CY 一 Fy). CB. 54) 
1 
有 rm 一 1. 至 于 r, 它 基 和 矩阵 


"4 
| 


(8. 55) 


之 秩 , 其 值 要 看 {z} 的 具体 情况 . 

在 统计 学 文献 中 ,有 时 把 本 例 的 检验 称 为 回归 显著 性 检验 . 
意思 是 ,如 假设 8=0 被 否定 了 ,就 表示 所 选 的 自 变 量 集 X 确实 与 
国 变量 Y 有 一 些 关 系 , 因 而 所 建立 的 回归 方程 也 就 有 一 定 的 意 
义 . 即 在 一 定 程度 上 说 明了 因 变量 的 变异 .然而 ,这 不 能 解释 为 所 
建立 的 回归 方程 已 经 完善 了 ， 因 为, 虽 则 自 变量 集 和 与 了 有关 ， 
它 不 能 排除 这 种 可 能 性 ;在 集 了 X 之 外 还 有 与 Y 有 关 的 因素 ,其 重 
要 性 可 以 不 次 于 XX. 反之 ,车 6 一 0 被 接受 , 则 可 能 是 因为 所 选 变 
晤 集 玉 没有 包含 与 Y 最 有 密切 关系 的 那些 因素 ,也 可 以 是 由 于 误 
差 的 影响 太 大 (这 二 者 实质 是 一 回 事 :误差 太 大 ,表明 某 些 与 了 有 
密切 关系 的 重要 因素 未 能 吸收 进 苹 , 而 加 大 了 误差 ), 或 样本 量 
太 小 , 无 论 如 何 , 在 这 种 情况 下 ,所 建立 的 回归 方程 的 作用 是 可 疑 
的 . 
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以 上 的 解释 完全 是 基于 数据 的 表现 , 不 言 而 喻 ,在 考察 有 了 哪 
些 因素 与 目标 变 基 可 能 有 关 :, 其 重要 性 如 何 时 ,专业 知识 以 至 经 验 
有 着 重要 的 作用 ,不 可 能 全 赁 一 个 检验 的 结果 去 作出 评判 . 

例 8.6 仍 回 到 标准 形式 的 线性 模型 (8. 5) ,要 检验 假设 六 一 
及: 一 … 一 记 一 0. 

这 向 题 的 实际 背景 是 ;在 研究 一 个 问题 时 ,经 过 一 些 考虑 , 选 
择 了 认为 与 目标 变量 Y 最 有 关系 的 一 些 自 变 量 了 X…,X,, 但 又 觉 
得 ,变量 ,Xe 或许 与 卫 的 关系 不 大 ,因而 把 它们 删除 
可 能 带 来 简化 而 不 会 导致 误差 的 显著 增加 . 为 考察 观察 数据 是 否 
支持 这 一 看 法 ,就 提出 上 述 检 验 问题 ， 


记 对 = {x i tT) Kr 为 把 苹 的 第 率 ,十 1,… 至 第 pp 行 
全 删 去 所 得 的 矩阵 , 则 
RSS = IY — XP:, R33 一 |Y — XnBal’, 


和 记分 别 是 在 模型 Y= 了 XB 十 e 及 YY 一 Xnhte 之 下 ,8 的 1LSE， 
r 和 ri 分别 是 防 和 XX 之 秩 . 如 果 及 为 列 满 秩 , 则 xr=p, 且 易 见 
ri—k—1. 在 XX 非 列 满 穆 时 ,r 和 rr 要 通过 仔细 考察 有 各 RH 才 
能 定 下 来 ， 定 下 这 些 量 , 就 可 以 按 (8. 40) 算 出 下 统计 量 并 进行 FF 
检验 . 
在 届 为 列 满 秩 时 ,可 以 通过 另 一 种 想法 建立 此 假设 的 正 检 
BC 
验 , 记 S=| 中 ,其 中 忆 为 一 1 脸 方 降 ( 相 应 记 ,…,B)， 6 
的 LSE 记 为 p=( 闻 0,, 疗 ww)' ,其 中 Ps 为 一 1 维 , Bs 一 ( 记 ,…， 
BI CO 
PB )' 为 一 十 1 维 , 记 S71= e Dp ]- 风 接 定理 8.4, Bo ~N 
CB yD) RSS/o ~ xX?_ ,有 Bow 与 RSS 独立 ,此 处 Bw 二 (8B, ， 
Bey. 车 假设 Bz; = 0 成 立 , 则 pw-N(oeDi), 因 而 Ps DT Bos/ 
(在 Bw) 二 0 成 立时 》 


1 


天 ”三 ski oD ib/ ! 


A 一 pp 


RSS ~ Ft ln 


p" 


(8, 56) 
360 


由 此 可 以 作出 8 一 0 的 水 平 检验 ,和 理 征 域 为 

F* Fe Ln plo). 
不 难 和 证明: (8. 56) 中 的 检验 统计 量 户 * 与 用 似 然 比 法 求 出 的 统计 量 
不见 (8. 40)} 是 一 回 事 . 我 们 把 这 个 容易 证 明 的 结果 留 作 习题 (对 
题 22). 

注 从 以 上 的 推导 中 看 出 ;及 为 列 满 秩 这 个 条 件 并 非 必 须 . 
重要 的 是 Bs, 要 非 退 化 {线性 无 关 ) , 即 其 协 差 阵 为 正定 . 这 时 , 导 
致 (8. 56) 的 论据 全 有 效 , 只 是 分 母 中 的 nn 一 p 降 改 为 n 一 rk(XX). 

对 一 般 的 线性 假设 互 8==0, 这 个 方法 也 可 以 用 . 条 件 是 :HB 
的 各 分 量 绷 为 可 估 函 数 , 且 瑟 为 非 退 化 . 

例 8.7 两 回 籽 线 平行 的 检验 . 设 

7 一 & 十 十 el 和 二 Hi 
2; 一 8 十 完 B 二 5] 各 1 迁 
假定 ey… ,en Biid. ;一 N(0,g1)， 要 检验 假设 8 一 5 一 0. 

我 们 用 例 8.6 的 方法 来 处 理 这 个 问题 ， 先 要 求 出 8 一 的 
LSE PB 一 8 就 是 Y 模型 (Z 模型 ) 下 回归 系数 的 LSE ,二 者 独立 ， 接 
例 8.2, 有 


Var(P — P=/ de — Xt od) — 4) = eo, 
1 1 


矿 统 计量 为 (一 /二 一 4RSS~Fints( 当 假设 8 一 一 
0 成 立时 . 又 要 求 tz.，… ,zn 不 全 相同 , 完 ，…, 完 , 不 爹 相 同 ). RSS 
二 RSS(Y) 十 RSS(Z), RSS(Y), RSS(2) 分 别 是 了 模型 和 2 模型 
的 残 差 平方 和 ， 

此 例 当然 也 可 用 公式 (8. 40) 处 理 , 但 计算 比 上 商 的 要 麻烦 , 因 
为 上 面 的 算法 只 涉及 了 .2Z 模型 的 分 别处 理 ， 如 按 (8. 40) ,在 计算 
RSSr 时 要 同时 使 用 了 .Z 数据. 
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可 估 讽 数 的 置信 和 区间‘ 域 ) 


考虑 线 性 模型 (8.5), 设 误差 6ej,…' ,es iid. 一 N(0,0)， 设 
hi Bi 一 1，… 下 ;都 是 可 佑 函数， 记 
hi 


要 作 吾 8 的 置信 区 域 . 

以 HB 记 BB 的 LSE. 若 COVYCSBA)=wHS- HH' 为 正定 ; 则 
o (HA— HAY HS H') OCHA— HA}~ ,而 它 与 RSS/ea ~ 
狼 立 ,r 二 Tk( 民 ). 故 ( 记 一 RSS/(n 一 r)) 


P (HP — HBHS- HO-HP ~ HAY/s: < F(a)) 


一 ]】 一 以， 
因此 , 椭 球 

{ai:CHP — a HS HY ICHA — a) Ske, ,Ca)) 
是 互 8 的 (1 一 扫 置 信 区 域 , 称 为 HB 的 置信 顶 球 . 

当 王 为 列 满 秩 且 五 各 行 线 性 无 闫 时 ,HS+H' 正 定 的 条 件 满 
是 , 在 有 些 情 况 下 ,即使 苹 不 为 列 满 秩 ,ST 地 ' 仍 可 能 为 正定 ,但 
“ 开 各 行 线性 无 关 ” 这 条 件 断 不 可 少 、 当 HHS+ 于 ' 不 为 正定 时 , 间 
的 分 布 退 化 (存在 ce 尖 0 使 Pie 五 (一 8 一 00) 一 1), 这 时 需要 从 
8- ,hia8 删 去 若干 个 ,对 向 下 的 用 上 述 方法 . 

当下 一 1 时 ,得 到 一 个 可 估 聘 数 的 置信 区 间 ， 也 容易 求 得 其 置 
诗 界 ， 


同时 (或 联合 ?区 向 估计 


同时 区 间 佑 计 的 概念 在 第 7. 1 节 中 已 介绍 过 了 . 对 线性 模型 

言 ,在 应 用 上 往往 需要 对 车 干 个 可 估 油 数 作 同 时 区 和 间 佑 计 , 具 有 

指定 的 联合 置信 系数 ， 例 如 ,对 若干 个 回归 系数 作 同 时 区 人 亲 估 计 ， 
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或 在 指定 的 若干 点 作 回归 函数 的 同时 区 间 佑 计 等 . 下 述 定理 在 某 
种 情况 下 给 了 这 个 问题 一 个 解法 ， 

定理 8.8 设 线性 模型 (8.5) 的 误差 el ye, iid. ~N(0,07)， 
及 为 列 满 秩 ( 故 57! 正定 且 一 切 c8 皆 可 估 ). 设 工 是 R* 的 一 个 维 
数 汐 4 的 线性 子 空间 , 则 


POPE LA Vad Fy padstt St, 
B+ Vd Fos s(tS ,对 — 切 1 € 7) 


一 1 一 Ai (8.57) 
此 村 s 二 RSS/(n 一 p), 记 为 8B 的 LSE. 
证 明 先 证 明 以 下 预备 事实 , 设 4 正定 , 则 
a Aa 和 chal c(h 4h 对 任何 
事实 上 ,上 式 当 4 一 了 时 显然 成 立 ， 对 一 般 正 定 4, 表 4=Q'Q. 记 
a 二 Qa， 则 
Aa a | 上 对 任何 天 
这 | (和 87 al 二 c 有 关外 对 任何 天 
名 | 产 a| 委 ce 入 -下 对 任何 上 
全 | 下 a| 委 ci 对 任何 大， 
现在 和 中 取 纪 个 线性 无 关 向 量 下 ,Pa 记 贞 一 忆 P， 
P= (了 
;i 则 COV( 拉 一 0 六, 于 是 
POUG— 内 EST 一 网 委 do sa)) =1—a, 
《8. 58》 


但 按 上 述 预 备 事实 ,有 
Bo TLSTLOT GO— DE drF, ,a) 
一 | Nd FCO (kLS-ILh)A 对 一 切 hh. 
记 Zh 二 {， 当 记 跑 琅 Rs 时,! 跑 遍 红 . 故 由 上 式 有 
CP— LST WD ES detFs, ,a) 
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SAA vad .FR,,.. astS SD 对 一 切 和 经. 
此 式 与 (8. 58) 结 合 ,证 明了 (8. 56). 定理 证 毕 . 
系 以 乡 记 R’* 的 一 个 4 一 1 维 线性 子 空间 ,4 为 上 维 向 量 ， 
EY, 记 训 一 人 = 十 EY}， 对 这 个 名,《8.57) 仍 成 立 . 
证 明 以 鱼 记 由 玉 与 绎 生成 的 线性 子 空间 , 则 经 , 为 了 
维 . 定义 两 事件 
E= {A(D.—ti EE ,FE = 14; 一 切 E Se,}, 


此 处 ACD 表 示 1(B 一 让 | 和 Na Fa ploO)sC SS- 显然 E， 
CE. 往 证 ECE,. 事实 上 , 设 碧 发 生 ， 任 取 经 中 一 向 量 1， 有 两 
种 情况 ;f==clo 十 ! 对 某 个 c 关 0.1E 5 国 ! 对 某 个 LE 绑 . 先 
考 虚 站. 困 Le 一 4 十 ?yc 故 自 五 发 生 知 4Cye) 成 立 , 但 由 4 人 的 
意义 , 知 AU/e) 成 立 过 Alec :1c) 成 立 二 A(D) 成 立 . 对 情况 2 , 令 
六 一 py/ 十 则 由 工 知 AC) 成 立 , 故 4( limis) 成立, 即 4() 成 
立 . 这 样 证 明了 对 任何 LE 缉 ,32300) 成 立 , 从 而 证 明了 ECE. 二 
者 结合 ,得 E=Ei. 但 由 定理 8.8, 知 PCE1)==1 一 ay 故 P(E) 一 1 一 
2, 如 所 窝 证 ， 

定理 8.8 是 Scheffe 在 1953 年 建立 的 ， 这 个 定理 并 未 解决 我 
们 最 初 提出 的 问题 :给 定 d 个 线性 函数 AB8,… ,UiaP, 作 它们 的 同 
时 区 间 估 计 , 具 有 指定 的 联合 置信 系数 .Scheffe 定理 给 出 的 是 : 
对 由 嫉 ,… sta 所 张 成 的 空间 内 的 一 切 i2B 的 同时 区 间 估 计 , 这 比 
最 初 提 的 扩大 了 . 理论 上 可 以 证 明 ,我 们 最 初 提 的 问题 有 解 ,但 在 
计算 这 种 解 时 ,要 有 包含 众多 参数 的 分 布 表 ,因而 在 操作 上 不 现 
实 , 这 问题 的 细节 留 给 读者 去 研究 (习题 25 一 27)， 

例 8.8 带 常数 项 的 线性 回归 方程 了 ,二 a 十 zii8 十 ei, 1 所 1 
2i 为 p 一 1 维 . 给 定 自 变量 的 4 一 1 个 值 xp…z 5 设 它们 线性 
无 关 ( 国 之 4 一 1 所 一 1 以 yj 记 zi… ga-i 张 成 的 线性 子 空间 ， 
要 对 - 菇 zxEp 求 回归 烽 数 a 十 x 的 同时 区 间 估 计 , 具 有 联合 置 
信和 系数 1 一 a. 不 难看 出 ,此 问题 正 是 本 定理 的 系 所 讨论 的 情况 
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Uso77 .多 为 | | ,1<i<4 一 1 所 张 成 的 线 做 子 宝 间 ), 才 按 
定理 8.8 的 系 , 有 

EE 机 | Cyr 0 .| 
对 一 切 +E 同时 成 立 的 概率 为 1 一 a 此 处 二 RSS/(4 一 p) (这 
要 求 算 阵 


忆 一 


1 x 


的 秩 为 )，《1,z)S 了 | ,| 中心 化 后 计算 为 便 ， 


1 
(1z 9 二 =n 十 (人 一 (一 区) (8.59) 
x 


此 处 未 = za So 见 (8. 18). 

回归 预测 

对 线性 回归 模型 =x B+e; 我 们 作 了 次 观察 ,结果 表 为 模 
型 (8. 5),， 现在 我 们 给 定 了 xz 的 值 x。 而 设想 在 ze 处 观察 了 之 值 
Y, 但 还 没有 观察 , 想 要 在 观察 之 前 预测 一 下 YY, 的 取 值 . 这 种 问 
题 称 为 回归 预测 问题 . 

一 个 典型 的 例子 如 下 : 设 我 们 根据 以 往 试验 的 结果 ,对 自 变量 
xz 一 (播种 量 ,施肥 量 ,…) 与 为 变量 了 = 产量 之 问 的 关系 ,建立 了 一 
个 线性 回归 方程 . 现在 我 们 决定 在 今春 耕作 时 ,播种 多 少 ,施肥 多 
少 ,…, 都 有 了 定数 ,要 预测 秋 后 产量 能 达到 多 少 ， 又 如 ,根据 量 测 
资料 对 人 的 身高 (z) 和 体重 (7) 建 立 了 一 个 线性 回归 . 现 某 人 去 
量 了 身高 得 rs, 但 未 量 体 重要 预测 该 人 体重 值 rr， 

预测 与 估计 有 其 相似 之 处 , 即 都 是 要 设法 对 某 个 采 知 量 作 估 
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值 . 不 同 之 处 在 于 ,数理 统计 学 上 讲 的 估计 问题 ,是 指 估计 分 布 的 
未 知 参 数 ,或 者 说 ,估计 由 总 体 分 布 所 决定 的 某 个 量 , 例 如 其 均值 ， 
方差 ,估计 对 象 昌 未 氏 ,但 有 确定 的 值 ,并 无 随机 性 ,预测 的 对 象 
则 本 身 就 有 随机 性 ,不 是 一 个 确定 的 值 . 例如 迫 :个 铜板 ,要 预测 
其 中 出 现 正面 的 个 数 Y。. Y。 本 身 就 是 随机 的 ,具体 值 要 投掷 后 才 
能 决定 . 又 如 前 述 预 测 某 人 体重 Y,, 给 定 其 身高 z， 虽 则 就 眼前 
这 个 人 来 说 其 体重 有 定 值 ,但 身高 为 x, 的 人 极 多 ,我 们 除 知道 该 
人 有 身高 ze 外 ,其 他 一 无 所 知 . 因此 对 我 们 而 言 ,实际 要 预测 其 
体重 的 ,是 一 个 从 一 天 堆 身 高 为 mm 的 人 中 随机 抽出 的 一 位 ,因此 
预测 对 象 仍 是 随机 的 . 对 农业 产量 那个 例子 也 可 以 接 这 个 精神 去 
解释 . 

现在 来 讲 预 测 方法 . 因 了 ,一 x'68 十 e; 为 预测 Y,, 要 分 别 对 
xz'o8 作 佑 计 , 对 。 作 预 测 , x'68 用 其 LSE zo'P 去 估计 ,而 e 是 随机 
的 ,对 它 无 法 预测 ,不 得 已 只 好 用 其 均值 0 去 预测 它 ， 这 样 , 得 到 
六 的 “点 预测 ”: 


Y, = x'0p, (8. 60) 
这 与 回归 函数 在 zx。 处 之 值 x'58 的 舍 计 一 样 ,但 如 上 所 述 ,二 者 意 
义 不 同 . 
预测 (8. 60) 在 下 述 意义 下 有 无 偏 性 ; 
E(Yo 一 六) 一 了 (7 ~ ECD,) 
= Etro + e) — EC(zr'B) = zx.B — x'of = 0. 
预测 精度 可 用 其 偏差 的 方差 来 衡量 ， 
Var(Yo 一 了 o) 一 Var(Yo) 十 Var(Yo) = (1 十 如 09 一 ro)a2， 
(8. 61) 
这 里 用 色 了 z 与 六 独立 . 这 是 因为 辫 只 术 束 建立 回归 方程 时 
那 = 次 观察 ,而 六 是 另 一 次 观察 一 -在 zo 处 设想 要 作 的 观察 . 
这 个 方差 比 x'66 的 合计 z'op8 的 方差 大 一 个 肛 , 反 上 映 了 当 次 观察 
‘在 zo 椒 氢 作 的 观察 ) 的 有 影响， 当 建立 方程 时 用 的 桩 本 量 ”很 大 
时 ,Var x6 有 这 一 项 可 以 降 得 很 低 , 但 对 Var (Yo) 二 o? 这 一 项 没 
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有 作用 . 这 反映 预测 精度 要 比 估计 精度 差 . 
为 作 Yo 的 区 间 预 测 ,要 很 定 EI En iid, ,~ NCO,0). 删 Yo 
一 六 一 和 (C0, 十 09 ro)o), 且 与 s: 一 RSS/(n 一 思 ) 独 了 ; 因 而 


有 1 (Yo 一 六 /s 一 t，,， 这样 得 到 Y, 的 预测 区 间 : 


YY 1 ro 
Yo— V1 rd rt pa/2)s 
去 了 了 。 EE 了 十 Wl 十 To Tt spa/2)s, 


其 兽 信 系数 为 1 一 w 如 要 在 若干 个 指定 点 xa,… ,zw 处 作 陪 值 
( 记 为 Ya， yu 的 预测 , 则 只 有 把 每 个 预测 的 置信 系数 到 
a 


1—a/k, 
Yo 一 WV1T 二 rwSrtzst | SY 
Vr eg (el,,; 
Yt V+ os izt | 训 ] i = 1 8.61) 


其 联合 置信 系数 不 小 于 1 一 a. 这 个 结果 的 证 明 平凡 ,见习 题 28. 

如 要 对 一 切 zER 作出 Y, 的 同时 预测 , 则 初 一 看 设想 
Scheffe 方法 可 能 用 得 上 .实际 不 然 ， 可 以 证 明 ( 习 题 28) :这 个 呵 
题 根 本 无 解 . 


8.3 方差 分 析 和 协 方差 分 析 


以 上 两 节 介绍 了 线性 模型 统计 推断 的 一 般 理论 各 方法 ,是 按 
回归 分 析 的 基调 写 的 . 因此 在 本 节 中 ,我 们 花 一 点 篇 幅 来 讨论 一 
下 方差 分 析 与 协 方差 分 析 的 问题 ,重点 在 于 介绍 基本 思想 , 细 市 的 
讨论 属于 数理 统计 学 的 专门 分 支 . 

方差 分 析 (Analysis of Variance) 一 词 的 译名 现 已 通用 ,但 组 
加 技 酌 ,也 不 无 可 商 梭 之 处 ，Variance 的 词义 ,有 变 蜡 、 不 齐 一 .着 
别 、 分野 等 意思 ,Analysis of Variance 所 指 的 是 关于 数据 的 变异 、 
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不 齐 一 的 分 析 . 

设 对 一 线性 模型 进行 了 = 次 观察 ,得 (8,5), 则 ,7。 取 值 
各 蜡 ( 有 变异 )， 为 何 会 有 变异 ? 前 已 指出 ;一 则 在 于 各 系统 性 因素 
工 的 影响 ,一 则 由 于 随机 误差 e( 其 中 包含 了 未 被 考虑 的 因素 ) 的 影 
响 . 刻 划 数据 Yl 9 > 了 变异 的 程度 ,可 以 用 ,例如 


TSS = > (了 : — Y): (8. 62) 
上 


这 个 指标 . TSS《Total Sum of Squares) 称 为 总 平方 和 , 它 的 形成 ， 
是 各 种 系统 性 因素 与 随机 误差 作用 的 综合 效果 . 

“变异 分 析 ” 的 基本 思想 是 ; 设 定 了 -种 描述 数据 变异 的 指标 ， 
例如 TSS. 希望 找到 一 种 方法 ,能 分 析出 各 有 关 因 素 对 这 个 指标 
的 贡献 如 何 ,随机 误差 影响 所 贡献 的 部 分 如 何 . 这 种 分 析 可 用 来 
评 人 各 种 因素 的 重要 性 ( 指 对 Y 值 变异 中 所 起 作用 的 大 小 ), 这 一 
点 和 回归 分 析 的 由 笑 有 共 道 之 处 ,但 途径 不 同 ， 回归 分 析 主 要 通 
过 估计 回归 系数 ,从 其 值 的 大 小 评估 各 因素 的 影响 ,建立 回归 方程 
以 描述 其 综合 影响 ,而 变异 分 析 则 通过 分 析 各 种 因素 在 形成 数据 
总 变异 中 的 作用 ,去 评估 各 因素 的 影响 . 其 所 以 有 这 种 方法 上 的 
差异 ,部 分 由 于 因素 的 性 质 . 例如 种 子 品种 这 个 因素 ,是 一 种 属 
性 ,不 能 定量 刻 划 ,用 回归 分 析 就 有 其 不 便 . 另外 在 试验 中 ,为 操 
作 上 的 方便 ,往往 只 能 在 变量 的 若干 个 设 定 值 上 做 试验 .尽管 这 变 
量 可 以 是 连续 取 值 的 对 这 种 试验 的 数据 ,用 回归 分 析 也 不 合适 , 
所 研究 的 问题 着 重点 的 不 同 ,也 可 能 影响 方法 的 选择 . 

由 寸 TSS 是 衡量 数据 变异 的 一 个 最 直观 简便 , 且 数 学 上 最 好 
处 理 的 指标 ,而 其 表达 式 又 与 通常 的 样本 方差 一 致 , 故 “方差 分 析 ” 
一 词 取代 “变异 和 分析 ”而 得 到 认同 ,但 应 记 往 ;TSS 以 及 方差 分 析 
中 所 碰 到 的 各 种 平方 和 ,不 一 定 总 具有 方差 的 含义 ;另外 , “变异 分 
析 ” 也 不 一 定 只 建立 在 (8. 62) 所 定义 的 TSS 上 . 
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正 交 设计 的 方差 分 析 

设 有 线性 模型 了 = 名 十 户头 十 十 声 XX, 十 e:， 假设 诸 因 素 X,， 
,XX 按 其 由 来 和 福 质 可 分 成 个 群 . 作 了 nn 次 试验 , 按 分 群 把 
模型 (8. 5) 与 成 以 下 形式 : 

Yo Bilt XB 十 …… 十 天 Bob 十 2 二 Be 十 RB 十 e 

(8. 63) 

这 里 1= (1)' ,Bow 对 应 着 第 i 群 中 各 因素 的 回归 系数 ,XX; 则 
是 设计 惩 阵 关中 ,相应 于 第 i 群 中 各 因素 的 那 才 列 ， 假定 羡 已 中 
心 化 了 , 则 


LIX;= 0,， 1 Ek. (8. 64) 
如 果 
XX; 一 0，1 拉 1 < 三 不， (8. 65) 
则 称 设 计 XX 是 正 交 的 (因此 ,设计 的 正 交 性 联系 到 群 的 划分 一 一 
不 过 ,分 群 总 是 自然 形成 日 事先 就 已 完全 确定 了 . 如 果 站 事先 并 
未 中 心 化 , 则 如 在 中 心 化 以 后 能 满足 (8. 65) , 则 称 设 计 为 正 交 的 ). 
8 的 LSE 为 ( 记 Si 一 XXX 


Be 
p= |: 

Bon 

SS 0011IX"Y 
= SX'Y = : : 
0 Ss; XY 
由 此 得 出 
Bo, = SFT'KX'NY， 1 所 7 所 上 C8. 66) 


如 果 我 们 在 原 模 型 中 舍弃 若干 群 的 因素 , 则 余下 各 群 的 回归 系数 

8 的 估计 , 仍 维持 (8. 66)? 不 变 . 因此 , 某 群 变量 的 影响 (反映 在 其 

po 的 佑 值 8&as 上 如何, 与 其 他 各 群 无 闫 ,这 可 以 解释 为 :各 群 因 
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素 对 上 日 标 变量 的 影响 有 可 加 性 ,这 是 正 交 设计 的 一 个 重要 优点 ， 
以 土 还 是 从 回归 分 析 的 观点 立论 ， 现在 我 们 从 变异 分 析 的 第 
度 来 考虑 设计 的 正 交 性 的 影响 . 
以 RSS 记 模 型 的 残 差 平方 和 , 接 (8. 13) 式 ,有 
RSS 一 (一 到 7 一 XSD) — FI) 


= DY 一 7 一 (7 一 了 DC 1 eX,) 
1 

Sr 01fX' 

(Y — YD 


0 Sr| LX’ 


AR 
一 TSS 一 DY — YD'XST KY ~ YI) 
1 


点 
一 TSS 一 SYXS, XY,. (8. 67) 
1 


此 处 我 们 不 写 571 而 写 $ ,因为 在 算 RSS 时 ,不 必要 求 蕊 列 满 
秩 ， 从 上 式 得 出 : 


TSS 一 RSS 一 >7 ‘XS 7 = > ss. (8. 68) 


公式 (8.68) 这 样 解释 :TSS 反映 {Y， } 数 据 的 总 变异 ; RSS 反映 从 
数据 中 消去 各 因素 的 影响 后 ,所 剩余 的 变异 , 它 ( 即 RSS) 反 上 映 了 
随机 误差 的 影响 ,故常 称 为 “误差 平方 和 ”并 记 为 SS.， 二 者 之 差 ， 


即 TSS 一 RSS, 反 映 金 部 因素 的 总 贡献 , 即 21SS;. 这 是 总 变异 的 


初步 分 析 ; 从 TSS 中 分 离 出 RSS, 但 还 未 考虑 各 群 因素 分 别 的 贡 
献 如 何 . 

现 设 在 模型 中 合 去 第 ;: 群 因素 ,对 余下 因素 构成 的 模型 作 上 
述 分 析 , 则 与 导出 (8. 67) 同 样 的 计算 得 出 


由 
TSS = RSS+ 》 SS,， RSS — RSS + SS,， (8, 69) 


7 一 1: 天 :1 
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RSS 是 新 模型 ( 即 舍 去 第 7 群 因素 所 得 模型 ) 的 残 差 平方 和 .从 
《8, 69) 看 出 :由 于 售 弃 了 第 :和 群 ,因素 对 TSS 的 总 贡献 下 降 了 
ssi ,这 SS; 就 是 第 i 群 因素 对 TSS 的 贡献 . (8. 69) 还 指出 : 虽 则 会 
弃 了 第 ; 群 , 其 对 !{Z:} 造 成 的 变异 并 未 消失 , 而 是 进入 了 《加 太 了 ) 
误差 平方 和 . 这 也 从 一 个 角度 解释 了 以 前 多 次 提 到 过 的 一 个 思 
想 :没有 考虑 到 的 因素 ,其 影响 计 入 误差 e 内 ,或 者 说 ,误差 e 既 包 
含 了 典型 意义 下 的 随机 误差 ,也 包含 了 那些 由 于 种 种 原因 未 子 考 
虚 的 系统 性 误差. 
这 样 ,公式 


此 
TSS = 》SS, + SS， C8. 70) 
1 


就 完成 了 对 17;} 数 据 的 变异 的 分 析 , 总 变异 TSS 分 解 成 x 十 1 个 
成 分 ,其 中 之 一 归于 误差 的 贡献 , 另 个 分 别 妇 于 各 群 因 素 的 其 
献 ， 各 群 因 素 的 贡献 是 生 加 的 . 公式 《8.70) 淮 确 地 解释 了 “方差 
分 析 ” 一 词 的 含义 前面 曾经 从 回归 分 析 的 角度 解释 过 正 交 设计 
下 各 群 效应 用 加 的 意义 ;公式 (8.70) ,从 方差 分 析 的 角度 ,以 更 醒 
目的 形式 解释 了 这 一 点 . 
在 表达 式 (8.70) 中 ,SS, 这 一 项 起 着 标尺 的 作用 ;以 它 为 标 
谁 ,去 衡量 式 中 各 项 的 影响 是 否 真 实 的 ,显著 的 . 具体 说 ,只 有 在 
比值 SS;/SS, 足够 大 时 ,才能 认为 这 一 影响 有 重要 性 . 做 法 是 作 一 
个 下 检验 ; 当 


字 / 学 :> Fa (0) (8. 71) 
时 ,认为 第 i 群 因素 的 影响 是 显著 的 ,否则 就 不 显著 ,到 一 中 ( 碟 ) 
称 为 SS 的 自由 度 , 而 dd 一 xn 一 1 一 rRCX) 称 为 SS. 的 自由 度 . 把 
(8. 71) 式 与 (8. 40) 式 比较 ,着 出 (8, 71) 无 非 就 是 假设 f==0 的 下 
检验 ,方差 分 析 不 过 是 对 这 个 检验 的 意义 ,从 另外 一 个 角度 作 了 解 
释 . 


由 设计 的 正 交 性 , 知 rk(X) = 二 rk(X,), 因此 4 十 > 十 一 
Rn 一-1:w 一 1 是 TSS 的 自由 度 . 所 以 ,在 正 交 届 计 下 ,不 仅 各 平方 
和 的 值 有 (8. ?0) 式 的 全 加 分 解 , 其 自由 度 也 有 相应 的 分 解 ， 


两 因素 全 面试 验 


我 们 来 仔细 分 析 一 个 简单 例子 ,目的 是 对 上 述 较 抽 答 的 理论 
建立 形象 的 概念 ， 
设 在 一 个 农业 试验 中 用 了 了 工 个 种 子 品 种 ,了 种 肥料 ， 当 用 第 
个 品种 第 j 种 肥料 时 , 亩 产 可 表 为 
了 一 全 十 玉 十 人 (8. 72) 
& 和 分别 表示 品种 站 称 为 品种 国 素 的 i 水平) 和 肥料 (肥料 因 
素 的 7 水 平 ) 对 产量 的 贡献 ,ej 是 随机 误差 . 因为 问题 在 于 在 各 品 
种 间 及 各 肥料 间作 比较 ,我 们 把 a:.6;* 中 心 化 ”, 即 用 a; 一 a# 代替 
Qi0j 一 上 代替 45,; 并 用 px 表示 十 b,， 于 是 (8.72) 可 表 汶 Yj 二 pp 十 a; 
二 名 十 ej， 如 对 丝 , 站 的 每 一 组 合 都 做 一 次 ,就 得 到 
Yi 一 产 十 机 十 下 十 的 1 二 二 1 二 了 二 7 《8.73) 
其 中 a.,5; 受到 约束 


J 


1 
Da = 0， >, =— OD. 


拿 前 面 讲 的 一 般 理 论 来 套 这 个 模型 , 则 jp 是 常数 项 ,ae ,atbl， 
,by 是 回归 系数 , 它 自然 地 分 成 两 群 ;第 一 群 {a0,… as} 反映 种 
子 因 素 的 作用 ,第 二 群 {8,,… ,5} 反 映 肥 料 因 案 的 作用 . 可见, 在 
前 面 一 般 性 论述 中 提 到 的 “因素 "一 鹿 , 其 含义 与 实际 问题 中 有 别 ， 
以 往 所 讲 的 因素 ,不 过 是 此 处 的 现实 因素 的 一 个 水 平 而 已 . 这 是 
方差 分 析 模 型 中 的 通 例 ， 

把 仔 } 按 CY 了 Yn,… Yn) 的 次 序 排列 , (8.73) 写 
或 (8. 5) 的 形式 ,为 Y= 十 XB 十 e, 其 中 
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一 鸡 1 十 其 


XX; 分别 由 区 的 前 了 工 列 与 后 / 列 构成 ,此 处 刁 尚未 中 心 化 ,不 
难 验证 ,中 心 化 以 后 符合 正 交 的 条 件 ， 莘 单 计算 得 出 


了 J 
SS =O — YP:, SS。 = 1 (7., — YY, 
1 1 
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1 J 
Ss,— D9, — YY.,+ 7), 


这 里 也 -= DY/J ,7 二 YA SS1,SS; 和 SS, 的 自由 度 分 别 


为 了 一 1,J4 一 1 和 (一 1) (J 一 1). 要 注意 的 是 , 按 前 述 ,这 三 个 自由 
度 分 别 为 六 CXW rk( 玉 和 17 一 1 一 rk (X). 但 壬 .X 和 X 都 杰 


按 中 心 化 后 的 为 淮 . 
检验 SS, 是否 显著 , 即 检验 假设 a 二 … 二 ar 二 0 用 正统 计量 
1 1 ， 
了 一 SS./a 站 1 _ TSS。 ,临界 值 为 Fi vu- vo), 车 假 


设 被 接受 ,可 解释 为 试验 结果 不 支持 “不 同 种 子 品种 在 产量 上 有 差 
蜡 ? 的 说 法 . 车 假设 被 否定 , 则 表明 试验 结果 支持 这 种 说法 ,这 时 


可 进一步 估计 各 a{ 仍 在 约束 > ;ea = 0 之 下 ). 不 难 证 明 ,其 LSE 


为 而 一 玉 ,一 7、 类似 地 处 理 关 于 肥料 因素 的 问题 . 

这 个 设计 称 为 两 因素 的 全 面试 验 ,因为 因素 水 平 组 合 一 共有 
17 种 ,而 每 一 组 合 各 做 试验 一 次 . 如 果 缺 了 一 个 或 几 个 , 则 设计 
的 正 交 性 丧失 一 一 一 般 讲 , 每 个 组 合 可 以 做 若干 次 试验 . 只 在 各 
个 组 全 都 做 相同 次 数 的 试验 时 ,设计 才 有 正 交 性 . 关于 非 正 交 设 
计 的 问题 到 后 面 再 谈 . 

模型 (8. 72) 中 ,品种 与 肥料 各 自 独立 地 起 作用 ,这 种 模型 称 为 
《效应 ?可 加 模型 ， 有 这 种 可 能 : 某 一 个 种 子 品种 可 能 偏好 某 一 种 
肥料 . 一 般 , 如 果 因 素 的 某 水 平 的 作用 ,与 其 他 因素 所 取水 平 有 关 
联 , 则 称 有 “交互 效应 "存在 . 具体 到 (8. 72》, 可 以 把 模型 改 为 2 
三 记 十 十 刀 十 Cab) 十 ew; 其 中 (a5); 一 项 ,反映 种 子 水 平 i 与 肥料 
水 平 7 彼 此 促进 (或 促 退 3 的 和 作用 ,在 产量 上 的 影响 . 这样 模 型 大 
为 复杂 化 了 ;但 仍 腐 (8. 5) 的 形式 . 交互 效应 的 处 理 , 是 试验 设计 
和 方差 分 析 的 重要 内 容 , 不 在 此 细 述 了 . 
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正 交 表 

由 于 正 交 设计 具有 如 此 的 优点 ,只 要 有 可 能 ,人 们 总 是 设法 选 
用 正 交 设计 . 当 因 素 在 试验 中 只 能 取 有 限 ( 一 般 为 数 很 少 ) 个 水 
平 , 即 有 限 个 不 同人 秆 时 ,这 种 设计 有 时 可 以 通过 一 个 事先 制 就 的 表 
格 去 实现 ,这 种 表 就 叫做 正 交 表 . 

正 交 表 是 一 个 由 71 行 mm 列 构成 的 ,其 元 志 为 正 整 数 的 窍 阵 ， 
有 以 下 的 性 质 : 

1° 如 果 第 j 列 所 舍 最 大 正 整 数 为 nj; 则 第 了 列 合 1,2,… ,nj 
各 n/n 个 ; 

2 任 取 两 不 同 殉 7 请， 把 其 同行 元 结 成 对 子 (zt 
tu)、 若 第 j. 列 的 最 大 元 分 别 为 1 和 zs; 则 在 上 述 个 对 子 中 ， 
《1，17 (1,2) ,Cr; sn4) 各 有 n/n) 个 . 

以 下 有 基 帮 个 简单 的 正 交 表 例 子 : 


一 
ho 瑚 请 上 rm haha 瑚 


Letl2’) Lat3*) Latd XX 2 
其 中 工 是 正 交 表 记 号 ,Ls(4X2'),8 表示 该 表 有 8 行 ,4xX2: 表示 
表 中 有 1 列 含 1,2,3,4, 有 4 列 含 1,.2, 佘 类推. 容易 验证 ,这 些 表 
都 符合 上 述 正 交 表 的 两 个 条 件 ， 

正 交 表 用 于 安排 设计 的 操作 如 下 : 设 有 一 个 试验 ,其 中 有 在 个 
因素 ,分 别 合 a,,… ,as 个 水 平 ,而 我 们 打算 做 次 试验 , 则 要 挑选 
一 张 有 ?2 行 的 正 交 表 , 其 中 能 找 出 下 个 列 , 所 含 最 大 元 分 别 为 aj， 
ai 为 说 明 简单 计 , 不 妨 设 这 上 个 列 就 是 表 的 前 列 . 把 第 :i 
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列 涉 上 写 上 因素 i 1 志 i 帮 有 ,然后 对 每 一 行 , 读 出 前 列 的 各 元- 
如 第 j 行 前 列 各 元 依次 为 二，… ,ta' 则 第 了 次 试验 中 ,个 因 案 
的 水 平 组 全 为 (tatj) 一 -一 即 第 1 因素 取水 平 ty* 余 类 推 ， 这 
次 试验 的 方程 为 

Y=pt oa te lj 
这 里 of ay 分 别 是 国 素 各 水 平 的 效应 (相当 于 {8.73) 中 的 
Qi26)) ,满足 约束 a 人 ?十 … 十 af? 二 0. 

例如 , 某 试验 中 有 3 个 因素 4,B,C, 各 有 3 水 平 ,而 我 们 打算 
作 9 次 试验 , 则 可 选用 正 交 表 L,53 ,把 4,8,C 分 别 排 在 前 三 列 
的 头 上 ,得 到 9 次 试验 中 各 因素 水 平 组 合 依次 是 

《1 1 2 192 3) (1 ,317 21 3) (22 1)， (2:3，2),(3， 
151),t3,2.2), (3,3,3). 
例如 ,第 6 次 试验 中 ,因素 4,8,C 分 别 取 水 平 2,3 和 2, 该 次 试验 
方程 为 Ye= Hs 二 十 cs 十 er. 利用 此 试验 所 得 数据 ,可 检验 各 
因素 效应 是 否 显著 ,并 可 对 效应 4 等 作 佑 计 ， 及 如 ,着 有 一 
个 试验 包含 4 个 因素 .8.C.D,A4 有 4 水平, 其余? 水平, 打算 作 
8 次 试验 , 则 可 选用 Ls C4X2) 玫 ,把 4,*…,D 分 别 排 在 前 4 列 , 得 
8 次 试验 中 各 因素 水 平 组 合 是 (1 ,] ,1,1),{1,1,2,2),(2,2,1,2)， 
(2,2,231):. 03.2.2,1), 3, 21 2)， 04 1 ,2,2),C4,1,1,1). 

将 试验 中 各 因素 适当 安排 于 所 选 正 交 表 各 列 的 操作 , 叫 表 头 
设计 . 从 以 上 几 例 还 看 出 一 个 重要 事实 ;如 在 用 Ls(3') 的 那个 例 
中 ,共有 3 因素 ,各 3 水平 ,如 每 水 平 组 合 都 做 , 共 需 做 3 二 27 次 
试验 ,这 叫 全 面 实施 . 在 该 例 中 只 作 9 次 ,只 是 全 部 的 173, 这 是 部 
分 实施 (1/3 实施 ). 正 交 设计 保证 在 只 做 一 部 分 试验 的 基础 上 ， 
仍 可 作 方 差分 析 ,这 基 一 个 重大 优点 ,因为 在 许多 问题 中 ,条 件 的 
限制 不 容许 (或 不 需要 ) 进 行 爹 面试 验 , 

并 非 在 任何 情况 下 都 能 找到 适当 的 正 交 表 . 如 在 Za(32) 那 个 
例 中 , 若 打算 作 8 次 试验 ,或 其 中 一 个 因素 有 4 水 平 , 则 这 个 表 不 
能 用 ， 有 了 时 为 了 迁就 设计 ,不 能 不 调整 试验 次 数 及 (或) 因素 水 平 
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数 , 以 便 能 找到 适当 的 正 交 表 ， 另外 ,在 以 上 各 例 中 我 们 都 假定 ; 
各 因素 之 间 无 交互 效应 . 如 有 交互 效应 , 则 问题 复杂 化 了 一 一 表 
头 设 计 不 能 只 根据 各 因素 的 水 平 数 ,还 要 考虑 各 交互 效应 在 表 头 
上 的 位 署 . 这 些 问题 的 细节 要 到 试验 设计 的 专门 课程 中 才能 仔细 
讨论 . 

非 正 交 设 计 

如 果 在 线性 模型 (8. 63) 中 ,七 经 过 中 心 化 后 ,至 少 有 -对 j 关 
大 ,使 基 ' 了 关 0, 则 设计 区 称 为 非 正 突 的 . 


在 非 正 交 设计 中 , 亦 如 前 定义 总 平方 和 TSS ~ 了 (CY; 一 了 了 )? 


及 误差 和 各 群 因素 对 它 的 贡献 . 误差 < 的 贡献 即 残 差 平 方 和 
RSS 一 SS.. 第 i 群 因素 之 贡献 的 计算 ,也 与 以 前 一- 样 ;在 (8. 83) 中 
会 去 第 i 群 因素 , 即 命 其 中 的 Bc 一 0, 在 所 得 的 模型 中 重 算 残 差 平 


方 和 ,得 RSS. 二 者 之 差 , 即 RSS 一 RSS, 即 为 第 i 群 因 素 的 贡献 
$S;, 这 一 贡献 是 否 显著 的 检验 , 即 检验 8 二 0, 仍 用 (8. 71)， 这些 
都 与 正 交 设计 情况 一 致 

不 同 之 处 在 于 :这 时 (8. 70) 不 再 成 立 . 实例 表明 :(8. 707? 的 左 
按 可 以 大 证 也 可 以 小 于 其 右边 , 因此 ,TSS 不 能 分 解 为 各 部 分 贡 
献 之 和 ,这 就 裕 失 了 “方差 分 析 ” 这 个 名 词 所 表达 的 基本 含义 ， 就 
这 一 点 论 ,如 果 说 方差 分 析 是 专 为 正 交 设计 而 设 , 亦 不 为 过 (习题 
36a )， 

这 种 情况 之 发 生 , 簇 源 于 在 非 正 交 设计 中 ,各 群 因素 的 效应 不 
能 独立 地 体现 出 来 ,而 是 一 个 彼此 混杂 的 状况 . 这 可 以 通过 一 个 
简单 例子 来 说 明 , 设 在 一 项 研究 中 ,考虑 每 亩 播种 量 ( 因 素 4) ,每 
亩 施肥 量 (因素 B) 对 雷 产量 Y 的 影响 , 在 设计 中 ,我 们 把 这 两 个 
量 选 择 得 大 致 成 比例 ( 即 播种 量 加 倍 , 施 肥 量 大 致 也 加 倍 )， 这 时 ， 
因素 4 对 了 的 影响 ,基本 上 已 由 B 体现 出 来 ， 所 以 ,会 弃 其 中 之 
一 ;对 模型 影响 其 微 , 即 每 个 因素 A 和 8, 弧 立 而 论 ,对 TSS 的 喧 
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献 很 小 ,但 二 者 结合 则 可 能 贡献 很 大 . 这 时 在 (8.70}) 中 ,将 出 现 左 
边 大 于 右边 的 情况， 相反 的 例子 也 不 难 举 出 . 

这 种 情况 的 存在 ,使 得 评估 各 群 因素 的 真实 影响 的 问题 ,大 为 
复杂 化 了 , 比如 在 上 例 ,如 逐一 检验 “播种 量 对 产量 无 影响 ?和 * 施 
肥 进 对 产量 无 影响 ”的 假设 ,有 可 能 都 可 以 接受 ,而 这 结论 显然 不 
实际 ,这 是 由 于 设计 的 木 当 而 造成 的 不 良 后 果 ， 它 也 提醒 我 们 ， 
在 对 非 正 交 设 计 的 统计 分 析 结 果 作 解释 时 ,要 谨慎 从 事 . 

同样 的 困难 在 回归 分 析 中 也 存在 ,不 过 表现 形式 不 同 ， 如 就 
土 例 而 论 , 通 过 数据 分 析 我 们 建立 了 一 个 经 验 回归 方程 y 一 产 十 
上 zx 十 Barz， 如 果 播 种 量 与 肥料 施放 量 之 间 的 交互 效应 可 和 忽略 不 
计 , 则 只 要 所, 高 足够 精确 地 估计 了 理论 上 的 系数 局 ,B,, 上 述 方 
程 就 可 以 可 靠 地 作为 通过 z ,ics 预测 y 的 根据 . 问题 在 乎 :在 设 
计 离 正 交 很 远 以 至 陷入 病态 时 ,有 ,pf 每 一 个 的 估计 都 会 有 极 大 的 
误差 ,而 在 设计 接近 正 交 时 这 种 误差 就 显著 减 小 .因此 ,也 只 有 在 
设计 不 偏离 正 交 太 远 时 ,回归 方程 才 有 比较 明朗 的 解释 ,对 评估 -一 
特定 自 变 量 对 了 的 影响 时 ,其 重要 性 就 更 不 用 提 了 . 

说 到 这 里 ,可 能 会 有 一 个 近乎 哲理 的 疑问 拿 本 例 来 说 ,如 果 
播种 量 4 与 施肥 量 B 对 产量 Y 的 效应 确 是 委 加 的 , 即 ECY) 等 于 
十 ti 十 bj, 则 这 是 由 这 问题 的 本 质 所 决定 ,不 应 受到 “试验 如 何 做 ” 
的 影响 这 当然 是 对 的 . 但 是 ,我 们 这 里 谈 的 是 这 个 “本 质 ” 的 体 
现 一 一 你 如 何 通过 试验 ,用 一 些 由 试验 决定 的 量 ,把 这 一 “本 质 * 体 
现 出 来 ,而 这 就 不 能 摆脱 试验 设计 得 好 坏 的 影响 了 . 如 拿 回 归 分 
析 法 说 ,你 可 以 通过 数据 估计 gai,5) 得 应,&,5;, 再 直接 估计 在 
《4.8) 取 水 平 (2, 让 之 下 ,Y 了 的 均值 ECY}. 如 果 你 的 估计 是 够 准 
确 , 则 你 会 发 现 E(Y) 之 估 值 很 接近 十 十, 因 责 可 以 宣称 ,上 
述 “ 本 质 * 通 过 试验 得 到 体现 或 验证 . 反之 ,如 设计 不 当 , 则 估计 有 
很 大 误差 ,上 述 二 者 就 会 有 较 大 差距 ,因而 也 就 无 法 体现 所 述 * 本 
质 ” 从 方差 分 析 法 的 角度 说 ,着 设计 正 交 , 则 通过 “平方 和 的 下 
加 ”体现 出 这 个 “本 质 *, 车 设计 不 正 交 则 不 行 , 这 原 没 有 什么 矛盾 
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的 地 方 . 
协 方差 分 析 


先 通过 一 个 例子 来 引入 一 般 的 概念 , 设 要 比较 几 种 饲料 对 猪 
的 生长 的 作用 ,而 参与 试验 的 小 猪 ,其 开始 体重 不 一 样 . 为 了 使 比 
较 建 立 在 更 科学 的 基础 上 ,应 把 这 “开始 体重 ”作为 一 个 因素 引入 
模型 . 

一 般 地 , 设 我 们 关心 的 对 象 是 某 些 因 素 4 ,… ,4 但 另 有 一 
些 因素 B,… ,Bi: 对 结果 也 有 影响 ,而 在 试验 中 ,我 们 并 未 把 后 者 
控制 在 一 定 水 平 上 ,因而 干扰 了 前 者 ,使 我 们 分 不 清 ; 某 个 因素 4 
表现 出 的 优势 ,是 其 固有 的 ,还 是 借助 于 诸 B 因素 而 来 ? 拿 上 例 来 
说 ,发 现 某 种 饲料 较 优 ,也 许 不 一 定 真 优 ,而 是 拿 该 饲料 喂养 的 小 
猪 , 一 开始 就 比较 重 因而 长 得 较 快 .为 克服 这 个 困难 ,应 将 诸 召 因 
素 引 入 模型 ,设法 消去 其 影响 ,然后 在 这 个 基础 上 对 诸 4 因素 进 
行 比较 和 分 析 . 其 具体 体现 是 线性 模型 

Y= Xa KBP++e, {8. 74) 

其 中 a 是 我 们 关心 的 重点 ,而 8 是 需要 排除 其 干扰 的 因素 ， 在 这 
类 问题 中 ,一 般 a 所 反映 的 是 属性 因素 ,因而 Xa 所 映 了 模型 中 的 
方 着 分析 部 分 ;8 一 般 是 反映 能 连续 取 值 的 因素 , 故 XX;8 是 模型 的 
回归 部 分 . 这 样 ,(8. ?4) 是 两 种 型 (回归 与 方差 分 析 } 的 混合 ,这 还 
不 足以 恰当 地 解释 “ 协 方 差分 析 ” 这 个 和 名称 , 见 后 . 

可 能 会 问 :为 何在 设计 试验 时 ,不 设法 把 诸 B 因素 的 取 值 固 
定 , 以 使 它 不 影响 所 主要 关心 的 诸 A 因素 ? 这 有 几 方 面 的 理由 :中 ) 
实验 操作 上 的 困难 和 不 便 . 如 在 上 例 中 ,这 意味 着 挑选 一 天 批 其 
体重 十 分 接近 的 小 猪 , 这 不 总 是 容易 做 到 的 , 凶 可 以 使 对 诸 4 因 
素 的 结论 建立 在 更 广 的 基础 上 一 一 固定 诸 妃 因素 的 取 值 ,意味 着 
我 们 只 在 这 一 个 值 的 前 提 下 考察 了 诸 4 因素 ,其 结论 对 诸 8B 因素 
取 其 他 值 是 否 仍 有 将 ,是 -个 问题 . 仿 在 分 析 中 还 可 以 得 到 有 关 
诸 召 因素 的 一 些 信息 ,这 对 研究 工作 可 能 是 有 用 的 ， 
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模型 (8. 74) 属 于 (8. 5) 的 范畴 . 四 此 ,在 原则 上 不 是 新 问题 . 
但 是, 由 于 我 们 主要 关心 其 中 部 分 ,就 有 可 能 利用 纯 方 差分 析 模 


一 和 ia 十 e 《8. 75》 
药方 法 来 进行 计算 ， 电 于 对 典型 的 设计 ,方差 分 析 已 有 了 -.… 套 程 
式 性 的 算法 .这 时 简化 计算 很 有 用 ， 以 下 就 来 着 力 解释 这 … 点 ， 
记 史 一 和 一 1:2， 2 及 分别 是 as8 的 LSE, 则 有 
& = S17 XY — XA). (8.76) 
国 为 Xe 是 模型 的 方差 分 析 部 分 ,a 一 般 到 满足 一 些 约束 ,此 处 假 
定 在 选择 & 时 ,已 照顾 到 了 这 些 约束 . 类 似 地 ,有 
B= S71X'(Y ~ X6), 《8. 77) 
此 处 我 们 写 5; ' 而 非 Sz ,是 因为 X8 为 回归 部 分 ,一 般 可 假定 $ 
二 四 和 Xs 满 秩 ， 以 (8. 76) 代 入 (8. 77) ,并 两边 乘 5S,, 得 
K's(T — KRIST KIRA = X's — XS KX)Y, (8.78) 
仔细 审视 方程 (8. 78) ,发 现 了 一 卫 ,S7X 三 P 不 是 别 的 , 正 是 在 横 
型 (8.75) 之 下 所 得 残 差 平 方 和 SS, 二 Y'AY 中 的 方 阵 4. 如 果 我 们 
已 有 了 方差 分 析 部 分 (8. 75) 的 计算 程式 , 则 它 可 以 用 来 计算 方程 
(8. 78) 的 系数 : 若 以 如 记 冤 的; 列 , 则 方 阵 夺 2PX 的 对 , 访 元 为 
wiPwjs 而 右边 向 量 的 第 i 元 为 ww,PY. 由 于 这 些 表达 式 有 协 方差 
的 气味 ,使 这 种 计算 程式 得 到 了 “ 协 方 差分 析 ” 这 个 名 称 . 
举例 来 说 , 在 前 面 两 因素 全 面试 验方 差分 析 模 型 中 ,我 们 已 算 
出 残 差 平方 和 为 
SS. = py DO— YY.+ Y= YPY. 


i=1 j=1 


现 设 X, 的 第 天 列 各 元 , 按 双 足 标 排列 ,为 人 zc 由 sw 和 ，… ,wj ， 
"a HY ,出 (8. 78) 左 边 方 阵 的 [2 | 
2 Oa wt wt RO 一 pe 十， 


而 (8. 78) 右 边 向 量 的 第 亡 元 为 
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Y » [Ed 一 zz 多 一 ud) 十 nCY,, 一 Y. 一 了 Y.; 十 Y). 
可 见 ,我 们 并 不 需 写 山 方 阵 一 1 一 XS7X', 的 具体 形式 ,只 须 就 
ss, 的 形式 进行 炎 比 就 行 ,这 是 其 方便 的 主要 根源 .这 -… 计 算 上 的 
方便 也 适用 于 涉及 Xia 部 分 的 种 种 间 题 , 简 述 如 下 ; 


1. 模型 (8. 74}) 的 残 差 平方 和 SS, 


记 Y 了 "二 了 一 XP, 按 公 式 (8.13), 有 SS, 一 Y"'PY*, 以 由 

《8. 78) 决 定 的 户 代 入 ,经 过 简化 ,得 
SS. = Y'PY 一 (CX',PYY' (KR' PR YX PY), (8.79) 

这 里 用 了 户 =(X',PXs)-'(X',PY) ,因而 需要 XX'iPX; 满 秩 ， 为 满 
是 这 一 点 , 须 假定 8 可 估 ( 因 XX8 为 回归 部 分 ,假定 8 可 估 从 应 用 
的 角度 是 合理 的 ). 因 吕 可 估 , 则 其 LSE 存在 唯一 ,这 就 推出 
(8. 78) 左 达 的 系数 方 阵 ; 即 了 X';PX;; 必 为 满 秩 ， 这 一 点 也 不 难 用 
纯 代 数 的 方法 证 明 ( 习 是 366). 

如 果 从 模型 (8. 74} 中 全 去 8 部 分 , 则 所 得 模型 (8. 75) 的 残 
差 平方 和 为 YPY.、 看 (8. 79), 知 由 于 考虑 了 Xes8 的 影响 , 残 差 平 
方 和 有 所 下 降 一 一 六 ;8 造成 了 Y 的 一 部 分 变异 , 若 不 予以 考虑 ， 
其 影响 将 归 入 误差 e, 使 SS. 加 大 而 影响 分 析 精 度 , 这 一 点 在 前 面 
已 多 次 论 及 了 . SS. 这 一 下 降 可 看 成 是 消去 干扰 因素 8 带 来 的 收 
益 , 这 就 印证 了 我 们 在 开始 时 的 提 法 ， 


2. 线性 假设 a 一 0 的 检验 


检验 这 种 假设 是 方差 分 析 模 型 中 的 一 项 主要 工作 . 为 检验 
它 ; 需 要 算 两 个 残 差 平方 和 一 一 其 一 即 (8. 79), 另 一 为 模型 (8. 74) 
在 约束 HB 二 0 之 下 的 残 差 平方 和 和 .如果 我 们 已 解决 了 在 纯 方 差 
分 析 模 型 (8. 75) 之 下 Ha 二 0 的 计算 ,得 其 残 差 平方 和 为 二 次 型 
YPIY, 则 根据 前 面 的 论证 ,模型 (8.74) 在 约束 日 8 二 0 下 的 残 差 
平方 和 可 按 公式 
381 


PT) 
计算 . 


3. 可 估 国 数 ca 的 LSE 


按 (8.76} ,ca 的 LSE 为 
Coa=eS KAY— eS XP. 
上 式 右边 第 一 项 为 ca 在 纯 方 差分 析 模 型 下 的 LSE， 设 我 们 已 解 
凑 了 后 者 的 计算 问题 ,姑且 记 为 84(7). 则 ci5- XX 的 第 i 元 正好 是 
BC) wt 是 XX 的 第 i 列 . 由 此 得 出 


ea=g(Y) — Dap (8. 80) 
1 


此 处 7 为 的 维 数 . 可 见 仍 是 前 面 指出 的 格局 :一 旦 解决 了 纯 方 
差分 析 模 型 中 的 问题 ,相应 的 在 协 方差 分 析 模 型 中 的 问题 ,就 可 借 
助 其 结果 去 解决 -一 当然 ,此 处 需要 计算 8:(8, 80) 右 边 第 二 项 ， 
可 视 为 由 于 协 变量 Xs 的 存在 ,而 对 ce 的 估计 g《Y) 所 作 的 修正 . 


4. 可 估 函 数 的 区 间 居 计 


加 算出 了 了 COV 一 Qo, 则 Varge' ty 一 ae 和 ec， 记 于 一 SS / 
Cn 一 (SS, 按 (8.79) 算 ,A 二 rk(Xi 入 刚 (ee 一 ce 
由 此 可 作出 ca 的 +t 区 间 估 计 ， 为 算 COV C8) ,用 (C8.76), 先 算出 
COVEOBY = (和 和) !, COVOY ,PY = oPR, CX', PX 一. 
由 此 ,所 (8. 76) ,得 

COV(6) ~ ao20STSST + Sr7 RXR' PRIN’, RLS 

~ 297 XI PR CK PR IR' NS-), 

此 处 就 是 前 面 定 义 的 1 一 区 ,Si X',， 在 较 简单 的 模型 中 ,ce'e 的 
表达 式 也 不 其 复杂 ,由 之 直接 计算 Var(le'6) ,一 般 比 动用 上 述 公 
式 要 简便 一 些 . 

由 于 协 方 差分 析 在 计算 上 只 是 方差 分 析 的 延伸 , 它 未 能 像 方 
差分 析 那 样 ,形成 统计 学 中 一 个 独立 的 分 支 ,一 般 是 把 它 作 为 方差 
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分 析 或 线性 模 卉 这 些 分 支 中 一 个 内 容 来 处 理 . 但 是 ,引进 协 变量 
以 降低 误差 ,是 科学 研究 一 种 重要 的 手段， 


附录 竹 阵 的 广义 逆 


定义 及 存在 性 
定 阵 如 称 为 矩阵 4 的 广义 逆 并 记 为 4- ,车 
ABA= A. 
此 处 并 未 要 求 4 为 方 阵 . 显然 ,车 4 为 mxn 阵 , 则 有 A 必 为 nXm 
阵 . 又 若 4 为 方 阵 晶 逆 阵 4-! 存 在 , 则 4 一 4-( 存 在 唯 -). 
下 述 定理 给 出 4 -的 存在 性 及 其 一 般 形 状 . 
定理 1 设 mXn 阵 4 的 秩 rktA)=r. 把 4 表 为 


if, 0i 
A 二 P| a 

Ii0 0 
的 形状 ,其 中 和 昌 分 别 为 m 和 阶 满 秩 方 阵 ,7, 为 > 阶 单位 阵 ， 
则 有 

由 -一 总 - [2 El 

即 ; 不 论 C.D.E 如 何 (D 为 (4 一 7) XrsC 为 rrX (Gm 一 x)) ,右边 的 
矩阵 必 为 4-. 反之 , 任 一 个 4- 必 能 表 成 右边 的 形状 . 


证 明 A=A4B84 ep je=al osel "JQ 
0 0 0 0 0 0, 


I, 0 ii, 0 iT. 0 
= = sjesrly 由 
0 0! QQ 站 0 0 


asp 一 | Fs 有 
记 六 下 | 
To 7 OfF, Flif, 0 
4= 484 | j=-| | | | 
0 0 ollF, Fllo 0 
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I, 0 ijF 0 
= 中 0 | 
全 一 也 Pa 任意， 
如 所 签证 ， 
由 此 定理 看 出 :只 有 在 4 为 方 阵 且 4 一 存在 时 ,4- 才 唯一 ,在 
其 他 情况 4 不 唯一 及 其 秩 总 不 小 于 4 之 秩 . 


4 的 基本 性 质 


定理 2(4 与 线性 方程 组 求解 的 关系 ) 给 定 和 矩阵 4 及 向 其 
y: 则 

1° 若 方程 4z 一 y 可 解 , 则 4 yy 必 为 解 , 旦 当 yy 天 时 ,任何 
解 都 有 4 y 的 形状 . 

2” Ax 一 0 的 通 解 为 0 一 A- A}Z,A- 为 任 选 定之 一 广义 道 ， 
Z 任意 . 

证 明 若 7 三 3 可 解 , 则 有 0 使 y 二 Axzo; 因 认 刀 (4 3 一 
44 4xzo 一 Ar 一 3y 即 4 7 为 解 , 为 证 后 一 结论 , 先 设 4 一 
民 品 
0 0 
解 9 则 , 必 有 Yr "OY Dy; A sr 而 Vi Yr 不 全 为 

I | 

0 不 妨 设 天 0 作答 阵 及 一 | ,其 中 成 之 第 一 列 为 
Cx, /Ys ;Xa yi1) 而 其 他 各 列 为 0, 则 zo 二 By, 而 据 定 理 1,B 为 
ll 0 0 
A. 对 股 情况 A 一 P| |, 由 4-y 知 | EE 


* 设 y= {yl 人 而 Tu = {x ,+ Xn) 为 AZX=Yy 之 


加 了 | 
中 各 一 Qzo 而 3 一 P-'y 按 已 证 部 分 ,存在 s=| 7 | ,使 六 = 


By, 即 zw 一 -1BP-!y. 但 据 定理 1,Q-1BP-! 为 4-. 这 证 明了 
1*，2" 易 证 ， 
下 面 旧 讲 到 广 辟 首 与 正 变 投 影 的 关系 ， 设 产 Xn 阵 4=- 
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(a ao)， 一 切 形 如 Deon (ec: 为 常数 ) 的 向 量 构 成 R” 中 一 


线性 子 空间 , 记 为 y (4A)， 其 维 数 为 dim(pgtA)D)=rktA), 任 — 1 
维 向 量 x 可 唯一 地 分 解 为 x 一 # 十 v ,其 中 wEpCA4) 而 ww(A). a 
称 为 x 向 x(A) 的 正 交 投影 ,简称 投影 . 由 二 到 zx 的 变换 为 一 线性 
变换 ww 一 Bx,B 为 m 阶 方 阵 . B 称 为 (向 pCA) 投 影 的 ) 投 影 阵 

定理 3 8=4(04'4) 4 ,日 与 (4 4) 一 的 选择 无 关 ， 

证 明 ” 先 证 明 两 个 很 有 用 的 恒等式 ;: 

ACA'A) A'A=A AA(A'A)- A'=A', (1) 

为 此 记 了 二 A404'4) 4'4 一 4, 则 有 jtD)CatA).。 另 一 方面 ,对 
F(A4) 中 任 一 向 量 Az, 有 (CAT DD 一 x A'D=xzA'A(4'4)-A'A— 
2 AA 二 0; 由 此 知 gC4) 上 pCD)， 这 说 明 nCD}) 只 能 包含 零 向 量 ， 
即 D==0. 这 证 明了 了 (1) 的 第 一 式 ,第 二 式 类 似 . 

任 给 向 量 z, 将 其 分 解 为 +=Bz 十 (I 一 B)z, 有 BrE€ p(tA)， 
又 (一 Bfr LAaCd) ,此 因 据 (1 对 pCA) 中 和 任 一 向 量 Ay 有 CAy)' 
一 Bx 二 y 4 一 44044) A)z 二 0, 于 是 证 明了 所 要 的 结果 . 
444 4) 4 与 (4 4) 之 选择 无 闫 是 因为 投影 阵 是 唯一 的 . 

投影 阵 是 莆 等 是 对 称 的 . 芭 过 来 ,任何 对 称 芋 等 方 阵 必 是 向 
某 cA) 的 投影 阵 . 事实 上 , 设 万 为 (投影 于 pr(C4) 的 ?投影 阵 , 则 万 
一 AtA'A)-4'， 于 是 据 (1) 式 得 五 站 =4(444) -44(044) 一 由 一 
(ACA A AA)CA A) A' 一 A4(4'4)-A'==D, 对 称 性 将 在 后 面 证 
明 . 

反 过 来 , 设 DD 为 对 称 寡 等 阵 ， 因 篆 等 阵 的 特征 根 只 能 为 0 和 


1, 帮 存在 正 交 阵 了, 使 Dp 一 P| 0 P 令 4= P| 由 44- 7， 


故 AA MH-AN=P| 0 P==D, 妈 忆 为 启 gCA) 的 投影 
阵 . 
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Moore-Penrose 广 昧 道 4+ 


广义 道 4 不 必 唯 一 . 在 一 切 A 中 ,有 -个 起 着 特别 重要 的 
作用 , 即 下 文 定 义 的 41 
设 4 为 任 一 矩阵 . 若 8 满足 以 下 几 个 条 件 ; 
8 二 4-,， 有 A= B ,AB 对称 ,B84 对 称 ， 
则 称 B 为 A 的 Moore-Penrose 广 祭 道 祥 记 为 41， 显然 有 (AT)T 
二 及 ,而 (4 ) 不 一 定 是 4{ 试 举 一 合 ) 而 A! 更 切合 通常 道 方 阵 
首先 证 明 :对 任何 4,4+ 存 在 唯一 . 事实 上 , 设 有 和 B; 都 是 
A7, 则 
Bi = BAB, = BAB)Y = BB'A' = BB (AB,AY 
= BB A'B',A' = BABY CAB,)Y 
= BCAB)CAB,) = BAB, =— (BA)Y'B,AB, 
= (BIAY' (CBAY'B, = (BIAY'A'B',B, 
= CA'B' A' YB',.B, = CAB AY' B',B, 
= A'B'sB, = (BA)'B, = BAB, = B,, 
得 唯一 性 .注意 等 式 每 一 步 都 基 用 了 B, 和 B; 为 4+， 为 证 存在 
性 , 设 4 为 mxXn 矩阵 , 秩 为 r, 把 4 表 为 4=PQ, 其 中 忆 为 mxr 
阵 ,Q@ 为 rxn 阵 , 且 秩 都 为 r; 则 P'P 和 Qe8' 都 是 满 秩 x 阶 方 阵 . 
令 8 二 QQ QQ CPP 1P' ,不 难 验 证 它 满足 41 的 所 有 条 件 . 
4 都 是 在 4 不 为 满 秩 方 阵 时 ,模拟 道 阵 的 性 寺 而 设 ,其 中 
刀 ' 保 留 逆 阵 性 质 更 多 一 些 , 例 如 ， 
1 (4+)! 一 4( 相 当 于 C047)7' 一 A, 此 对 4- 不 成 立 ). 
2 4 为 对 称 方 阵 时 ,4 也 为 对 称 方 阵 . 事实 上 ,将 4 素 为 4 
一 六 dia 胡 (100) 忆 ,其 中 己 为 正 变 阵 , 庆 关 0,1 扫 is 二 
则 易 验 证 4+ =Pdiagtii 1030)P! ,而 这 是 对 称 阵 . 此 
性 质 对 4 不 成 立 ， 
身 尼 性 质 可 以 证 明定 理 3 中 的 - -个 遗留 点 , 即 4(04424)》 A 为 
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对 称 阵 . 事实 上 , 因 4(4' 4 由 与 4 人 444) 的 取 法 无 半 , 大 404 
A) 24' 一 4AC44)1A'. 国 44 对 称 , 故 044) 也 对 称 , 因 而 4 
(A'A)* 4 也 对 称 . 

3 A' 一 (44)14',A1+ 一 4'(AA')'， 直 接 验 证 即 得 (将 十 号 
改 为 一 号 时 不 再 成 立 ). 

另 有 一 些 性 质 是 对 一 般 4- 也 成 立 的 ,例如 

(4 一 (4-》， 
(PAQ) 一 QI4- PPGQ 为 满 秩 阵 ， 

这 里 等 号 的 意义 是 了 解 为 “矩阵 集合 相同 ”, 如 :一切 CA') 成 一 
集 , 一 切 (4-)' 也 成 一 集 , 这 两 个 集合 一 样 . 

还 有 一 些 性 质 其 至 对 4 也 不 成 立 , 例 如 (45)+ 不 一 定 等 于 
B+A+( 试 举 一 例 }). 
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习 题 


习题 分 章 排列 ， 每 一 章 内 的 次 序 , 大 体 上 依照 课文 中 有 关内 
容 出 现 的 次 序 . 

习题 按 难 易 程 尊 分 为 三 类 题 号 右上 和 角 有 一 全 *。” 的 ,是 较 
易 的 题 . 题 号 右上 和 角 有 一 个 * ”号 的 ,是 较 难 的 题 . 不 加 任何 记 
导 的 题 ,其 难度 介 乎 二 者 之 间 ， 如果 一 个 题 包含 若干 小 题 ,其 各 小 
题 标识 可 以 不 同 ， 

各 荣 题 的 数量 ,加 "“。" 者 222 题 ,加 “x* "者 50 题 ,其 余 228 
题 ， 


第 一 章 


以 了 记 上 维 欧 氏 空 间 ,: 罗 , 记 R' 的 一 切 Borel 子 集 构成 的 o 
域 . 当空 间 为 R* 之 一 Borel 子 集 时 ,也 用 绝 , 记 其 一 切 Borel 子 集 
构成 的 og 域 . 

1 设 P 为 (R' ,35) 上 的 一 概率 分 布 . 证 明 PP 的 支撑 A 为 闭 
集 ( 按 原始 定义 ). 证 明 P(A) 二 1. 

2 设 记 为 (R',. 玫 :) 上 的 og 有限 测度 ,概率 测度 dP =fdjy; 定 
出 也 的 支撑 (不 拘 于 原始 定义 ,下 同 )， 若 有 一 族 概 率 分 布 {fdp: 
EF }, 集 {x:f(zx) 之 0} 与 无 关 , 证 明 此 分 布 族 有 共同 支撑 . 

3. 给 定 闭 集 4CR', 必 存在 -- 维 分 布 以 4 为 支撑 ， 以 此 为 基 
础 ,证 明 这 断言 对 R* 也 对 汰 六 1. 此 题 与 第 1 题 结 合 ,得 出 :在 专 
撑 的 康 始 定义 于 ,本 中 一 集 4 能 作为 某 概 率 分 布 的 支撑 的 充 要 条 
件 是 :4 为 团 集 . 

4"， 举 一 个 如 下 的 例子 :一 族 一 维 分 布 罗 , 其 中 每 一 个 有 支撑 
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(0,1) ,但 多 并 不 受 控 于 任何 co 有 归 测 度 . 

5. 设 PP 为 R' 上 的 概率 测度 ， 用 下 法 量 新 定义 了 的 支撑 A:a 
万 有 4, 当 且 仅 当 对 任 给 e>0 有 

Plfa—eal) > 0, Pllaat+ ll} 0 

证 明 4 为 Borel 集 ,;PLA) 一 1, 且 4 在 早先 的 意 疼 下 也 是 PP 的 支 
撑 ( 非 序 始 意义 )， 

6. R* 上 任 一 窒 率 分 布 函 数 必 为 Borel 可 测 . 

7， 两 个 同 维 分 布 限 数 下 G 的 Kolmogorov 距离 定义 为 下 
(FFG) 二 sup1F(z) 一 GLz)|, 其 “绝对 距离 ”定义 为 

A(F,GY = sup{|F (A) 一 Gd | :A € BB}. 
(1)° 车 dF 一 fdprdG= 二 gdx, 证 明 
AC(FG) = {1f — gldp/2. 


(2) 总 及 ( 玉 ,G0) 太 ACF,G). 利用 1*, 在 一 维 情 况 得 出 等 号 
成 立 的 充 要 条 件 , 并 由 其 结果 的 形式 进而 推广 到 多 维 ， 

C3)° 车 dF 二 fdgon 主 1.dF 一 fdy 则 4 天) 一 0 的 一 个 
充分 条 件 为 /一 /a.e. pz: 举 反例 证 明 此 条 件 并 非 必 要. 

(4)* 设 秆 | ,和 为 朱 白 具 分 布 严 的 jid, 样 本 ,局 为 瑟 
X, 的 经 验 分 布 函数 , 证 明 天 (已 ,55 即 Kolmogorovy 统计 量 ) 确 
是 统计 量 , 即 它 是 (R' ,各 ,一 (RR! ,9 ) 的 Borel 可 测 函 数 ， 

8" X 的 样本 空间 为 (R',.: 必 ,). 证 明 ; 找 不 到 一 个 取 值 于 (R'， 
有 允 ) 的 统计 量 了 = 了 (使 了 (光一 多 其 中 多 为 声 | 之 一 子 
= 域 , 电 及: 的 一 切 可 列 集 (包括 空 集 ,有 限 集 ) 及 其 余 集 构 成 . 

9° X 的 样本 空间 为 《R' ,名 ,) ,. 为 由 一 切 满 足 如 下 条 件 的 


Borel 集 4 构成 的 子 = 域 : 若 a= (eaoDE4, 则 当 > 16| = 


> ai 时 ,也 有 (B85)EA， 找 一 个 取 值 于 (CR,,: 和 5) 的 统计 量 


了 二 TC ,使 TC 入 ) 二 . 实 . 
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10". 下 的 样本 空间 为 (名 ,多 ,) ,分 布 族 为 {fo (x)dn,9E8)， 
四 上 一 切 函 数 构 成 的 空间 记 为 他. 美的 似 然 函 数 fCx) 是 也 的 
元 素 . 课文 中 已 指出 :在 之 中 适当 选择 = 域 多 > ,可 使 似 然 泗 数 
成 为 统计 量 , 在 某 些 场合 下 吧 > 可 按 “ 自 然 * 的 方式 选择 ,以 下 是 
几 个 重子 , 试 证 明之 : 

C1 加 为 一 有 限 集 {8 加) 这 时 了 为 有 R', 而 几 y 可 选 为 


0 ,. 

(2)°* 加 为 R" 中 一 区 间 , 且 对 每 个 XE 各 ,folz) 作 为 8 的 冰 
数 ,在 日 上 有 界 连 续 ， 这 时 把 多 取 为 母 土 一 切 有 界 连 续 范 数 之 
集 . 了 中 两 元 & 和 名 的 距离 定义 为 dg,h) 二 suplg (0) 一 h(0)|， 
ee 中 一 切 Borel 子 集 作为 :党 >. 

,天 的 样本 空间 为 (有 ,有 次,)， 两 个 统计 量 站 一 | 筷 | 和 了 ， 

=X? 都 夏利 于 CR 证 明 了 TI 光一 7 殉 一 人 及 的 一 切 
关于 0 对 称 的 Borel 子 集 }. 

12”. 设 匡 一 妨 ，2 为 自然 数 , 则 


P(X < a) 一 S27 e/a 


对 任何 ea>0( 即 P(X<La) 一 P(Y Sn), Y~2(a/2)). 

13*. 设 了 ~ 各 (7/2) (参数 为 训 /2 的 Poisson 分 布 ), 旦 对 任 
何 非 负 整 数 各 ,有 美 | 了 一 上 一 好 则 天 一 在。 对 非 中 心 圭 及 非 中 
心 忆 分 布 无 类 似 结 果 , 例如， 

Y ~ PD XY =k ~ Fr X 一 开 
14"， 把 尖 分 布 推 广 刘 mn 非 整数 时 : 洲 是 有 密度 
(C22)) es zz03 的 随机 变量 , 证 
EO) = a Var(K) = 24， 
且 当 ae->co 时 
(EW Vi NG0,1). 


15. 设 四 一 六 on 为 白 然 数 ,5>>0， 定 义 集 合 妇 如 下 :a E44， 
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当 且 仅 当 存在 独立 r.v. 了,Z ,使 了 一 好 Ca 不 必 为 整数 ),Z 这 0,X 
一 一 Y 十 Z(d 表 回 分 布 )， 约定 0€ A 以 使 4 总 不 为 空 集 . 证 明 :a. 
若 EA0<a<aryNNNaEAd. bb. AClon]. e. supA€ [nm—l1, 
nj]. da. 记 a’'=supA,MWa' EA. 

16°. 设 XY 独 开 ,六 一 六 ,YY 一 及 ,a 之 0,5>0 不 必 为 整数 , 则 
基 AAXK 二 了 一 Ba,5)， 利 用 这 个 于 实证 明 ; 若 XX,……,X 革 独立 ;XX， 
一 大,1im, 则 当 r 之 1/2 时 有 [a 一 》a 


i=1 
max CX, 衬 >> | 一 


?二 之 


Day) Sy TadTa — a)) 二 xT (1 Oo rd, 
i=1 * 


当 *<172 时 ,此 概率 可 用 Diriehlet 分 布 表 出 ,形式 很 复杂 . 

17?， 记 基 二 (Xo ; 玉 ,) ,其 中 ，,… ,站 独立 正 态 等 方差 ， 
A41,4; 为 nn 阶 对 称 方 阵 , 了 ;一 X'AX,i 二 1,2， 则 

(7 A14; 一 0; 则 了 ,Yi 独立 (其 道 亦 真 ,证 明 较 难 ). 

(2)? 车 5 为 n 维 常 向 量 , 则 5B' 芭 与 YY 独立 时 A15 二 0. 

18. 不 用 特征 郴 数 证 明 以 下 结果 : 设 1,…, XX, iid. 一 六 (0， 
1) ,a sa 为 常数 , 则 CC1) ,C2) 容 易 ,《3) 包 售 (1), (2)). 


(GD 对 任何 a>，31aX? 不 能 有 分 布 妈 


C2) 2 0X? ~ Sa = = 0 = 1. 


(3) > aX? ~ Wiera 所 me 为 整数 ， 且 ae 中 有 a 个 1， 


其 余 为 0( 找 到 有 关 的 trick 此 题 极 易 ). 
19. 设 玉 ,,***, 叉 , 独立 正 态 等 方差 ,证 明 ; 
{1) 车 f(zrey 十 0 二 Cry 对 任何 实数 c, 则 
Xi yXX,) 与 玉 独立 ( 特 便 :f 为 样本 方差 ). 
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(2) 车 所 都 有 期 望 1 而 Flex [a cz) 一 cz yz 对 任 


何 c>>0, 则 Ac ix!) * 与 x? 独立 . 


则 


则 


20°. 设 XXX, 独 空 ,XNCao0) ,1<Ci<n. 记 
Y= Dex dor Z = Dox —Y¥), 
i=1 i=1 i=1 
a= EY= yo/ Da. 
f=1 i=1 


(1 了 ,2 独立 . 
2)° ZZ 8 其 中 襄 地 > ore 一 ay2. 
21. 设 172<a<1, 刚 上 分 布 分 位 点 卢 (o 随 着 二 上 升 而 严格 于 


22°. 设 六 se .i iid. 正 态 ， 


7 一 tvS=| CE 一 人 


=] 


C1)” Yn 一 1CX, 一 爱 )/S 与 (一 1) 了 /ak(Y2 十 na 一 2)}5 同 分 


(2)° 以 天 册 入 入 区 oy 记 深 序 统 计量 ,有 
supD CK) 一 RIS :Ke A 不 全 相同 } 
一 一 i _ 了 73172872 一 于 十 1 一 22， 
(3)° 利用 1*,2" 证 明 : 当 xz 守 (2n) 2220 一 1 人 2 一 23522 时 ,有 
PievnC— 1 (XL,, — XX)/S > zr) 
一 anaPY ~ {ntn 一 2))1 230 (0n ] 3 A TY), 
(4)° 若 ~t 则 PO YR) 二 2) -1. 
23°. 设 襄 汪 击 守 0 ym sn 为 自然 数 . 则 
PX.s, > x) > Pa 人 
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PlFnns, > A) > PlFnas 0 
Plis,s, > 7) > Pli,,s, 7)}， 一 切 这 和 

又 若 ma 人 20, 则 POE PX)>POE >7) ， X00. 

24， 设 六 一 a 了 ~FowsN>n， 以 a 记 Fm 的 上 a 分 位 点 t0 

-a1). 证 明 ;P(Y /a 过 中 六 ,二 ,之 P(X/as 之 0), 视 cl 
而 定 . 

25. 以 嫩 记 和 0 1 分布 函数 簿 的 上 aa 分 位 点 . 证明;@，wtw/s 

7) 人 ,nn 安 1, 等 导 当 上 且 仅 当 n= 二 1. 和 (1 一 2)ws 十 


【一 于 /2) uss Ooil. 
26， 证 明 :e， 


er we AB — BD) >e “wu#0, 


并 借 此 证 明 


exp 


款 


(GTT11 一 ez ”) 7 
> Bu) > | 1 十 一 e ”一 ee) )f2, «> 0. 
5， 对 任何 a<2/x， 
48 0) (1 — Bu) ee rw ， 


a>0 时 已 不 再 成 立 . 

27. a. 证 明 当 六 0 时 ,e” 多 (x)B( 一 x) 严 增 6b， 但 当 
3 YE 时 ,er 更 (z) 盏 (一 z 一 a) 在 z>0H 时 , 非 单调 . ce. 对 固定 的 
0 Cr 一 a) (一 于 (x 十 a) 在 x 让 0 人 外 严 隆 , 

28". 设 XX:~~ 六 ,用 两 种 办 法 证 明 ;,EX,/ Vn 一 1 当 n->o0:a". 
算出 EX,, 用 Stirling 公式 
VEApr+ te pelle ~ Tp 十 1) > vOAprt le tel p+) ‘p> 0, 
b"， 不 用 算出 EX,, 想 一 个 简捷 的 方法 


29. 设 Fl 下 为 分 布 敬 数 , 户 ， 0 p20， Dp 二 1. 
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~ 50pk 称 为 所 ,…,F, 的 一 个 混合 . 证 明 :a. 混合 若干 个 不 
同 正 态 分 布 得 不 出 正 态 分 布 . 5. 混合 若干 个 不 同 的 Peisson 分 布 
得 不 出 Poisson 分 布 . ¢. 设 丸 斌 2,0,…' ,如 不 全 相同 . 混合 B(n， 
1 ) Li :Bin + ) 得 不 出 Bln ,0). 

30， 设 4 是 (zy) 平面 第 一 象限 内 一 个 Borel 集 , 以 9. 记 以 


(0y 0 (asa) 为 对 前 项 点 的 正方 形 ;站 Ar) = | Talu sv) dudv 有 


以 下 性 质 :在 0 过 z+ 过 oo 非 隆 , 钨 对 连续 且 f(x) 所 x 问 :qa. 是 
否 任 一 满足 这 些 条 件 的 六 都 有 一 集 4 使 上 式 成 立 ? 充 要 条 件 如 


何 ?5， 当 了 满足 上 式 ( 即 有 A 使 f(x) = | Luso) dudo ,zr > 0) 时 


丰 是 否 唯 一 ?给 出 一 切 能 满足 上 式 的 4. 

31. 设 着 山 全 入 六 wm 为 自 指数 分 布 e “T(z 省 07dx 中 抽出 的 
iid. 样本 的 次 序 统 计量 , Y= 二 Xe,Y 二 个 一 人 R27 和 

C1)? 证 明了 ,1 独立 , 求 出 各 自 的 分 布 . 

(2)" 反 过 来 , 若 了 了,…,Y, 独立 ,总 体 分 布 有 密度 ftx)dx 且 
了 (7) 二 0 当 z<0, 0 当 zx 实 0; 则 总 体 分 布 必 为 指数 分 布 Be 
* I(r>0)dz ,对 某 个 近 >0. | 

C3)° -一 种 元 件 寿 命 分 布 为 He “T(r 一 07dr, 80, 取 n 个 这 
种 元 件 独 立地 作 试 验 , 并 作 7 个 定数 截 尾 .记录 得 前 ~ 个 失效 元 
件 的 失效 时 间 依 次 为 与 过 … 所 上 ,到 停止 试验 时 ,这 蒜 个 元 件 总 的 
工作 时 间 为 了 二 和 十 十 i 十 (x 一 ?十 1)&,., 利用 1* 求 出 了 的 分 
布 . 

32"， 任 给 R' 的 凸 集 8, 必 存在 一 维 指数 族 C(9)e”*dy, 其 自 
然 参 数 空 间 恰 为 日 , 且 若 旧 有 边界 点 2, 则 对 给 定 的 x 实 0, 尚 可 使 
Elr|"<oo0 但 ElXI"'=o0o 当 e0. 

33"， 上 题 可 推广 到 R* 的 闭 集 昌 , 按 以 下 步 又 :(1) 若 C,(9) 
e “dp 有 自然 参数 空间 全 ,nn 守 1;p6 为 Re 上 的 测度 ,满足 
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suppu(B)<oo 对 了 任何 有 界 集 8, 则 对 
请 一 Dp 人 (有 ee 人 天 


有 自然 参数 空间 门 @,. (2) 对 Rt 的 闭 半 空间 19;a'9 十 5 汪 0) , 找 
出 以 它 为 自然 参数 空间 的 指数 族 . (3) 闭 台 为 闭 凸 集 ,E 属于 台 的 
边界 日 且 是 旭 上 处 处 稠密 的 可 列 集 ,过 E 的 每 点 e, 作 日 的 支撑 ,其 
包含 名 的 最 个 半 室 间 记 为 A,, 则 台 = A4.. 结合 Q)-t3) ,证明 所 
述 结 果 . 按 : 此 结论 可 推广 到 如 为 开 集 ,但 对 R*( > 1) 内 一 般 凸 
集 不 一 定 对 . 

34"、 给 定 记 ,rr,0 扎 rk, 则 可 找到 上 记 维 指数 族 CC(9)e”*djy, 其 
自然 参数 空间 退化 到 了 的 一 r+ 维 超 平面 内 . 


35. 令 f(0) = | ereodu(z) ,0E R'. 设 aoal 都 属于 RR'， 


是 ftao) 之 co， 则 当 8 沿线 段 aoml 趋 于 a 时 ,了 (0) 一 /la1)， 举 反 
例证 明 条 件 f(ao) 过 oo 不 可 少 ， 
36, 设 一 维 指数 族 CC09)e”dp 的 自然 参数 空间 日 非 空 ,BB 为 
的 支撑 ,而 5 二 supB8 之 oo, 证明， 
(1) 对 和 包含 充 分 大 的 有 
(2) limC(b)e 一 0, 对 任何 x<6 
= (pg({b})) 1!, 当 z= 
一 00; 当 zx 站 b. 
37". 设 二 维 变量 (X,Y) 为 单 参数 8 的 指数 型 族 , 癌 基 是 否 必 
为 8 的 指数 型 族 ? 
38， 设 上 翅 & 都 是 指数 型 族 CCBye* Tqdylzr) 的 自然 参数 空间 
名 的 内 点 ; 则 Es (TC(X)) 隆 Eo (TCX》), 即使 外 ,% 不 全 是 肉 点 ,只 
要 Es (TCXD)) 和 Es_(T(X)) 都 有 限 , 这 个 结论 也 成 立 ， 对 方差 不 
然 , 举 一 个 NO@,1) 以 外 的 例子 . 
39. (1) 证明 Cauchy 分 布 族 { CrCi 十 (x 一 的)) dz 一 co<<8 
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三 oo0} 不 是 指数 型 族 . 一 种 可 能 想到 的 证 法 是 :Cauchy 分 布 没有 
期 望 而 指数 型 分 布 有 期 望 ， 这 个 证 明 能 和 理 成 立 ?〈2) 证明 Laplace 
分 布 族 {2-:e-Padr, 一 oo<p<co) 不 是 指数 型 族 ，(3) "一般 ,一 
维 位 置 参数 分 布 族 {f (zx 一 Ddz; 一 = 二 0<oo}{ 此 处 了 已 知 ,六 全 
0, | _fdz = 1) 可 以 是 也 可 以 不 是 指数 型 族 , 前 者 的 周知 例 于 是 
正 态 Nt9,1), 青 举 一 个 例子 . 

40". 设 基 , 了 独立 , 则 

玉 ,Y 都 有 指数 苞 分 布 族 污 (X,Y) 有 指数 型 分 布 族 ， 举例 说 
明 , 当 厄 ,Y 不 独立 时 ,全 两 向 都 不 必 成 立 ， 

41"， 设 其 一 村 7 一 NO 以 ao 和 四 分 别 记 闫 策 
(行动 )<“0 委 多 > 和 “> 记 ”, 损 失 为 
Ld tad) = max — 0.07, Ld Ga) 一 Taxfe — 0 ,0). 
以 司 和 Yi ,分别 记 瑟 和 节 的 iid. 样 本 ,取决 策 画 
数 3 叱 Xe 7 7 一 ar 计算 弛 的 风险 函数 ， 

42”, 一 合 中 有 N 个 球 , 其 上 分 别 有 数 字 1， ,N,N 未 知 ,从 
其 中 随机 地 放 回 地 抽取 x 个 球 ,记录 其 上 的 数字 天,,…:, 双 ,, 要 依 
此 佑 计 NN ,损失 水 数 为 LCN ,a) 一 (N 一 a)?, 取 “决策 函数 ”3(X,， 
max i 定 外 二 kw 使 风险 达到 最 小 ,并 求 
当 Noo 时 ky 的 极限 ( 注 : 因 kn 依赖 未 知 的 N ,6 无 法 由 样本 算 
出 , 故 无 法 使 用 )， 

43”. 一 统计 决策 问题 的 诸 要 素 如 下 :参数 空间 @=- {1,2}, 样 
本 分 布 一 有 (01)，Paz 一 R0,22) 行动 空间 4 一 11,2}, 损 失 函 数 
Za)= 19 一 ae， 决策 图 数 SCz) 的 最 大 风险 记 为 M8) 一 max (RR 
{1:6) ,RC2,6))， 找 出 一 切 使 MM(6) 达 到 最 小 的 5. 

44 "一 铜板 投掷 时 出 现 正面 的 概率 为 1/4 或 3/4， 为 判定 系 
何者 ,将 铜板 独立 地 投 狠 2 次 , 据 其 结果 作 一 判定 . 损失 为 ; 判 对 
为 0, 判 错 为 1， 找 出 使 最 大 风险 M(3) 达 到 最 小 的 决策 函数 6( 注 ， 
允许 随机 化 决策 函数 ,下 题 同 )， 
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45"， 一 般 , 设 参数 空间 为 日 一 1,…, 饭 ), 行 动 空间 为 4 一 
{asa}) 样本 分 布 为 Pel 革 == 让 二 pit1Sjl)1 二 im 损失 医 
数 为 LC ,4)) 一 cj， 任 一 随机 化 判决 函数 可 表 为 (ds:1<i<,1 
过 JE 由 :du 为 当 样 本 为 了 时 , 取 行 动 a 的 概率 ， 找 一 个 这 样 的 8 


使 风险 和 PR, 5) 达到 最 小 ,并 证 明 这 种 6 可 取 为 非 随 机 化 药 


( 若 要 求 6 使 jz(6) 达 到 最 小 , 则 得 到 一 个 复杂 的 非 线性 规划 问 
题 )， 
46". 设 X,Y,Z 都 是 随机 变量 ,证 明 
ECXECY |2)) = EC(YECX|Z)) ,EC(ECZ IX IX) = E(Z|X) 
文 间 CE(Z|XY)| 叉 ) 一 ECZ| 关 ) 是 否 成 立 ， 

47"， 证 明 (1)” Var (X) 二 ECVar(XK|IY)) Var(E(X |YY). 
(2)° Cov (X,YY—=E(Cov{ (XY) IZ))+Cov (ECX|Z2) ,EC(Y |Z)). 
(CD) 证 骨 了 ; 答 件 方差 Var (XX|Y) “平均 说 来 ”所 无 条 件 方差 .“ 平 
均 说 来 "四 字 可 否 去 掉 ?) 

48". 设 卫 ,Y 是 随机 变量 ,EY?<<oo， 找 一 个 只 依赖 于 成 的 随 
机 变 其 A(X), 使 EY 一 A(X))? 达到 最 小 , 证 明 (XX) 一 ECY| 
叉 ). 更 一 般 地 , 设 为 R' 的 严 帅 函数 ,p(t 十 oo0) 一 o0 ,Ep(Y 十 之 
so 对 任何 cER:, 则 存在 a.s. 唯一 的 函数 ,使 Ep(Y 一 A(X)) 达 到 
最 小 ， 

49， 设 和 ，… 与 , 独立 ,7 一 了 (Xe E72<coy 要 我 了 


的 一 个 形 如 >i(X,) 的 最 佳 (在 均 方 误差 意义 下 ) 通 近 , 即 对 任 
何 选择 g,,…,g,, 都 有 
E(Y— D0) < ElY 一 Decx))”. 
证 明 一 个 解 是 
f(z) = ECYIKR Sa) a DECOY,) Sin 
且 若 记 
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Y= SCX) 一 > ECYIX) — (nO— EY, 
11 


则 有 
Var(y) 一 Var(?) + Var(Y — Y). 
对 下 面 两 个 特例 算出 具体 形式 
(1 CU 统计 量 ), 设 六 | 为 ji 本 ， 
Y ~ 四- SY khCKX,,X)), 


下 (yt 为 aa 的 对 称 消 数 . 

(2》〔 秩 统计 量 ) 设 下 和。 为 jd. 公共 分 布 已 在 R 上 处 
处 连续 (这 时 以 概率 1 天,,…, 尺 , 也 不 相同 ), 令 了 =- 玉 一 满足 条 件 
“的 (1 扩 jn) 的 个 数 . 

50°， 雇 C0,0) 和 1,1) 鸭 顶点 的 单位 正方 形 J 内 给 定 (X,Y) 
的 概率 分 布 如 下 ;在 直线 段 (0,0)--(1,1) 上 有 概率 a, 概 率 元 为 
gdst0<s< vv 2 ), 在 .的 其 余 点 处 有 密度 


] P1 
zyy)， | | fe waray =]1—a, 


-2 
| gts)ds a (0 1), 
四 


求 给 定时 Y 的 条 件 分 布 . 

$1. 设 关 ,了 Y 分 别 有 概 率 窗 度 ( 对 上 测度 )f 和 5, 设 存在 常数 
k 半 1 使 有 (zx) 宇 g (xz) 对 一 切 TER!. 按 下 述 方 式 产 生 一 个 量 &, 扫 
取 区 的 一 个 样本 zo; 然 后 在 R(0,1) 中 抽 祥 . 车 结果 所 gg (x6) 
(fT0)), 则 令 一 xo, 否则 恒 新 抽取 六 的 样本 再 按 上 述 方 式 处 
理 ,直到 可 定 出 为 止 . 证 明 :这 样 定 出 的 过 其 分 布 与 了 同 ( 这 个 
结果 可 用 来 对 革 些 分 布 作 抽样 ,例如 取 =N(0,1) 帘 度 而 g 满足 
所 述 条 件 ， 从 实用 观点 ,不 必 在 R: 上 处 处 满足 站 PFCz) 闵 gz) 只 
需 在 足够 长 的 区 间 ( 一 ae? 上 注 足 即 可 ). 

52". 不 用 因子 分 解 定理 ,直接 计算 条 件 分 布 ,证 明 : 若 及,,…， 
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项, 为 iid. 样本 , 则 当 总 体 分 布 为 指数 族 {0e “7T(z>0)dz0<0<- 
oo} 或 正 态 分 布 族 {N C0,03) ;一 0 之 <Zoo}(g? 已 知 ) 时 , 节 为 充分 
统计 址 . 

53. 设 样本 筷 的 分 布 族 中 只 包含 mm 个 分 布 ,mz 有 限 , 则 必 存 
在 一 个 闫 一 1 维 ( 即 取 值 于 及 ”2 的 充分 统计 重 . 

54"， 设 苹 样 本 空间 .党 可 列 , 则 不 论 买 的 分 布 族 如 何 , 必 存 
在 一 个 一 维 充分 统计 量 . 

55. 设 六 的 样本 空间 与 分 布 族 为 ( 洁 , 噬 ,, Po,9E€9), 取 值 于 
(7 58) 的 统计 量 了 为 充分 . 设 4E 到 .满足 Po(4)>>0 对 一 切 
96, 定义 户 :PtB} 一 Ps(B 门 4)/Po(A),BE 名 ,, 证 明 : 对 分 布 
族 (Po:8E 介 ) 而 言 ,T' 仍 为 充分 . 

56、 两 统计 量 人 一 了 T(X) 及 5S 二 S(T) 二 SLT{tX)), 车 5 为 充 
分 统计 量 , 则 了 也 是 . 此 事实 在 直观 上 显然 , 试 从 充分 性 的 意义 的 
角度 去 说 明之 ,并 在 以 下 两 个 情况 给 以 严格 证 明 : (1)" 了 的 分 布 
族 为 受 控 时 ，(2) TT 及 多 皆 在 欧 氏 空间 取 值 时 . (一般 情况 应 当 
也 是 对 的 , 作 才 还 不 知道 如 何 证 明 )， 

57. 设 半 ;:( 作 8,,Po 09EB), YY: ,BP gEH), TX) 
和 了:(Y) 分 别 为 前 者 和 后 者 的 充分 统计 量 . 证 明 :( 2) 是 (2 
X 针 , 当 .X 员 ,, PexXP,, (69,9)EBX) 的 充分 统计 量 ( 注 :不 能 用 
分 解 定理 , 因 末 假定 分 布 族 可 控 ). 证 明 其 道 也 成 立 . 

5s8"”， 设 了 = 了 () 是 取 导 于 人 47, 洛 -) 的 充分 统计 量 , 旧 正则 
条 件 概 率 分 布 存在 ， 按 充分 性 定义 ,对 每 个 1:€ .7 ,条 件 分 布 
Pe ， | 二 和) 与 8 无 关 . 由 此 似乎 自然 地 得 到 以 下 的 结论 :对 任何 
4E 咖 > : 若 PCTCXTE4) 0 对 任何 0>0, 则 条 件 分 布 PoC， | 了 
所 4)( 这 可 按 初等 概率 计算 ?也 应 与 9 无关， 此 结论 是 和 理 对 ? 如 何 
解释 ? 

59* .样本 芒 的 分 布 族 (Ps,9E 日) 党 控 , 设 统计 量 T=T(X) 
有 “英两 充分 性 ”, 即 对 介 中 的 任 两 点 外 隆 扣 ,本 是 关于 {Pa ,了 Pe} 的 
充分 统计 量 . 证 明 : 了 关于 (Ps,8E 日) 也 是 充分 统计 量 . 
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60"， 以 下 两 件 事 实 虽 容易 证 明 , 值 得 留意 一 下 ， 

(1)? 一 串 充分 统计 量 之 极限 (a. s. 或 in pr. ) 不 必 为 充分 统计 
址 . (2)" 充分 统计 量 全 之 分 布 ,对 不 同 的 参数 值 必 不 同 ( 假 定 不 
间 参 数 对 应 样本 之 不 同 分 布 ). 

61'， 设 苹 ,XX 是 队 分 布 族 { fx,9)dx ,8E89CR!')} 中 抽出 


的 iid. 样本 ,f(z, 四 之 0 对 一 oo<x<oo 及 9EB. 设 T 一 》 XX 为 
7=] 


充分 统计 量 , 则 这 分 布 族 为 指数 型 . 

62. 样本 天 有 分 布 族 {foCxydz,8= (9) EB X98,) ,又 
fotz) 处 处 大 于 0 设 (T1 ,了 Ti,) 为 统计 量 , 满 足以 下 条 件 ; 对 任何 让 
和 g 固定 时 ,了 是 参数 4 的 充分 统计 量 ( 即 分 布 族 { foo (Cz): 
BB;0, 固定 } 之 充分 统计 量 ); 对 任何 加 EB 面 定 时 ,了 是 入 的 
充分 统计 量 , 则 (Ti ,Ts) 是 {fo;9E 68,X 仿 } 的 充分 统计 量 ， 又 举 反 
例证 明 此 结论 之 道 不 真 . 

63". X 的 样本 空间 为 (R', 煞 ,) ,分 布 族 为 一 切 关 于 原点 对 称 
的 分 布 的 族 . 证 明 人 (XX) 二 |X | 是 充分 统计 晤 (此 题 直观 上 显然 ， 
问题 在 证 明 可 测 性 ). 

64"， 久 1，…*' ,了 X。 为 抽 自 一 维 分 布 族 (F;FE 罗 )(2 任意 ?的 
iid. 样本 ,了 为 次 序 统 计 景 . 证 明了 的 充分 性 是 这 样 向 的 ;对 任何 
满足 菜 件 各 的 1 一 (ot) ,及 AE 入 ,定义 P(A,) 如 
下 :由 t 作 任意 置换 得 a! 个 点 (2 法 六 相同 的 要 重复 计算 )， 以 
~ 记 这 些 点 中 落 在 4 中 的 个 数 , 则 PCA,t) 一 rj/n1. 此 与 中 ,的 分 布 
无关. 试 严格 证 明 它 确实 满足 充分 性 定义 中 对 (4 ,2) 的 一切 
要 求 . 

65， 设 了，*… ,XX, 为 自 1YC0,e2) :站 中 质 出 的 iid. 样本 ， 


已 知 了 二 六 2 为 充分 统计 量 . 试 证 :即使 把 参数 空间 由 fox>0) 


扩大 为 {se: 庆 0} CN (0,0) 理 解 为 退化 为 一 点 0 之 分 布 ),T 仍 是 充 
分 统计 量 . 
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在 保持 充分 性 的 前 提 王 ，- 个 统计 生意 精简 靖 好 ， 把 “最 精简 
的 ”充分 统计 量 叫 做 * 极 小 充分 统计 量 ”. 数学 上 可 以 这 样 定 义 : 设 
取 值 于 (2 , 渐 s ) 的 统计 其 了 为 充分 , 且 对 任何 充分 统计 量 了 , 取 
值 于 (2 加 = )， 必 存在 由 (7 59 ) 到 (2 用 =) 的 可 测 函 数 
8g: 慎 TT(X) 一 g(TL(XD))a.s, Po 对 任何 8E€ 旭 , 则 称 工 为 极 小 充分 
统计 量 . 

66"， 设 邢 ，…，Z 为 抽 自 两 点 分 布 旗 Ps(X==1) 二 1 一 Pel 了 X 
二 0) 一 8(0s&0<51) 的 iid. 样本 ,证 明 3》 X, 为 极 小 充分 统计 量 . 


7.“ 推 而 广 之 , 设 样本 分 布 为 指数 型 族 CDe” "dptx),9E 
日 ,8 为 有 维 , 而 中 作为 R 之 子 集 有 内 点 , 则 了 为 极 小 充分 统计 
县 . 

68.， 设 X 和。 是 从 共 支 撑 分 布 族 xz,2ydylx) 中 抽出 的 
iid. 样本 ,2 属于 了 RI: 之 一 区 间 . 证 明 : 在 = 六 3 时 ,样本 中 位 数 
med( 久 ,,… 下) 缩 不 是 充分 统计 量 . 

69"， 设 (X,Y 了 DD,…, (XY) 是 二 维 正 态 Nt ,11,1,P) 中 
抽出 的 iid, 样本 . 用 下 法 求 相关 系数 


3 (7 — FIR /SwSy 
的 分 布 , 设 p= 二 90， 此 处 
Sx = ( DX, — XY), 


Sy = (DY, — 7)) 
给 定 (Y1,…,Y,), 因 p 一 0, CX ,… ,XX,) 的 条 件 分 布 等 于 其 无 条 件 
分 布 ， 青 用 与 22 题 1° 和 相似 的 结果 ( 注 ;这 个 方法 也 适用 于 p 隆 0 
时 ,当然 计算 复杂 得 多 ). 
70*. 设 了 是 (2 ,名 ,Py) ,0EB 的 充分 统计 量 , 则 对 任何 3， 
可 测 函 数 ,Es| f(r) | 之 0 对 任何 8EB, 必 存在 名: 可 测 函 数 g， 
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使 ECFCX7 TD) 一 8(TD7 9E 昌 . 

71. 设 样 本 Kis ey Ra 一 (zs 人) dx Yi ， Yh, 
fy :名 ;dy ,7 全 体 独 立 . 此 处 

firab) 一 再 aha)la < hr) > 0, 


| Cdr = Ha oo, — 0 00) Lh. 


令 mC— min CX nin(Y, YM=maxtX,,", 
Xa) 了 T 了 二 (msmyrM), 直接 计算 条 件 分 布 (max(X,)， 
max《 了 7) 全 ,以 证 明了 "为 充分 统计 是 … 一 这 个 事实 从 因子 分 解 
定理 显然 . 

72"， 设 样本 分 布依 玉 于 参数 (9,g)， 统 计量 了 称 为 相对 于 #8 
是 充分 的 ,车 中 了 的 分 布 只 依赖 5, 名 给 定 工 时 样本 的 条 件 分 布 
不 依赖 & a. 证 明 ( 这 是 最 常见 的 -… 种 情况 ); 若 样本 卫 ,Y 独 江 ,并 
的 分 布 只 依赖 8 而 个 = 了 (XX) 是 分 布 族 的 充分 统计 量 , 而 Y 的 
分 布 只 依赖 w 则 了 相对 于 日 是 充分 的 . 5 党 一 个 不 属于 a 中 情 
况 的 例 . 


第 二 章 


1.a. 一 维 分 布 族 {EF, | zar ie 其 中 Cl en 
为 了 互 不 相同 的 常数 , 当 = 二 1 时 非 完全 .n 写 2 时 完全 . b， 如 增加 限 
制 ,“F 有 密度 (对 工 测 度 )”, 则 鞋 述 结论 仍 成 立 . 

2°. 8 分 布 族 {BCa a0 财 和 冠 一 1 2 2 :让 加 
定 ,a 一 1,2,…} 者 完全. 


大 
3. 若 假 定 指数 型 分 布 族 {CDexp{ SGTi(X)| dy(tx):0 € 
i="1 


日} , 其 自然 参数 空间 名 作为 ' 的 子 集 无 内 点 , 刚 统计 时 了 = (T'， 
4)' 决 非 完 全 . 车 合 非 自然 参数 空间 而 是 人 为 给 定 的 ,情况 如 
何 ? 
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4 {f(r 一 dr: 一 之 9<m,f 之 0 偶 ， | maz 一 了 


8 EE RD T 为 其 iid. 样 本 的 次 序 统 计量 . 求证 :n 一 1,2 时 (aa 为 样 
本 量 )T 完全 ,六 3 时 不 完全 . 

s"，. 多 - 为 吝 少 有 一 个 非 退化 分 布 的 一 维 分 布 族 ,天 ，… ,已 。 为 
其 iid. 样本 , 则 统计 量 了 一 (XXX) 当 #>1 非 完全 ， 

6. 证 明 : 完 全 = 有 界 完全 ,但 其 逆 不 真 . 

7 举 反 例证 明 Basu 定理 之 道 不 真 .利用 Basu 定理 解 第 --- 
章 习题 19, 及 下 述 问题 : 设 久 ,… ,XX, 是 抽 自 分 布 族 {e “人 ”， 
TxDdr: 一 oo<9<co} 的 i 记 . 样本 ， 

了 一 minX,, 


Ts = PX, 一 nminX,, 
?一 ] 


则 了 ,Tz 独 芯 . 
全 . 设 到， 9 1 人 X， 为 抽 自分 布 族 {e “HI(r > Pdr: 一 Co < 入 


二 ~} 的 iid. 样本， 证 明 ; 统 计量 > ) X, 完全 而 非 充分 . 


9. 〈 删 失 分 布 ) 设 和 ，…X. 是 从 均匀 分 布 族 {RR(0,8) :0< 
<oo)} 在 1 这 个 点 的 右 册 而 得 到 的 分 布 族 {Po:0< Do 中 抽出 
的 iid. 样本 (Po 的 定义 是 : 关 一 RI0,1) 当 0<p<S1 ,Pa4) 一 |4|178 
当 4ACC00,1),14| 为 4 的 工 测 度 ,而 Pr 和 = 09 一 78， 则 统计 
量 了 二 maxX 仍 为 完全 ,但 不 再 是 充分 的 (后 一 缚 论 可 与 第 一 章 
55 题 比 较 , 本 题 结论 在 更 广 的 范围 内 成 立 ). 

10".， 一 个 只 包含 有 限 个 连续 型 分 布 的 族 , 灾 = 王 1ACr)dz:lsi 
太志 必 不 是 完全 的 , 如 把 “有 限 " 改 为 “可 列 ”, 结 论 个 再 成 立 ， 又 
如 去 掉 * 连 续 型 * 的 限制 ,结论 也 不 成 立 ， 

i141. XX ,… ,XX 是 从 均 句 分布 族 {R(0,8):86€ A4A} 中 抽出 的 
iid. 样 本 ,ACC0,o0). 证 明 : 统 计 芝 工 =maxZ 完全 的 充 要 条 件 
是 :4 在 (0,eo) 处 处 稠密 ， 
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12' .并 ,下 的 完全 性 问题 ,a 4 1n 宇 1) ,Fm 这 ln 宇 } 
都 完全 . {tou4:n 国定 ,>0), {Fos:msn 固定 ,8 半 0} 都 完全 . 
c，{ 六 4: 固定 ,>0}) ,并 :2 二 1,2,…} 都 不 完全 . 

13. 利用 完全 性 证 表 :者 月 然 形式 的 一 维 指 数 型 分 布 族 1C(O) 
edpkzr) :89EB@HBCRI 有 内 点 , 则 他 若 其 方差 与 8 无 关 , 则 为 正 
访 分 布 族 ; 凶 若 其 均值 总 等 于 其 方差 (对 -- 切 86€ 人 8), 刚 为 Pois- 
son 分 布 族 ， 请 举 反 例证 明 : 若 指数 型 有 一 般 形 式 


CODexp| >o CO)Ti(z)] dp(x) (9,z 皆 一 维 )， 或 去 掉 分 布 族 为 
指数 型 的 假定 , 则 上 述 两 结 吉 论 都 失效 ， 


又 :四 可 以 推广 到 多 维 :车 Cl)yexp| D8x] dr),0€ 8,6 


在 R 有 内 点 ; 则 为 上 维 正 态 分 布 族 . 

14"， 久 ,XN, 是 抽 自 分 布 族 {RC8,0 十 1) ;98ER'} 的 iid. 样 
本 ,了 一 minX,,T; 一 maxX， 则 (CT, 了 ,) 充分 而 非 有 界 完全 ,7 有 
界 完全 而 非 充 分 (7 亦 然 ). 

称 一 族 分 布 (2 ,到 ,Po,pEB) 有 强 完 全 性 , 若 存在 (日 ,355go) 
( 当 旭 为 欧 氏 时 ,53s 总 取 为 Borel) 上 的 概率 测度 vv, 使 则 "Esog (XX) 
一 0 对 8a.e.v 成 立 “ 就 可 推出 Pytg (CX) 关 0) = 二 0 对 一 切 ( 不 是 a， 
6, v1)8E 旭 ,统计 量 了 的 强 完全 性 由 应 定义 ， 

15”. XXX。 是 从 均匀 分 布 RC 一 8, 介 中 抽出 的 iid. 样本 ,#0 
>0. 记 M= maxXim = minXi Ti = MO— mm,T; = max(M, 
一 到 ). gq 证明 7'; 是 完全 充分 统计 其 ,5. 证 明了 AT。 与 加 独 
立 . c. 求 卫 ,/T 的 分 布 . 

16. 样本 其 有 分 布 CzERI) 


3 
Cg)exp| DN OA TO < x < dg), 
3 


其 中 (20 属于 R :中 某 有 内 点 的 集 日 ,而 4a< 引 <<<<， 
一 ccc 设 六 XX 为 站 的 iid. 样 本 , 记 
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了 一 SACD ,3S 0 一 min 和， = maxX,. 
证 明 :(73 Tai) 为 完全 充分 统计 量 . 

及 :车 负 过 2 二 而 履 为 如 之 ZC 之 ,网 Mm) 可 以 去 掉 , 结 论 
全 成 下 ， 

17*. 设 玉 是 一 维 分 布 , {F(z 一 9),8ER') 为 位 置 参 数 分 布 
族 . 此 分 布 族 可 以 是 完全 的 ,例如 下 ~~N(0,1); 也 可 以 是 不 完全 
的 , 试 举 出 一 个 这 样 的 例子 . 

18, 设 TI 站 ud. NA BY 3 ss iid. 一 民有 日 
全 人 笨 独 立 ;, 一品 达 (和 抽 ) 之 机 之 0 证 MM, 一 maxX,, 
了 rz 一 minX;, Mm, 类 位， A", 证 明 : Massad mm 充分 而 非 
完全 . 5. 找 出 一 个 完全 充分 统计 量 ， 

19. 设 其 ,eX iid. ,有 公共 密度 or lexp| 一 工 儿 


] 


rez> 


BJdz7i ,Yuiid.， 有 公共 密度 errexp| 一 > ~ jie> Ddy 
2 


,此 处 HER DER ,G0,0=Ar ,A>0 已 知 ， 证 明 ， CTs ds 


TD) 二 [AZ) CX; 一 尽 ) 十 310; 一 总 ,m 苹 ,n 了 | 是 完全 充分 统 
计量 ,区 ==minX,,Y 一 minY,, 

20，a*， 强 完全 性 坊 完 全 性 ,其 道 不 真 . 了 指数 型 族 {CC9) 。 
e dx(z),0E} ,车 日 在 Re 有 内 点 (8 为 吉 维 ), 则 了 T 有 强 完全 
性 , ec. 第 11 题 可 解释 为 maxX, 有 强 完全 性 . d. 设 外 ; {如 , 澳 ,， 
Pe, 0EO) 及 YB,B, PG,gE) 立 ,T=T)(X), 7 一 T (7) 
分 别 是 二 者 的 完全 统计 量 , 又 二 者 中 至 少 有 一 个 为 强 完全 , 则 了 一 
(7 是 (有 XB , 吕 ,X 客 ,; PoX 6: (0,9) EBX 音 ) 的 完全 统计 


量 , e. 设 革 1,X,ilid, ~g -lexp 


— Eo | T(z > Ddro ER!, 


09> 0, 令 二 minXi 二 户 ) (Xi 一. 则 (8,84) 为 完全 充分 统 
1 
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计量 ， 

21”, 下 为 一 维 分 布 . 考虑 分 布 族 { 玉 (2) :0D>0j ,四 1,… ;六 ,为 
其 iid, 样本 ,了 为 次 序 统 计量 . 设 玉 不 退化 到 一 点 , 则 当 之? 时 
了 非 完 全 ,n==1 时 可 完全 可 不 完全 ,各 举 一 例 ， 后 一 情况 并 请 举 
一 个 其 支撑 全 在 (0,o0) 的 下 的 合子. 

22. (第 1 题 的 推广 ) 久 一 {一 维 分 布 FR;ErXX=o 或 cz, 或 
cm} sc 为 互 不 相同 的 常数 , 以 工 记 区 的 iid, 样 本 关 /,…,X, 的 次 
序 统计 量 , 则 当 n 闫 mz 时 了 不 完全 ,nm<m 时 为 完全 ， 


23. Xiid 一 No 3 一 > (有 一 全) ，e 固定 


o 二 车 Af( 芝 ) 的 分 布 与 8 无 关 , 则 了 一 const。、a.e. 工 于 及 I， b. 
固定 于 一 直 ， 若 产 和 的 分 布 与 无关, 则 存在 一 1 元 函 
数 g, 使 fri a ga — Ti rar) ae 了 于 及"，c， 若 
9)>0,Ef(S)<o0 对 任何 go 汪 0; 而 AS) 的 分 布 与 a 无关 ， 
则 存在 常数 C>>0, 使 FS) 一 CS ae, 工 于 3>0. d. 若 开 一 
Mgesy FE) 与 天 独立 , 则 一 const a.e. 上 于 R'. 利用 这 一 事 
实证 a. 

24， 以 oo 记 和 (9,07) 的 密度 , 取 定 >0,02>0. 设 CO0)>0 
定义 于 R’, 在 茶点 处 非 无 穷 阶 可 导 , 则 分 布 族 {f tx,8)dx 一 
《go 7) 十 CO G2)) /OQ 十 C(O))dz:0E€R'} 为 完全 族 ( 比 题 将 用 
于 71 题 }. 

25. 设 样本 XX 的 分 布 为 Po,9EB， a*. 为 要 使 8 有 一 无 偏 估 
计 信 ( 叉 ) 其 方差 Vars( 引 二 0 于 日 上 ,必要 条 件 是 ,对 每 个 8, 存在 可 
测 集 As 使 PotAy)= 二 1,PalAyg) 二 0, 当 新 £98. b'. 这 个 条 件 是 不 是 
充分 条 件 ? 

26. 参数 空间 包含 两 点 0,1. 当 8 二 0,1 时 ,样本 分 布 分 别 为 
fodz 和 fidz,fos 了 在 C0;1) 之 外 为 0, 在 (0,1) 内 处 处 大 于 0 想 
找 一 个 8 的 无 偏 估 计 旋 , 合 对 给 定 的 8>0 有 Vari( 扑 坊 e, qa. 车 
和 和 A.“ 很 不 相同 ”, 这 可 以 做 到 ， 具 体 说 ,车 任 给 9 >0, 天 <co ,存在 
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ECo,l) ,使 gl <7 有 | Haz>Aj| | fidzK, 则 对 任 给 se>0 都 
可 以 . Bb. 反之 ;车 训 ; 1." 差距 不 大 ”, 具 体 说 ,车 存在 常数 c,0<e 
三 o90 使 对 一 切 Et 有 六 CsScergzr 出 对 充分 小 的 ec>D 不 
可 以 , c. 但 是 ,不 管 方 ,六 如 何 ( 但 满足 fo (x) Crzr)0 于 xE 
(0,1)) ,对 充分 小 的 :这 0, 不 存在 无 偏 居 计 人 各 使 Vars (6) 过 6， 
8=0,1. 

27. 设 刁 " 区, 为 NC9,07) 的 iid. 样 本 . a. 一 个 只 与 a 有关 


的 冰 数 g(o) 若 有 无 偏 佑 计 , 则 必 有 只 依赖 于 5: = De, 一 万 3 


的 无 偏 估计 . &. 问 此 断言 对 9 是 否 成 立 , 即 (8) 若 有 无 篇 估计 ， 
是 否 必 有 只 依赖 于 逐 的 无 偏 佑 计 . 

28. 样本 和 有 指数 型 分 布 CCg)exr(z)T(a<r<eoo)dz， a. 
若 a= 一 coor 的 关 阶 导数 ze 人 (z) 在 了 有 处 处 存在 且 |ewreo(z)| 在 
R' 为 工 可 积 , 则 名 有 无 偏 估计 吕 (z) 一 (一 1)mrm Cryr Crzy。 
Ttrtr) >0). Bb. 若 a 有 限 ,r 抱 kz) 在 (aycc) 处 处 存在 且 Dimr” [了 ) 
一 0 对 0 雪 i 委 下 一 1 又 |eere(z)| 在 (ayco) 可 积 , 则 a 中 给 的 
& 仍 为 多 的 元 偏 估 计 . 

29"， 妈 使 在 iid. 样本 并 限制 估计 量 必须 是 样本 的 对 称 函 数 的 
前 提 下 ,也 有 这 样 的 情况 :两 个 不 同 的 鞠 偏 估计 有 处 处 相等 的 方 


一 个 例子 是 CO 估计 G 人 一 DK, 一 


/一 二, 吕 二 tn 一 D7 (x 一 2) 对 nt 台 .验证 
这 个 例子 ,并 再 举 一 个 这 样 的 例子 (此 题 与 27 题 a 对 照看 )， 

30"， 设 样本 天 ,和 抽 自 Logistic 分 布 e“- 人 (1 二 er) 一 
dx,9E R'. a. 证 明 对 个 计 ,方差 的 C-R 界 为 3/n, 而 这 个 界限 达 
不 到 , bp. 计算 无 偷 估计 瑟 的 方 其， 

31. Kise Kiid, ,~ R00 ,O081 (0) =log0, g.(0) —0. 
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证 明 ;a. 任 给 s>0, 存 在 mm 充分 大 及 估计 g1, 使 supE lg 一 
BC < ee 当 于 六 mo Bb 不论 多 大 ,对 任何 倘 计 gi, 皆 有 
supE gs 一 gh) = co. 

32. 芳 一 Bn,p) ,用 信 计 np, 取 损失 ( 久 一 np)? 及 |X 一 np]. 


a. 证 明 风 险 久 | 区 一 np | 的 PC(1 一 PP)” “， 其 中 尼 为 


[apsnp 十 1j 内 任 一 整数 . 8. 利用 a 证明: 在 区 间 (1 一 2 ?， 
2 内 ,EX 一 np| 比 np 员 一 和 小 ,在 此 区 间 外 则 EE|X 一 np| 
比 xp(1 一 pp) 太 ,在 区 间 的 两 端点 二 者 相同 , 

33" .4 设 上 为 有 的 MVUE, 记 为 尹 之 一 无 恼 估 计 , 其 方差 
o( 介 处 处 有 限 . 设 c 为 常数 而 各 二 cB 一 Cc 一 由 新 , 则 提 为 9 的 无 偏 
估计 , 且 其 方 关 v.09)， 

Ta 的 一 2 人 人， 过 c< 一 0 或 2 
(0), MO 2 
En， 其 他 ec 
县 每 当 vi( 引 关 v00) 一 Varst 录 成 立 严 格 不 等 号 时 ,上 式 也 成 立 严 
格 不 等 号 Bp. 利用 上 述 结果 证 明 ; 设 荆 ,,… ,XX 为 NC0,o) 的 iid, 
样本 , 则 


gCX) = nbn — 1)) (Cn — 2) Dx 二 Cn 及 ?| 
1 


为 的 无 偏 俏 计 ,; 且 有 方差 20'/(n 一 1). 

34*， 样本 久 ~ 尼 (8 一 x,96 十 zr) ,平方 损失 (8 一 好 2 证 明 :对 竺 
一 指定 点 ER', 都 可 找到 无 偏 佑 计 引 ,使 Vars ( 们 二 VarfX).， 但 
是 ,不 可 能 找到 一 个 与 蕊 不 同 的 无 候 估 计 人 ,使 Vare 人 0 ) 夸 
Vars( 芒 ), 对 一 切 8ER', 

35. 样本 臣服 从 Poisson 分 布 P(9),8>0, 平 方 损失 (8 一 3 
设 3CX) 为 8 之 一 舍 计 ,其 风险 R058,6) 与 X 之 风险 8 在 一 区 向 (a， 
上 5) 上 重合 , 则 6 二 处 ， 
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36°, K~COe d(C) ;ER!， 由 完全 性 知 , 蔡 ErgtX)—0 
当 8E 4A, 而 和 集 有 A 有 有 限 的 极限 点 , 则 gCX) 一 0 a.s.. 但 车 妇 虽 无 
限 伍 无 有 限 极 限 点 出 不 然 . 人 举 一 个 这 样 的 具体 例子 . 
37. (XX) » YY) a ‘区,, 了 ,) 是 抽 自 二 维 正 态 NCO :0 | 
的 iid. 样本 , |p| 达 1,p 是 相关 系数 ,BER,0,ER, ,>0,02>>0, 
@". 证 明 
(了 ,> 一 0 一》 一 一 了 | 
是 完全 充分 统计 量 . 5. 样本 相关 系数 
> 一 > (X 一 及)(Y, 一 7 / 5S CX, 一 X):y， (一 下 
有 密度 ( 见 Cramer :Mathematical Methods of Statistics ,bp. 398) 


2 一 
fr) = zn 31 


. | 二 5 一 | ep <<1)， 
利用 这 个 形式 证 明 :r 不 是 & 的 无 偏 估计 .ce. 证 明 在 祥 本 若 n 实 10 
时 , 确 有 pe 的 无 偏 估 计 在 . 因而 结合 a 可知,p 的 MVYUE 也 存在 . 

38". 样本 (XX,,… 和 7) 服 从 二 维 正 态 NC0,4), 其 中 丸 的 对 角 
元 为 5 0* 非 对 角 元 为 pe*. qa. 问 p 能 容许 的 值 的 范围 如 何 . 下 
定 出 完全 充分 统计 量 . c, 定 出 a 的 MVUE, 并 计算 其 方差 . d. 
证 明 当 = 六 4 时 p 的 MVUE 存在 . es， 对 “序列 相关 ”, 即 

EFEX:X, 一 0 当 i = 二 j, 二 p 当 j 一 7 十 1; 二 0 其 他 
的 情况 , 解 a~-ad. 

39. 设 fr,y) 是 平面 上 以 C0,0), 《1,0),《0,2) 为 顶点 的 直角 
三 角形 内 的 均匀 分 布 密度 . 设 (大 ,7 (XX,;Y,) 是 抽 自 分 布 族 
一生;y 一 向) 的 iid. 样 本. a 找 出 已, 多) 的 一 个 充分 统计 量 ， 
并 考 赛 它 的 完全 性 . 5. 找 出 一 个 基于 此 充分 统计 量 的 无 篇 估计 ， 
c. 这 个 是 可 以 作 怎样 的 推广 ? 


《1 DRC ry 
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40. 了 一 NOERR 0 和 一 7. 大 的 分 布 称 为 对 数 正 
态 分 布 . 设 了 ,，… , 义 , iid. 为 政 样本 . 求 久 的 期 望 的 MVUE, 求 
和 的 方差 的 MVUE. 

4 《X11) -KioY;) 是 从 以 (0, 如) 为 圆心 ,0 为 半径 的 
圆 内 均匀 分 布 抽出 的 iid, 样本 . 找 页 ,六 ,6 的 无 篇 估计 ,并 尽 其 可 
能 缩小 个 计 的 廊 差 . 

42"， 一 批 原件 其 寿命 服从 指数 分 布 he “TCzx>0) dx,A>0. 
进行 师 种 试验 以 估计 4, 第 一 种 试验 是 ;固定 一 个 时 刻本 >0; 从 时 
刻 0 开始 下 一 个 元 件 作 试验 ,到 其 失效 时 立即 换 上 同 批 中 一 新 郊 
件 , 直 到 时 刻字 为 止 . 以 总 记 到 那 时 为 止 用 坏 的 元 件 个 数 ,基于 
瑟 作 14 的 MVUE 名 ,第 二 种 试验 是 :固定 一 个 自然 数 衬 3, 每 用 
坏 一 个 元 件 立 即 替换 一 个 新 的 ,直到 用 坏 吉 个 为 止 ,用 Y 记 第 个 
用 环 时 的 时 刻 ( 或 者 说 , 取 上 个 元 件 同时 作 试验 ,了 是 它们 的 寿命 
之 和 ), 基 于 Y 作 4 的 MVUE 如， 如果 试 验 费 用 只 取决 于 时 间 , 问 
那 一 种 试验 方式 更 有 利 . 更 确切 地 说 , 取 第 一 种 试验 中 的 了 等 于 
第 二 种 试验 的 平均 时 间 ,去 比较 色 的 方差 和 名 的 方差 新 大 就 小 . 

43， 一 合 中 有 82>r 个 球 , 分 别 写 上 数字 1,2,…,9， 每 次 随机 
抽出 一 球 , 记 下 其 上 的 数字 , 放 回 去 再 抽 , 一 直 抽 到 记 下 > 个 不 同 
数字 为 止 ， 以 XY; 记 * 记 下 第 ;一 1 个 数字 之 后 到 记 下 第 i 个 数字 为 


上 的 抽 球 次 数 ”,i 二 1,…,r{ 显 的 下 | 二 1)， 证 明 : a, T= 2 和 是 


9 的 一 个 充分 统计 量 . 5 基于 单个 成 不 能 作出 6 的 无 偏 估计 . c. 
( 较 难 ) 即 使 利用 全 部 承 ,，… ,XX., 也 不 可 能 作出 8 的 无 偏 估计 . 
44， 有 8 个 空 合 子 , 把 rr 已 知 ) 个 球 逐 一 独立 随机 地 放 入 其 
中 (每 球 有 同等 机 会 入 每 合 ,各 球 独立 ) ,以 卫 记 空 合 数 . a*, 计算 
EoX. b. 若 肉 X) 是 8 的 无 偏 估计 , 则 limC8(k) 一 寺 十 >)) 一 0. 
中 位 无 偏 ， 设 9 为 一 维 参 数 ,8(X) 为 8 的 估计 , 若 对 任何 8E 
8, 在 分 布 久 ~~Po 之 下 ,BCX) 的 中 位 数 唯一 且 等 于 9, 称 8 是 8 的 
中 位 无 偏 估计 . 
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45”. 设 民 和 …X 为 并 的 jid. 样 本 , ae， 设 对 任何 ED,O 是 
于 一 Po 的 唯一 中 位 数 , 且 瑟 的 分 布 己 在 日 点 连续 (Po(X 一 全 一 
人 记 上 一 让 系 并 一 med ( 六 Ki; 加,》， 刚 当 为 奇数 时 , 间 是 
9 的 中 位 无 偏 估计 . Bb.， 当 x 为 偶数 时 ,加 上 条 件 ,“ 分 布 Py 关于 9 
对 称 ”,a 中 之 结论 仍 成 立 ， 在 不 附加 这 条 件 时 结论 可 不 成 立 . cc. 
若 基 有 分 布 f(x 一 四 dr.86ER! 而 nn 宇 2,9 的 中 位 无 偏 估计 必 存 
在 . 对 ?=1, 情 况 如 何 ? 

46"， MVUE 的 理论 很 依赖 完全 充分 统计 量 ,而 这 些 对 中 位 
无 偏 都 失效 . a, 设 站 为 8 的 中 位 无 偏 估 计 ,T 工 为 充分 统计 量 , 则 下 
(8 了) 术 见 得 仍 是 中 位 无 偏 ,b. 完全 统计 量 工 不 必 是 * 中 位 完 
全 ” 即 可 以 有 FTD) ,使 medsCA0T)) 一 0 对 一 切 0EB8, 但 了 (TT) 不 
必 a.s, 为 0. 请 各 举 出 例子 . 

47". a. 不 论 在 任何 情况 下 ,; 若 MVYUE 看 在 且 方 差 有 限 , 则 必 
唯一 . B. 若 g 为 g( 四 的 MYUE, 则 对 任何 常数 a,656,a8 十 5 晨 
ag(9) 二 5 的 MVUE. ce. 推 而 广 之 ,对 8 为 到 维 ,a 为 mmXk 常 盾 
阵 ,5 为 m 维 常 向 量 时 ,8 也 成 立 . 

48' .一 切 一 维 连续 型 分 布 族 .多 一 1fdzx: 一 切 密度 站 上 定义 
汉 函 GL, 设 卫 ;XX, 为 仿 的 i 记 . 样 本 , 则 GCA) 有 无 久 估 计 
时 ,6G 必 在 . 穴 上 有 界 ， 

49". 证 明 (2. 117 式 ， 

50"， 记 多 一 { 一 维 分 布 二: | jz ldF < ceo) 为 给 定 的 天 
于 1 的 自然 数 . 设 艺 ，…，XX。 为 抽 自 产 的 iid, 样 本 ,以 OF 记忆 
的 中 心算 则 当 wn 室 时 ,0CF) 的 MVUE 存在 :mn<k 时 ,8CF) 没 有 
无 偏 估计 . 

51" 证 明 在 族 多 一 (一 维 分 布 开 :， | ,zd < co,VarrCC) > 
0, En(X 一 ErX)' 关 0), 不 论 样本 量 多 大 ,FF 的 篇. 峰 度 系数 都 没 
有 无 偏 佑 计 . 

52 . 找 一 个 这 样 的 例子 ; 某 个 g (外 的 MYUE 存在 但 完全 充 
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分 统计 其 不 存在 . 

局 部 MYUE 以 记 g(9) 的 无 偏 估 计 的 类 . 设 go 属于 2 
满足 条 忻 ; 对 任何 gE 都 有 Vare (8) 之 Vars (go), 则 称 8 为 在 
页 点 的 ,g 的 局 部 MVUE(LMVYE). 

53. qa*. 若 g 的 MVUE 在 在 ; 它 对 任何 抽 EB 为 LMVYE, 5b. 
找 一 个 这 样 的 例子 ;对 任何 9,.E8,g 的 LMVE 存在 ,但 g 的 
MVUE 不 存在 . 

54". 设 双 1,… ,及 是 {NO0,07),9ER',o 盖 0} 的 iid. 样 本,g 
是 的 函数 ,5 是 g 的 无 偏 估计 ， 若 Varw,s8 达 of 一切 (9,07))， 
刚 Covez( 玉 ,g) 一 0, 一 切 (8,07). 

55" 设置 ,各 ,… 了 分别 是 机 自 NGG,g?) 和 NC0， 
中 ) 的 iid, 样本 且 全 体 独 立 ， 此 处 ERI,o>>0, 中 >>0 都 是 未 知 参 
数 . 证 明 :#8 的 MVUE 不 存在 . 8 的 LMVE 如 何 ? 

56. 设 了 1，……,XX, 为 抽 自 {RO,29):0>>0} 的 iid, 样本， ea. 证 
明 ;次序 统计 量 人 丁当 x 二 1 时 为 有 界 完全 但 非 完 爹 ,n>1 时 非 有 界 
完全 . b. nn 二 1 时 , 除 g《) 为 常数 ,其 MVUE 不 存在 (可 以 证 明 ;n 
六 1 时 也 不 存在 . 抑 陈 桂 景 . 陈 希 隐 ,数学 研究 与 评论 》,1984 年 ， 
D, 93 一 98)， 

57， 8 设 ,是 分 布 族 {PoyoEZ) 的 iid. 样 本 ,其 中 了 
一 {10, 士 1, 士 2,…} ,Po(XR=0+F0)=1 /mi=0, 1 m1 m2 
固定 . 出 除非 g 在 Z 上 为 常数 ,g (四 没有 MVYVUE. 8 若 把 问题 a 
中 的 概率 1/m 改 为 如 之 0 一 0 一 1, 则 情况 如 何 ?ec,， 车 在 问 
题 e 中 把 GZ 改 为 ER' 则 当 屿 仅 当 & 为 R! 上 周期 为 1 的 除 
数 时 ,g (站 才 有 MVUE. 

s8"， 样本 和 的 分 布 族 为 {RCO,9 十 1) ,6ER!} ,证 明 此 族 非 完 
全 , 且 的 的 MVUE 不 存在 ,除非 g 为 常数 ， 

59. g(9) 的 无 偏 估计 类 人 rs 中 使 EslgC(X) 一 gC0) | 对 8 一 致 
地 达到 最 小 的 gE€ 2%, 称 为 g 的 ML1UE( 最 小 工 , 模 无 偏 估 计 ). 
证 明 ,gE 人 2 是 g( 办 的 MIUE 的 充 要 条 件 是 ;车 记 
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AwlA os A 一 zz) = (>, <) gh)), 
则 对 任何 零 的 无 偏 估计 ntx}, 有 
| az) 1dPs(z) 之 | | n(xYydPolz) -| nlr)dPelr) 
An 4 A_g 


对 任何 8EB, 利用 这 个 结果 证 明 ; 若 样本 羡 有 分 布 PAX 一 一 1) 
=0, Pe X=D)=(—DP i010 ,001 gD=U 
的 MLIUE 为 :gC0) 一 1,g(Cz)=0, 其 他 x 8 的 ML.UE? 

60， 设 匡 ,，,-…, 双 ,为 自分 布 族 字 一 {8 有 Cr) 十 (1 一 耻 f(z)) 。， 
dz:0sess1} 中 抽出 的 iid, 样本 , 访 , 产 为 已 知 的 不 同 概率 密度 画 
数 . as. 当 2 一 1 时 ,g) 有 无 偏 估 计 前 充 要 条 件 为 芭 (的 一 al 十 忆 ， 
a 为 常数 .8 对 一 RR(1,2), 记 ~~RC0,2) 的 特例 , 求 8 的 
MVYUE 及 MLIUE( 对 一 般 #4). 

61°, 设 1 和 Ys Y, 分 别 是 从 指数 分 布 族 { 人 1!» 
el1Kz0)drip0 和 (Ge wy0dy>0y 中 抽出 的 iia. 
祥 本 ,有 旦 全 体 独 立 . 证 明 : 若 了 = 了 (大 了) 和 3 一 
SC 分 别 为 8 60) 和 CD 的 MVYUE, 则 7 为 
ghCD 的 MVUE. 利用 这 个 结果 , 求 8/g 的 MVUE. 

62. 样本 外, 及 ,同上 题 a*. 求 e 4 的 MYVUE ,此 处 an 
已 知 , 又 和 证: 当 a<<0 时 ,e “ 设 有 无 偏 估计 ， 5， 当 4 一 1 时 ,V! 没 
有 无 偏 估 计 ,n 守 2 时 则 有 MYVYUE. ce， 当 n 实 2 时 , 求 密度 在 a(a> 
0 已 知 ) 点 之 和 值 售 le- 的 MVUE、 当 n= 二 1 时 ,证 明 9871e-"* 没 有 
无 偏 估计 . 

63. 9". 以 于 记 NO0,1) 的 分 布 画 数 , 二 一 NG2) 虽 EBC(X》 
一 下 (8 十 co 7， 起 利用 e 证 明 : 若 守 ，… 瑟 ,为 抽 自 NC8,1) 
的 iid, 样本 , 则 PCXE<c) 一 菠 (c 一 (Ke 国定 ?的 MYVUE 为 
CVn (Cc 一 四)/ Yn 一 1)， 而 在 c 点 密度 值 (2x) -exp (一 (ec 一 
0)?/2) 的 MVYUE 为 vn (2aCn 一 1)) exp( 一 nC(c 一 廊 )?/(2n 一 
2)), 当 nn 庄 2,， ce, 8 一 1 时 ,情况 如 何 ? 
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64. 设 邯 ,是 从 截 尾 分 布 族 1( 开 (OKGzJTC0< <O)qr: 
0< <a} 中 抽出 的 iid, 样本 ,0<<a 所 co 使 0 过 | Fedz 之 oo 对 任 
何 8E (0,4). 找 出 一 组 条 件 使 g(9) 的 MYUE 存在 ,并 求 出 它 ， 

65"、 XLR 是 从 分 布 藤 1A(r 一 们 dzs2ERI 1 中 抽出 的 
iid. 样本 , 扩 已 知 , 且 满足 fi 一 xz) 二 A(x), 假定 存在 e 汪 0 全 f(x) 
一 CCz1 9 当 |z1 王 oo0, 则 在 x 充分 大 时 ,2 有 无 偏 佑 计 . 

66， 设 Xe 和 训 ，-… ,YY 分别 是 抽 自 Na 和 NO， 
2) 的 iid. 样本 ,有 量 全 性 独立 . 记 Bt do os) = PX LLY), a 
计算 g; 在 ( 甲 )oi,6s 自由 变化 ,和 ( 乙 )o = 到 两 种 情况 . 8. 在 申 、 
乙 两 种 情况 下 分 别 找 出 gg 的 MVUE. 

67"” 以 RC9,o) DR 中 以 8 为 中 心 ,o>0 为 半径 的 圆 内 的 均 
可 分 布 . 设 羡 ;，…, 芳 , 为 抽 自 此 分 布 航 iid. 样本 , a. 周 定 0=0, 求 
半径 go 及 面积 xo 的 MVUE. 8B. 8 也 林 知 ; 找 出 8 及 sa 的 一 个 侣 
理 的 估计 . 

68. 所 为 一 维 随机 变量 ,一 ceo<a<5<coya 二 为 常数 ， 定 义 
人 一 4 各 或 8, 视 X<ayasXss6 或 生 20 而 定 ， 分 别 用 报 率 和 统 
计 的 方法 证 明 : Var( 久 ) 志 Var (多 ), 等 号 当 上 且 仅 汝 (一 ae) 一 
书 ( 导 全 区 一 0 时 成 立 . 

69"， Xi , 王 。 为 抽 自 Poisson 分 布 族 {1 到 (007 :8930 的 iiG. 样 
本 ,gf( 的 定义 于 [0,co)?. 证 明 ,g (90) 有 无 偏 估 计 的 充 要 条件 是 :& 
可 以 展 为 突 级 数 , 其 收 襄 半 径 为 oo, 当 此 条 件 满足 时 , 求 出 g( 加 的 
MVYUE. 又 者 g 不 满足 此 条 件 ; 则 存在 s>0, 使 对 任 估计 基 8 一 
gCRI 以 有 sup{ |Esg —g(0) | .00} >e. 

70， 设 Xi …,X, 是 No,1) 的 iid. 样本 ,参数 8 限制 在 一 有 
界 区 间 Ca; 克 内 . a. 证 明 : 不 存在 和 的 一 个 有 界 无 偏 估计 , 8&', 任 
意 给 定 ” 个 实数 co,… ,css 限制 参数 98 履 于 集 {c，… ,ci) , 则 存在 8 
的 一 个 有 界 匹 偏 箔 计 . 

71". 找 这 样 的 分 布 族 {f Cz, 外 dz;0ER'} 的 例子 ;a. C-R 不 

和 1 生 


等 式 的 下 界 在 指定 的 上 个 点 em…vrear 达到 ,而 在 其 余 点 8 处 都 不 
达到 . B.C-R 下 界 在 8920 处 处 达到 ,而 在 9<<0 处 处 达 不 到 ( 注 ， 
指 对 估计 9 的 C-R 下 界 ). 

72*， 对 60 愿 的 分 布 族 证 明 : 样 本 量 为 1 时 ,C-R 下 界 总 不 小 
于 8(1 一 和 站 ,等 号 当 且 仅 当 ,fs 一 0 a,e. 工 时 成 江 . 

73". 设 个 函数 pC0) ,1 反 ? 近 定义 于 开 区 间 a 之 89<<68 ,满足 


[3 
PC)>0,1RikR，》1P(0) 一 1, 样本 (XG,… ,Xi) 的 分 布 为 
1=1 
PelX—=1 X07 EI = pi 1, sn, 设 Cl yO 


为 已 知 和 常数 ,gC0) 一 >)cp.(0),g(0) 之 一 无 偏 估计 为 


5 一 2 ox. a. 算出 g 的 方差 的 C-R 界 . 5， 直接 算出 & 的 方差 ， 


并 不 依赖 C-R 界 的 结果 去 证 明 :g 的 方差 确实 不 小 于 其 C-R 四. 
<， 找 出 疡 (分 的 形式 以 使 对 此 so 而 言 ,C-R 界 恰 能 达到 . 

74". 并, 为 抽 自 (Cr,0)dpCr) :89€ cay6) 的 id. 样 
本 ,在 C-R 不 等 式 条 件 满足 时 ,0 的 无 偏 估计 久 ( 若 荐 在 ) 之 方 益 只 
能 以 = 的 数量 级 随 *>oo 而 葛 于 0. 在 非 正 则 情况 下 ,这 数量 级 
可 以 高 于 On ,一 个 常 引 的 例子 是 {RC0: 人 :9 0) 分 析 一 下 
这 个 例子 之 所 以 能 引致 更 高 数量 级 的 原因 所 在 ,并 以 此 为 据 证 明 ，; 
对 任 给 区 0, 可 找到 这 样 的 例子 ,其 8 的 某 无 偏 估计 方差 达到 量 
级 O(n-"), 

75， 设 为 抽 自 N06,1) 的 样本 ,8==0, 土 1 ,十 2,-…. 以 BCz) 
记 与 xz 中 离 最 近 的 整数 (如 有 两 个 , 任 取 其 一 ). 证 明 :e. 6 是 0 的 
无 偏 估 计 . 五 3 不 是 LMVE. 


C-R 不 等 式 的 改进 


76. a， 设 样本 X 有 分 布 (AFCz9)dnkzr)y8E NB 为 及 ! 的 区 
间 ;, 设 灰 z 们 0 对 -- 切 zzE 芝 ,8E 回 .证明 : 若 于 为 g( 的 的 无 仿 
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估计 , 则 有 
Vare(g) sup{g(0 + A) — g 0) 


F(X + A) 
(XK,0) 


5. 证明:; 当 一 定 条 忻 适 合 时 ,此 式 给 出 的 下 界 优 于 C-R 界 . e. 证 
明 : 对 芒 ~N(8,1) 的 情况 ,此 界限 并 不 给 出 比 C-R 界 更 好 的 结果 ， 
用 直接 计算 和 不 直接 计算 这 两 种 方式 来 证 明 这 一 点 . 4d. 找 一 个 
例子 ,证 明 此 界限 确 能 给 出 比 C-R 罩 为 好 的 结果 ， 
77*、(Bhattacharya 不 等 式 )g. 设 (a0) 4. 为 n 阶 对 称 方 阵 ， 
A 一 (ai)z...s 非 异 ,; 则 det C4) 一 det (41) (Can 一 .A765),; 其 中 二 
《et eu) 十， 保持 定理 2.4 的 条 件 , 且 其 条 件 3" 加 强 为 :等 式 


| ae)y7cre)duczy 一 g(b) 可 在 积分 号 下 对 9m 次 求 导 ， 令 
Si:= (CFRO) IFRN MN, So CS1, Sm) . 假定 Vl) 一 


COVe(S)>>0, 计 算 4=cov,| 9 . 把 a 用 到 方 阵 4 以 得 出 g() 


的 无 偏 估计 总 的 方差 立 一 干 界 . c. 证 明 此 下 界 当 mx 增加 时 不 减 . 
d. 证 明 , 在 样本 分 布 为 指数 型 CC)e”3 djp 的 前 提 下 ,要 Vare(&) 
达到 m 时 的 界限 页 达 不 到 m 一 1 时 的 界限 ,只 在 8 (的 为 了 的 天 
阶 多 项 式 的 期 望 时 , 即 


g(0) = Esl Yar (X)), 


其 中 os sm 为 常数 :mA 0. 

78"， 设 样本 久 有 分 布 Fr,p)dnz)0<D<eo 适合 C-R 
不 等 式 的 正则 条 件 ,C-R 界 (EoCAog 了 (这 ;139)7)~! 记 为 J90). 设 
有 8 的 无 偏 估 计 , 其 方差 处 处 达到 .J 们 , 则 @ 当 J( 四 一 8 时 玉 有 有 
Poisson 分 布 . 56， 当 J 了 (站 = 常数 1 时 芒 有 正 态 分 布 N(8,1). e. 
当 J 的 二 01 一 扑 jm， sm 为 自然 数 时 ,XX 有 二 项 分 布 Btm,). 


79°. 样本 义 服 从 负 二 项 分 布 PAX 一 让 一 四 和 ] 
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FE, 1 A004+ACO. 


+ 


《1 一 网 昌 站 一 01 和 0 过 8 过 1. 4 算 w( 拉 一 EgoKX, 8 求 wl9) 
的 MVUE. ce. 利用 定理 2. 10, 得 出 在 平方 损失 (178 一 ad 之 下 ， 
178 的 若干 容许 仿 计 . 

86"， 设 样本 及 有 分 布 Pe “T(z 半 0)dz,0>0, 其 期 这 六! 有 
MVUE, 肥 邓 . a. 证 明 此 估计 在 平方 损失 下 不 可 容许 . 同时 ,定理 
2, 10 的 条 件 确 也 不 满足 ，b.， 在 一 切 形 如 CXC 为 常数 ?的 估计 
中 , 叭 有 C=1/2 时 可 和 容许. c. 在 形 如 关 /2 十 4 的 估计 中 ,有 哪些 
是 可 容许 的 ,哪些 不 可 容许 ? d. 一 般 ,在 形 邵 aX 十 5 的 知 计 中 , 哪 
些 可 容许 ,哪些 不 可 容许 ? e. 设 慰 ，…,X 为 从 此 分 布 中 抽出 的 
iid. 样本 ,考虑 形 如 a 下 十 5 的 容许 问题 (以 上 a,5,d 都 是 常数 ). 

81". 举例 证 明 :a. 容许 估计 的 极限 不 必 容 许 . bh. 定理 2. 10 
的 条 件 并 非 必 要 . ce 定理 2. 10 不 包括 天 十 c 的 情况,e 天 0 为 常 
数 , 有 和 否 必 要 另行 建立 定理 ? 

82"， 设 瑟 , ,和 是 抽 自 wo) 的 jid. 样 本 .9 限制 在 一 有 
界 或 无 界 的 区 间 内 ，, 伍 不 是 有::o 可 以 已 知 ,或 限制 在 一 集合 内 
(可 以 是 (0,o2) 任 一 子 集 , 包 括 其 本 身 ). 证 明 : 在 平方 损失 下 ,8 的 
任何 无 偏 佑 计 都 不 可 容许 . 

83"， 同上 题 , 但 限定 8 一 0. a. 证 明 在 平方 损失 之 下 ,Gr 十 


2) 局 Xi 是 忆 的 容许 估计 , 且 在 一 切 形 如 CDX# 的 估计 中 ,只 


有 这 一 个 是 可 容许 的 , B， 对 形 如 a 2 十 号 的 估计 (Ca 证 为 党 
数 ) ,其 容许 情况 如 何 . 

84"， 设 样本 和 有 分 布 CC(8Jexp (PrzrJT(0< rc 1Jdry8GE 了 1. 
算出 C(O)， 利 用 定理 2.10 能 处 理 8 的 什么 函数 的 估计 之 容许 问 
题 ,在 什么 损失 之 于? 指认 出 由 该 定理 能 确定 的 窒 许 估计 

85". a 样本 天 一 Bn,8),0<8<1. 平方 损失 (2 一 n9):, 找 出 
用 定理 2. 10 能 确定 的 容许 人 悄 计 . 5p， 对 样本 天 服从 Poisson 分 布 
PC0},8>0 的 铺 况 , 解 闫 同一 问题 ,并 证 明 ; 即 使 把 8 的 取 值 域 入 
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展 为 0 和 BE1 或 (对 Peisson)0 关 0 所 确定 的 容许 估计 仍 为 容许 
“为 化 到 指数 族 以 使 用 定理 2. 10, 去 掉 了 8=0 和 8 一 1, 或 (对 
Poisson ] 如 一 个 ) . 

86"， 设 样本 六 满足 条 件 Vars(X) 过 oo0 ,Vare(X) 宇 CEs)* ,对 
一 切 9EB， 为 估计 “(四 =Es 允 ,用 平方 损失 (4 一 w(0))*, 证 明 : 若 
4 六 1/2; 则 aX 不 是 容许 估计 . 举 一 个 属于 本 题 情 况 的 常见 例子 . 

87". 设 样本 卫 有 期 望 w( 站 志 1; 对 一 切 8E9, 常 数 a,5 满足 a 
十 5 计 1， 则 在 平方 损失 (4 一 wc 下 ,wl 四 的 贷 计 a 玉 十 8 不 容 
许 . 

88”. 举例 :两 个 不 同 估 计 在 平方 损失 下 有 同一 风险 (要 求 参 数 
取 值 充满 一 个 区 间 》. 

89°， 久 一刀 (4 人 ,0 志 S1, 平方 损失 . 证 明 :8(X) 一 1 一 总 Am 
不 容许 . 

限制 可 容许 性 . 设 e 为 一 类 佰 计 ,VEe, 称 8 为 (8) 容许 ; 若 在 
E 中 找 不 出 -个 估计 饭 , 使 其 风险 处 处 不 超过 且 至 少 在 一 个 点 处 
小 于 六 的 风险 . 

90". 记 .也 为 一 切 其 方差 有 限 的 .- 维 分 布 族 ,多 .为 其 方差 等 
于 ¢ 的 子 族 . 为 信 计 FE 的 期 望 , 取 平 方 损失 ,以 忆 一 切 形 


如 6 十 27e 的 估计 的 类 ,co,…' ves 为 常数 . 找 出 一 切 (Z) 容 许 
信 计 类 :a. 对 号 .bb. 对 多, 
91°. 设 和 ,Xiid, 一 NCg,e) ,9ERIoc>0, 以 四 记 于 的 
二 次 估计 类 , 即 一 切 形 如 
人 一 Sa XX, 十 Vox 十 < 


的 估计 类 ,其 中 obisc 为 常数 ,ay 一 ax 证 明 : 在 平方 损失 (人 一 
?之 下 ， 


B= C+] DX, — RY): 
i 1 
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为 (2) 容 许 的 ， 
92.“ 续 上 题 ,及 全 为 一 切 形 如 wyXXi 的 信 计 的 类 ,通过 


直接 比较 风险 函数 , 找 出 尽 可 能 多 的 (3) 容许 估计 
93°， Eid 一 No ,8EER' ,o>0, 作 为 0 的 估计 


= (n+ 1) ‘D(X,— XY}, 
上 


可 证 它 在 平方 损失 (sr 一)?/et 之 下 不 容许 . 介 是 ,可 以 证 明 : 对 
or 的 任何 犀 计 5, 必 有 inf{ROO 0} 一 R(O,06) :0E 有 aa 0) 
2(Cn 十 1) Cn 十 2)) 上 

多 为 均值 0, 方差 (CF) 过 6 的 分 布 F 的 族 , 双 |, 六， 
为 iid. 样本 , 分 草 以 和 记 (下) 的 -一 切 形 如 XX'AX 的 元 慷 
估计 类 和 一 切 形 如 素 'AX 十 # 式 十 ce 的 元 偏 咎 计 类 ,此 处 天 一 (CC ， 
A 为 4 阶 常数 对 称 阵 ,5 为 维 常 癌 量 ,e 为 常数 . 证 明 ，; 
局 限于 类 人 CO) 有 MYVUTF5 而 局 限于 类 用, 则 没有 . 

95". 设 样本 针 有 :项 分 布 忆 (na:0)，0 雪 1， 力 估计 丸 用 平 
方 损失 , a 证明; 在 n 志 2, 几 满足 “Cz) 非 降 ”" 且 0<0xz) 扫 1 的 估 
计 竺 可 容许. 5. 证 明 ; 在 nn 二 1; 几 满足 0) 守 2:3,0(1) 筷 1 一 (0) 
的 估计 立 经 可 容许 . 


有 限 总 体 抽样 及 估计 


总 体会 入 (已 敌 ) 单 元 ,i 单元 的 太 小 为 Mi (已 知 ) ,指标 值 六 
(未 知 }. 记 


Ny 
bp: 一 M/S M,, DP Cpr pn). 
记 
= {P= Cpiss py) ps; 0, 2p = 1}， 
] 


多 中 任 一 个 P= (pi,… ,pw) 称 为 一 个 (概率 ) 抽 样 方案 ; 抽 到 ; 单 
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元 的 概率 为 pp， 营 栅 到 :单元 ,就 用 Y/p* 去 估计 指标 和 了 一 
33Y,. 设 进行 次 独立 的 有 放 回 的 抽样 ,分 别 抽 得 第 己 ,…,i 音 
元 , 则 用 

PP) = PY/ 


作为 Y 的 估计 值 , 称 为 Hansen-Hurwitz 估计 .注意 方案 三 的 作 
用 只 在 抽取 样本 ,估计 其 六 P) 的 形式 与 之 无 关 ， 

如 果 存 在 方案 息 E 多, 使 E(YjQ) 一 YY? 才 E(CYy(P)y 一 YY 
对 一 切 CY Ye) © R*, 且 严格 不 等 导 至 少 在 R* 中 的 :点 成 
下 ; 称 方 案 P( 在 平方 损失 下 ) 不 可 容许 ,否则 就 是 可 容许 的 . 以 下 
上 几 个 关于 号 的 可 容许 的 题 是 依据 邹 国 华 和 汉 士 雅 的 工作 以 科学 通 
报 》,1995,p. 683). 记 MCP) = max pr. 

96*. a”, 证 明 风 险 表 达 式 

RIP)= E(Yy(P) 一 了) 


™ 
~ nS plY/pr — YY 
1 


吕 
十 ma 一 Dl DV p/p 一 7] “. 
1 


b. 若 MCP” <172(P 网 前 ), 则 己 * 可 容许 .ec. 着 MM(P')==1/2， 
而 六 之 3,2 空 2, 则 已 "可 容许 ， 

97".〈 续 上 题 ) 若 MICP 一 172，Nzz3 而 2 一 1, 则 己 * 不 可 容 
许 , 若 MP 全 172 而 n= 二 1,P'* 不 可 容许 ， 

98".( 续 上 题 ) 证 明 在 N= 一 2, nn 计 1, 至 多 只 有 一 个 可 和 容许 的 方 
案 存 在 若 上 一 1, 则 情况 如 何 ? 

99".、( 续 上 是) 设 PP 一 (ppn}) 各 久 二 (gq1,… ,qn) 都 属于 
人 多. 证 明 : 若 p< 之 gi;1 扩 i? 筷 3, 则 旬 不 可 能 严格 一 致 优 于 下 . 

100%， 设 天,… ,XX 是 从 位 置 参 数 分 布 访 亚 (z 一 六 中 (参数 
ER 抽出 的 iid. 样本 ,以 G 记 平 称 变 换 群 . e. 当 ”一 1 时 ,6 有 同 
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变 无 偏 估 计 的 充 要 条 件 为 Eo| 瑟 | 和 二 ce, 这 时 回 变 无 偏 估计 必 唯 一 . 
5. 在 @ 的 条 件 下 , 非 同 变 的 励 偏 估计 可 存在 也 可 不 存在 ,各 人 举 一 
例 , 且 在 不 存在 的 场合 要 举 正 态 以 外 的 例子 . 

101". 续 上 上 题 , 若 分 布 玉 (zx) 关于 0 对 称 (F( 一 +) 二 1 一 
F(x 一 0)) 且 不 退化 , 则 在 平方 损失 (6 一 4 之 下 , 当 n 所 2 时 及 是 
8 的 最 优 同 变 估 计 ( 对 群 G, 下 同 ) , 若 # 空 3, 如 果 多 有 任意 阶 和 矩 但 
非 正 态 , 则 下 决 非 # 的 最 优 同 变 佑 计 ， 把 这 个 结果 用 于 24 题 可 得 
出 何 结论 . 

102"， 设 样本 XX ,…, 久 ,一 NC60,1) ,损失 函数 为 VC 一 1)， 
VY (ww) 为 偶 函 数 且 在 0 过 0 非 降 , 则 对 是 8 的 最 优 同 变 估计. 

103%， 基 ,,…* ， 民 , 为 取 自 Cauchy 分 布 #1(1 十 (x 一 的 ?) -1dx， 
8 及 的 iid. 样 本 ,为 估计 58, 取 损 失 函 数 为 平方 损失 (6 一 a) 

a 试 找 出 #8 的 最 优 同 变 估 计 . &*. 探讨 所 找 的 估计 的 风险 的 
有 界 性 ， 

104*. 完成 例 2. 14 的 (2. 60) 式 的 证 明 . 

105°，XL XX iid. 一 R(0, 扑 ,0>0, 平 方 损失 (9 一 4):977, 求 
在 变换 群 G 一 ({g.;gc(ris… XT) 一 《ericrn)sc 汪 0} 之 下 ,8 的 
最 优 同 变 佑 计 ， 

1906"， 磋 ; ,天 iid, 一 及 (8 一 外 :页 十 让 ?页 所 及 :页 0 为 佑 
计 (; 扩 ), 用 平方 损失 co 一 0 ?十 cB 一 dae)? yc 让 0ycs> 
0 为 已 知 常数 . 引进 变换 群 G 如 例 2, 14, 求 在 这 群 下 , (9, 名 ) 的 最 
优 同 变 估计 . 

107"， 在 上 题 中 ,如 名 0 已 和 ,损失 函 数 为 (一 疏 ? ,变换 群 
为 平移 群 , 求 六 的 最 优 同 变 估 计 ， 

108"， 在 106 题 中 , 若 引 进 平移 群 G= (gscER) 其 中 
goes 一 (TI 十 cyzn 十 cc) 平方 损失 ci 一 四 1 十 cy( 记 一 
忠和， 为 求 (8 人) 的 最 优 同 变 估计 ,106 题 的 方法 是 否 仍 可 行 ? 

109"”. 《本 题 说 明 ,最 优 同 变 估 计 不 必 可 容许 ).， 样本 区 有 分 
布 已 ( 和 一 9 一 1 一 PoCX 一 8 十 1) 一 172;9E R!， 为 入 计 8, 取 三 种 
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损失 ;a. min(|0 一 dy1). B10 一 di. ce，|9 一 4 1:. 求 在 这 三 种 损 
失 下 ,在 平移 变换 群 下 :2 的 最 优 同 变 估 计 ,并 证 明 它 不 可 容许 ， 

110". 《 续 上 题 ) 损 失 及 变换 群 同 王 题 ,但 从 Ps 中 取 iid. 样本 
和 求 几 的 最 优 同 变 和 合计 ,并 证 明 它 不 可 容许 . 

111.， 设 已 iid, 抽 自 丰 维 正 森 分 布 Ni(p,4), 参 数 
驮 也, 而 4 可 取 和 任何 去 阶 正定 方 阵 ，e， 指 出 此 分 布 族 的 完全 充分 
统计 量 . 求 CA 3 的 MUVE.e. 在 R” 中 引进 变换 群 G={g4,: 
A 是 请 阶 非 异 方 阵 ,bE RY ,TW Eastziy yz 一 (Pi 十 加 
十 拉 ， 找 出 它 在 佑 数 空间 中 的 导出 变换 炊 ,并 引进 - -种 损失 隔 数 ， 
以 使 不 变 结构 成 立 . d， 在 e 中 找 出 的 损 拓 函数 之 下 , 求 (yx,) 的 
最 优 问 变 估 计 . 

112"，( 续 上 题 ) 如 把 上 题 中 之 变换 群 G 修改 为 :限制 4 为 正 
交 阵 , 作 上 题 的 ce, 并 癌 在 作 题 和 时 情况 有 无 变化 ? 从 这 两 题 的 比 
较 中 悟 出 什么 道理 ? 

113- .XX 为 抽 自 半 正 礼 分 布 (2/ w2r)exp( 一 (z 一 
OA2)TCr 之 9dzx 的 iid. 样 本 ,平方 损失 (8 一 4):, 求 0 在 平移 群 下 
的 最 优 同 变 估 计 ， 

114”. 样本 下 有 分 布 (x 一 站 ,8E Ri, 为 离散 型 分 布 :下 () 
一 & (RE 十 1) :一 1.2，， 损失 丽 数 为 人 (64,4) 一 max (d 一 98,0) 
(这 肯 示 不 怕 低 人情 ,; 只 怕 高 估 ). a*. 证 明 : 任 何在 平移 群 下 同 弯 的 
佑 计 必 有 风险 ee. 5. 但 是 ,风险 有 界 的 非 同 变 估计 存在 . 试 找 出 
这 样 :个 估计 . ce. 更 进一步 ,对 任 给 >0, 可 找到 估计 .Cz), 鸽 
Sup(RC0,5.) .0ER')<e. 2 找 不 到 一 个 估计 名 , 俩 R698,6,) 寺 0. 

115”， 设 站 区, iid. 一 0) ,ACR, 满足 

Paest(R sR EA) = a ;人 雪 0C Ri,o >> 0, 
a. n= l= 0,1. b. n=2->a=0,1, 或 1/2, 日 当 a==1/2 时 ， 
4 不 能 是 "置换 不 变 " 的 (置换 不 变 是 指 (zz E A (zi， 
A 对 (sn) 的 任何 置换 Gi， yi ce. nn 这 3 时 ,一 切 
aE [0,1] 都 可 能 , 旦 4 可 取 为 置换 不 变 的 . 
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1"， 用 一 种 统计 的 想法 证 明 
| maxce ry) "dridzr, = ng, 


当 a>>0, 再 用 分 析 方 法 证 明之 . 

2"， ga. 样本 碟 有 分 布 fxz,9)dprCz)T 为 充分 统计 量 . 证 明 : 
在 任何 损失 下 ,Bayes 解 只 与 了 有关 . 5. 反之 ,假定 参数 空间 名 
为 R* 的 Borel 集 , 其 工 测 度 | 旭 | 守 0, 对 任何 8E 旭 ,f(z, 站 在 样本 
空间 .多 上 处 处 大 于 0, 而 固定 x 时 ,函数 f(z,.) 在 8. 上 六 续 ( 即 
车 8E9, 人 E98 而 一 0;, 则 了 (x,0) 一 f(z,0)), 则 如 对 旭 上 的 任 
何 先 验 分 布 v 及 任何 样本 之 (或 a.e. pz) ,0 的 后 验 分 布 具 与 统计 
量 卫 有 关 ( 因 而 Bayes 解 只 与 了 有关), 则 了 是 充分 统计 量 . 

3", a， 以 plzsd) 记 有 样本 xz 而 采用 行动 d 时 的 后 验 风 险 , 假 
定 af。，:d) 为 多 可 测 , 对 每 个 daEA4 一 卫 ( 或 其 某 Borel 子 集 也 可 
以 ). 对 每 个 zE .22 pz， ) 在 4 上 过 续 , 且 在 唯一 点 8(z) 处 达 
到 其 最 小 值 , 则 Bayes 解 8 是 天 的 喀 可 测 函 数 . 5 指出 一 组 条 件 
(施加 在 样本 处 的 分 布 Fgzpdagz)y 先 验 分 布 ， 以 及 损失 
(8,d) 上 ,以 使 a 中 的 条 件 满足 ,并 给 一 具体 例子 . 

4， 举 一 个 这 样 的 例子 :一 串 先 验 分 布 {5%) 依 分 布 收 误 于 ”但 
在 平方 损失 《9 一 d)? 之 下 ,对 每 个 98, v 之 下 的 Bayes 估计 《zx) 都 
不 恢 概 率 收 傅 到 先 验 分 布 v 之 下 的 Bayes 估计 BCzy》， 

5°. a. 设 育 数 (四 定义 于 Ri, 满足 条 和 件 ;名 在 有 界 区 间 内 有 
界 . nf LD)>0 对 任何 e 半 0， limsup (CLO a LO) ) oo 
对 任何 aER!. 又 y 为 (R!1 ,5,) 上 的 测度 , 则 

下 人) = | .zee 一 QT 


如 果 在 两 个 不 同 点 ee 为 有 限 , 则 必 对 一 切 上 有限. 5， 利于 a 证 
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明 : 若 工 满足 e 中 之 条 件 , 损 失 函 数 为 4C6)LCg (9 引 一 4d) ,样本 六 
有 分 布 f(z, 扑 djy(xz), 则 后 验 风 险 如 在 岗 个 4 值 外 有限, 则 必 对 
一 切 d 有 限 ( 特 别 ,这 包括 了 平方 损失 4C0) Cg09) 一 4)* 的 情形 ). 
e， 结论 a; 因 而 ;对 工 次 上 则 孙 数 时 可 不 成 立 . 

6"， 举 一 个 在 平方 损失 下 ,对 任何 样本 z, 后 验 风 险 只 在 一 个 
Q 值 有 限 的 例子 . 

7 样本 瑟 一 (人 X) 有 联合 分 布 fx 一 ,一 dx 
…dzo8E 有 在 平方 损失 及 广 六 先 验 分 布 d8 之 下 ,证 明 8 的 广 六 
Bayes 解 就 是 Pitman 估计 ( 例 2. 12), 即 平移 变换 群 下 的 最 优 不 变 
估计 . 

8*， 样 本 革 ~~BBCa 由 ,7 了 一 五 (nz 有 独立 ,损失 ((2 一 站 ) 一 
cd (这 表示 要 估计 包 一 六 ), 先 验 分 布 为 10<( 久 , 访 )< 瑟 1) 这 正方 形 
上 的 均匀 分 布 , 求 Bayes 解 ， 

多 .给 定 pE (0,1) ,下 为 一 维 分 布 . 定义 


h(t) 一 (] 一 >] GE 一 xz)dF (x) 


十 外 | — dF(xr), 
qa. 证 明 衣 (在 t==F 的 pp 分 位 数 时 取 最 小 值 ,5B， 利用 a 证明; 车 
损失 为 p(g CD 一 DIg DAD) pd—g) (gd), 
则 Bayes 解 是 后 验 分 布 的 p 分 位 数 . 
10°. 分 布 dy(G6150 ,0) 二 一 下 一 一 
000001 十 十 入 之 Dd:…dB_; 称 为 
Dirichlet 分 布 , 记 为 D(ass…… ;gD) ;此 处 后 证 0, 蛋 ,a>0 设 及 二 


nt 
《开工 ) 有 多 项 分 布 Ca 人 由 0, 一 1 , 损 
i=1 
失 函 数 (d 一 扣 'At4d 一 站 ,其 中 d= (dd) ,06= (8 ,00)',A 
为 到 阶 正和 证 方 阵 ， 求 Bayes 解 ， 
11"， 和 为 抽 自 所 “T(z>>0)dz 的 iid. 样本 ,要 估计 
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中 一 PiD 一 ea 损失 (e “一 g)?, 先 验 分 布 取 为 Gamma 
分 布 (T(p8) -esie 7(0>0)d9, 求 Bayes 解 . 

12 . 一 批 产品 丸 个 ,内 次 品 卫 个 . N 已 知 ,MM 为 参数 .从 其 
中 随机 抽取 个 ,1 所 x 筷 NN ,要 估计 次 品 率 MM/N ,损失 函数 CM/N 
一 dQ)?*.a. 四 一 种 巧 的 想法 ,不 经 计算 证 明 组 合 恒 等 式 
所 人 十 有 TY 一 一 大 N 六 十 1 
Di 3 一 中 j=| [ys 
5b， 借助 此 式 , 在 均匀 先 验 分 布 v{i}) 二 CN 十 1) 7 1 ,i 二 0,1s 呈 NN 
之 下 , 求 Bayes 解 并 算出 Bayes 风险 ,分 别 为 (NCGn 十 2)) CN 十 2) 
* 芝 十 NN 一 n), 芳 为 样本 中 次 柄 个 数 . 

13"，a.X~Bn0 0 和 DSS1, 平 方 损失 ， 除 非 先 验 分 布 " 满 
足 条 件 x0<p<1) 一 0 否则 和 /na 不 能 是 8 的 Bayes 估计 . z， 总 一 
PC0) ,2030 平方 损 失 . 除非 先 验 分 布 满足 条 件 "80) 一 0, 否 则 
关 不 能 是 8 的 Bayes 估计 . 

14". 广义 Bayes 估计 不 必 容 许 ( 此 处 广义 Bayes 指使 广义 后 
验 凤 险 达 到 最 小 的 估计 ) , 举 平方 损失 下 两 个 例子 . 

15"、 验 证 共 轿 先 验 分 布 (3, 26). 

16"、 为 估计 gC), 取 平方 损失 (gC0) 一 Qd)?, 先 验 分 布 v. 设 有 
为 g() 之 一 元 偏 人 和 估计, 满足 Vars (5) 守 0 对 一 茹 8 € 日， 


| varrceydvdg) 一 co, 又 | C9)dv(9) 之 oo , 且 8 决 非 Bayes 解 . 


17. " 用 Bayes 法 证 明 下 述 广 六 Bayes 解 的 容许 性 ;a. 区 一 
Ne,l) ,平方 损失 C9 一 4)?, 先 验 分 布 山 一 d8( 广 义 Bayes 解 为 
三》 b. 和 一 Ba 平方 损失 (0 一 2:, 先 验 分 布 dy 二 (8(1 一 
6 ICO<ecTiydt 广 六 Bayes 解 为 三 /mr)， 

18*. 在 样本 分 布 的 支撑 无 界 , 先 验 分 布 的 支撑 也 无 界 的 场 
合 ,平方 损失 下 的 Bayes 解 风 险 有 界 的 例子 罕见 . 这 是 什么 原因 ? 
举 一 个 这 种 “罕见 ”的 例子 ,并 指出 造 出 这 一 例子 的 思想 . 

19"， 样 本 ~ 和 (0,1), 损 类 函数 L049,d) 一 eA(8 一 qd》, 先 
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验 分 布 Nt0,1)， 证明; 不 存在 Bayes 风险 为 有 限 的 估计 ， 

20°, 样本 六 服从 :a 指数 型 分 布 CCODe”djylixc) ,属于 RR 的 
开 区 间 四 5. 二 项 分 布 B40 和 ,0 寺 9 寺 1. ce. Poisson 分 布 P(0) ,8 
空 0. 证 明 :不论 8 的 先 验 分 布 如 何 , 平 方 损 兴 下 的 8 的 Bayes 估计 
必 是 zz 的 非 降落 数 . 利用 55, 结合 定理 3. 1, 对 第 二 章 95 题 作 进 一 
步 的 讨论 ， 又 :对 这 非 降 性 质 让 作 何 直 观 解 释 ? 

21”. 举例 a. 一 个 估计 量 可 以 同 是 两 个 不 同 的 先 验 分 布下 ,8 
的 Bayes 俩 计 ， 2. 一 个 佑 计量 可 以 同时 是 锋 义 和 广 义 的 Bayes 和信 
计 . 

22°. 样本 匡 一 NI9,1)9ERL ,平方 损 失 , 不 论 在 狭义 或 广义 
先 验 分 布下 ,2X 十 1 不 能 是 0 的 (广义 )Bayes 估计 ,除非 一 切 佑 计 
量 都 有 Bayes 风险 oo， 举 一个 并 非 这 种 情况 的 例子 . 

23* .平方 损失 ,广义 先 验 分 布 1C0>1)897'd8. 证明: 对 以 下 
两 个 模型 ,不 存在 一 个 估计 ,其 (广义 )Bayes 风 附 有限:z， 开 一 
NO OE RSb, RO le HI rEO0 dr >0. 

24". 举 一 个 例子 :平方 损失 下 的 Bayes 估计 ,可 以 是 不 容许 
的 . 

下 题 结 果 不 晨 最 好 的 ,但 它 显示 了 运用 Bayes 法 处 理 容许 问 
题 的 一 种 灵活 性 . 

25 .样本 江 , 了 独立 ,各 服从 Poisson 分 布 PC) 和 Pigy. 取 
平方 损失 (8 一 4 说 明 问 题 在 估计 分 ,试用 Bayes 方法 证 明 : 若 常 
数 a,5,e 满足 0<b<a<lc>0, 则 估计 a 六 十 bY 十 c 可 容许 . 怎样 
解释 这 种 现象 :完全 无 关 的 样本 参与 估计 ,但 仍 能 保持 容许 性 . 

下 面 这 个 题 有 其 出 人 意 表 之 处 ,在 于 用 初等 的 直接 比较 风险 
的 方法 ,彻底 解决 了 一 个 初 一 看 不 很 容易 的 问题 ， 当 然 ,这 种 情况 
少 之 又 少 . 

26" ,样本 和 损失 同上 上 题 , 证 明 :e 和 十 好 十 < 容许 的 充 要 条 件 
为 :或 者 Oa 之 1,5 之 0,c 实 0; 或 者 4a 二 1,b 一 ec 二 0， 

27. 用 上 题 同 祥 的 方法 ,对 二 项 分 布 证 明 娄 似 结 果 , 和 ,7 独 
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Bm YB nl10g1 ,平方 报 失 (9 一 
4， 则 a 六 十 bY 十 ce 可 容许 的 充 要 条 件 为 :或 者 {0 所 4 过 1,0 坊 c 丰 
1,0<a 二 Tc 各 1,0 扩 bp 十 c 壕 1,04 十 b 十 c 朗 1) ,或 者 {4 二 1,8= 一 c= 
0}, 

28",， a. 样本 和 一 RN,1) 0OER'， 另 有 与 之 独立 的 样本 了 ,了 
有 分 布 /gyy)dpty),p 属 于 R* 之 某 Borel 集 瑟 为 估计 8, 取 平 
方 损失 ， 试 证 在 这 一 结构 下 , 蕊 仍 是 如 的 容许 估计 . 85. 对 了 驴 服 从 
二 项 分 布 的 情况 解决 同一 问题 . 

29°. se. 设法 利用 上 题 的 we, 证 明 : 设 各 维 样本 买 有 有 分布 Ni(9， 
4 此 处 ER 4 为 已 知 的 有 阶 正定 方 阵 .为 估计 ckec 为 已 知 开 
维 向 基 ) ,用 损失 (c8 一 2 ,出 ciX 是 c6 的 Minimax 容许 估计 . 
本 问题 可 可 用 第 17 是 的 方法 解决 ? 5. 设 Xi,… ,Xi 独立 ,成一 


BC) 01 11 平方 损失 [ > cb 一 dj ”ec 避 知 ,证 
] 


明 : DX /a 是 容许 估计 ; 问 ， Del 的 Minimax 估计 晨 否 仍 为 


2 (8 是 内 有 样本 XX; 时 如 的 Minimax 估计 )? 为 什么 ? 


30*， 元件 寿命 有 指数 分 布 ie-7r0zrD)dry0O>0 便于 个 
元 件 独立 做 试验 ,到 有 > 个 失效 为 止 , 记 录 其 寿命 为 Xi，…， 互 . 
利 几 这 些 样 本 ,在 操 失 (9 一 q)*/F 之 下 , 求 平均 寿命 0 的 Minimax 
估计 . 

31， 找 这 样 一 个 例子 :于 ~ 天 (z 一 及 ,下 为 已 知 一 维 分 布 ,6E 
R ,平方 损失 ,其 在 平移 群 下 的 最 优 同 变 估 计 研 非 容许 ,也 非 Min- 
imax. 

32°. 样本 广 有 分 布 召 (1,0) ,0 ,损失 函数 为 了 (2 一 d)， 
其 中 工人 (0 为 侦 昂 数 , 且 在 zx3z0 为 严格 上 升 , qa. 求 8 的 Minimax 
估计 . 5. 证 明 ;这 个 问题 不 能 用 Bayes 方法 解决 . ce. 证 明 a 找 出 
的 估计 是 容许 估计 ,也 是 在 某 个 先 验 分 布下 的 Bayes 估计 . 
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33". 样本 Xi …，,X。 抽 自 NC9,05) ,平方 损失 C0 一 4)*. 证 明 ， 
对 任何 估计 量 8, 必 有 sup{R(O0 ,or;6) :90ER' ,o>0) 一 oo， 

34". 样本 同上 电 , 损 失 函 数 (9 一 4d)'/o?. 用 定理 3. 3 中 2 的 方 
法 ,证 明 芒 是 Minimax 估计 . 

3S$"， 从 容许 性 的 观点 证 明 ,在 平方 损失 (8 一 2 站 ,当天 一 
NB 1) 或 各 一 20a0) 时 ,入 是 吕 的 唯一 Minimax 估计， 又 若 损 失 
为 (8 一 dA0, 久 一 p09) ,也 是 日 的 唯一 Minimax 估计 (本 题 着 重 
在 唯 - -性 ). 
36”. 设 样本 广 一 No) 损失 19 一 4 天 为 二 阶 单位 
阵 ). 证 明 : 匀 是 8 的 Minimax 估计 ( 当 环 六 3 时 ,入 不 容许 , 故 这 是 
Minimax 估计 不 容许 的 一 例 ). 

37". 在 一 维和 参数 也 有 Minimax 估计 不 容许 的 情况 ,一 个 简单 
例子 如 下 : 苹 ~B(1 ,外 ,损失 7(8 尖 4d) ,86(X) 二 2 是 Minimax 估计 ， 
但 不 容许 , 试 证 明之 {更 自然 的 例子 见 第 48 题 及 其 注 )， 

38". 用 定理 3. 3 的 方法 ,对 以 下 几 个 问题 找 出 Minimax 佑 
计 ，g 和 NERIoD0 损 失 ( 一 如 27ct 问 题 
是 估计 到》 五 六 对 一 RRCOO0, 扑 ,98>>0, 损 失 为 (9 一 de. 
er >0)dzx;5>0, 损 失 为 (0 一 d)2/. 

39"， 在 上 题 的 记号 下 ,证 明 : 若 把 各 题 损失 的 分 母 改 为 1, 分 
子 不 动 , 则 任何 估计 的 的 险 都 以 cc 为 上 确 界 . 

40"， 碟 | ，… ,和 及 (9 一 1/2,2 十 1727 ,8E 了 ,平方 损失 (9 一 
如 qa. 证 明 ;2 1CminX 十 maxX) 是 吕 的 Minimax 估计 . 万 证 
骨 : 即 使 把 分 布 族 放大 为 {RC6 一 p,6 十 D :86ER',0<qg&1/2}, a 中 
求 出 的 估计 仍 为 Minimax 估计 . ce. 着 把 a 中 的 分 布 族 放 大 至 {R 
C8 一 p88 二 四 :9E R'E>0}, 则 Minimax 问题 失去 意义 , 即 : 任 何 佑 
计 其 风险 都 无 界 . 

41"， 第 二 章 的 109 题 ,下 述 估计 是 容许 的 Minimax 估计 :2 一 
《min ,十 maxX,)72 当 XX; 不 全 相同 , 若 X; 全 相同 ,8 二 叉 | 十 1 当 
瑟 <0， 一 项 一] 当 友 !/ 守 0. 
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42"， 翌 本 一 有 ta,0) , 捉 失 夺 (8 一 mintO 一 ad27 多 ,2)， 
证 明 :8=9 是 8 的 可 容许 Minimax 佑 计 ， 

43.' 给 定常 数 5, 一 00<a< 之 co, 以 , 实 ;, 记 一 切 其 支撑 落 
在 区 间 [a,8] 上 的 分 布 族 ， 要 由 iid. 样本 关 ,-… ,区 , 估计 其 期 望 
89(F) 一 | zx9F(x) ,PE .Fi 损失 为 (0(F) 一 d)?. a、 对 a 二 0， 
5 二 1 的 特例 , 求 Minimax 估计 . 5 利用 a 的 结果 ,对 一 般 a.8 解 
问题 . 

44". 给 定常 数 >0, 以 六 记 一 切 其 方 车 不 超过 好 的 一 维 
分 布 族 , 雪 由 id. 样本 估计 期 望 8CF), 损 失 为 (8(F) 一 4)'. 证 明 ， 
天 为 Minimax 估计 ， 丸 问 :车 将 .于 w 改 为 * 其 4 阶 中 心算 不 超过 
az” 的 分 布 族 , 则 和 是 否 仍 能 用 原 法 证 明 其 为 Minimax 秸 计 , 为 什 
人 各? 

45S 样本 成 ,了 独立 ;及 一 BCn,0) sy Bn :0 ). 为 估计 仿 一 

w 2 
w2z 十 1 


0 , 取 损 失 C08, 一 上 ) 一 4)*， 证 明 ， 


max 估计 ， 
46"， 蕊 服从 超 几 何 分 布 ,M 为 参数 ,可 取 值 0,1,…,N( 兄 12 
题 ) ,平方 损失 CM/AN 一 dd 六, 证明; Minimax 解 为 aX/n 十 8 ,4 二 


本 | ;5 二 《1 一 a)/2, 提示 : 取 先 验 分 布 PCM = 中 
nCN—1) 


(YA 一 戌 /2 是 Mini- 


1 
一 je {Tat /TEDp’ 0 dp 一 一 六. 
站 
47°. 及 服从 多 项 分 布 Mad yd) OA 1， S18 一 1， 
1 


平方 损失 》) (C9. 一 di). 证 明 :( ICX 十 ap 区 十 人 )) 是 


《 吕 0:) 的 Minimax 估计 ,a 一 {由 十 1 一 WwW 一 如 十 vn 四 

48"， 对 样本 天);… ,及 ,一 入 (9,1) ,平方 损失 09 一 4)? ,98 限制 在 

8 六 esc 已 知 . 证 明了 邓 仍 为 Minimax 估计 ,但 不 容许 与 此 相似 ， 
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对 Poisson 分 布 P( 四 限制 9c; 解 岂 同一 问题 . 

49"、 对 负 一 项 分 布 { 匈 第 二 章 79 题 ) , 想 求 9" 在 平方 损失 下 
的 Minimax 估计 . a. 仿照 Ba,2) 的 成 例 , 会 这 样 想 : 舌 形 如 ww 习 
十 上 的 解 . 这 个 想法 能 否 实现 ? 困难 何在 ? Bb. 证 明 : 其 实 根本 不 存 
在 1740 之 一 估计 ,其 风险 有 界 . 故 这 个 问题 没有 意义 . 

SP"， 设 样本 下 一 Ng as 和 8 二 2 其 中 心心 为 已 知 常数 ， 
一 ab<oo， 证 明 ; 在 平方 损失 下 ,七 不 是 0 的 Minimax 和 个 
证 . 


51"， 二 维 随 机 向 量 (X,Y} 有 分 布 EF 为 一 切 二 维 分 
布 的 集合 , 设 (X YX) 为 (和 7 的 iidq. 观察 值 ,要 俏 计 
60 二 Pe(XEY)， 取 平方 损失 C00CF) 一 QU):, 求 6( 丰 的 Minimax 
供 计 . 

设 为 估计 8 或 8 的 某 断 数 ,用 损失 (0,d). 把 M =inf sup 
RC(0,8) 称 为 问题 的 Minimax 值 . 达到 此 值 的 8 就 是 Minimax 解 ， 
忆 不 一 定 存在 ,但 财 委 co 总 有 定义 . 

52"、 设 汪 ),…, 久 ,为 抽 自 Cauchy 分 布 x10Ol 十 Cr 一 20) 1， 
dx,0ER 的 iid. 样本 ,损失 (0 一 2) 证明; 当 m==1 时 此 问题 的 
Minimax 值 无 限 ,n 守 3 时 则 为 在 限 ， 

53.“ 按 上 是 求解 的 想法 , 找 出 这 样 一 个 密度 请 使 若 区 ,,，…， 
天 是 从 fz 一 丰 dz,0ER' 中 抽出 的 iid. 样本 , 则 在 平方 损失 (8 一 
od) 之 下 ;个 论 样本 呈 多 大 ,Minimax 值 总 是 匹 穷 . 

$4"。 设 样本 区 有 分 布 

Po 号 一 2 = fr = 1 0 ED. 

行动 空间 4 所 合 有 限 个 元 dd ,… .dwn;: 损 失 函 数 工 有 界 , 则 非 随 机 
化 的 Minimax 解 ( 即 在 只 允许 使 用 非 随 机 化 决策 函数 时 的 解 ) 与 
随机 化 的 Minimax 解 都 存在 . 若 4 有 可 列 个 元 ,这 个 结论 失效 ， 
世 若 4 为 一 有 界 闭 集 , 忆 (8,， ?在 4 上 连续 , 则 非 随机 化 的 Mini- 
max 解 们 存在 . 

55*， 如 困 损 秋 孙 数 是 是 的 , 则 在 原 有 样本 久之 外 再 加 上 使 用 
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样本 Y,Y 与 各 独立 且 其 分 布 不 依 琥 参数 0, 则 并 不 能 降低 Mini- 
max 值 , 妈 原来 只 在 区 样本 范围 内 考虑 得 出 的 Minimax 解 8CX)， 
得 样本 (CX, 了 的 模型 中 仍 是 Minimax 解 . 

56°"， 样本 区 一 B02,P), 损 类 函数 L(tp,a)==|d 一 2p|. ee 计 
算 2p 的 估计 基 和 的 风险 及 风险 的 最 太 值 . 5. 通过 研究 上 述 风险 
霄 数 的 性 状 , 设 法 构造 一 个 佑 计量 8(X) ,使 其 风险 最 大 值 有 所 降 
低 ， 

57*. a. 在 例 3.8 的 经 验 Bayes(EB) 估 计 (3. 22) 式 中 ,用 XX， 


:XX 入 共同 估计 下 :总 二 (x 十 1 > 十 X 一 1. 证 明 


《43.22) 仍 为 a.o. ER, 名 .在 例 3.8 中 , 兰 取 先 验 分 布 族 为 {N (yp， 
1) ,xER'; , 求 在 平方 损失 (8--4d)* 下 8 的 EB 估计 所, 若 在 名 中 
对 gg 的 估计 用 了 当前 样本 苹 , 证 明 吉 为 a.o. EB. 

$58"， 样 本 六 ,Xiid. ,一 NOERI 损失 (0 一 2 先 
验 分 布 GC, 试 证 明 好 的 Rayes 估计 为 Outr)—=r ela f(r}, 
其 中 fs 是 X 在 先 验 分 布 G 之 目的 边缘 密度 函数 .利用 这 个 形式 
构想 出 8 的 一 个 EB 估计 . 

59". 样本 一 Ban, 扑 ,0 志和 1 ,平方 损 失 ， 针对 先 验 分 布 族 
《3. 9) ,构造 出 8 的 一 个 EB 合计 (在 估计 4,5 时 要 使 用 当前 样本 )， 
并 证 其 为 a.o.. 

60"、 样 本 和 有 分 布 fCx, 的 dnfx)0E 加 ,多 为 - - 先 验 分 布 族 , 
对 CE 多 ,和 的 (边缘 ) 分 布 为 乒 (z)dn(z) ,其 中 产 (z) = | re 
0dC(09). 兰 当 GG 到 Gs 都 属于 加 时, 必 有 fo fo,( 即 jCz: fo (zx) 
闫 fc,(7T)) >0), 称 “和 对 于 (x, 办 局 限于 名 ”是 “可 以 辨识 的 ”如 
这 个 条 件 不 成 立 , 则 一 般 地 ,相对 于 先 验 分 布 族 多 不 存在 ao.EB 
估计 . 论证 一 下 这 个 断 语 . 

61"， 证 明 以 下 情况 先 验 分 布 多 的 可 辨识 性 ; a. 指数 型 族 
{CCDerdntr) ,0ER'), 光 为 一 切记 维和 分 布 族 . 5. 平移 族 {了 (zx 一 
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dz,9ER 有 了 的 特征 函数 处 处 不 为 6. ce. 二 项 分 布 族 1B6na， 
D001} 为 分布 族 ， dPoisson 分 布 族 (11 0, 字 
为 Gamma 分布 族 1CGka,B8):a>0,82>0). 在 ec, 昔 把 多 改 为 :- 切 
分 布 族 (当然 局 限 在 参数 所 在 范围 内 ), 则 是 不 可 辨识 的 . 


第 四 章 


一 串 +.v{X,} 称 为 是 O,《1), 若 对 任何 8>0 存在 MM. 二 w ,使 
PUK, | 守 MM) 守 ey 对 一 切 n. 称 为 是 osfl1)，, 若 X00 in pr.. {XX,.} 
称 为 是 OU1) a.s. ,车 Pt{X,} 有 界 ) 二 1， 称 为 是 o(1) a.s. ,车 六。 
Oa. 8s.. 

1 001) a.s8. 这 O,(1), 其 逆 不 真 . 

2°. 车 对 任何 党 数列 sy 0 都 有 5X.->0 in pr (Ca, 5.), 则 及。 
=O,(1) (O01) a. s. )， 

3°, 一 串 随 机 变量 {XK,} 为 iid.， 问 XX, 二 O(1) a.s. 的 充 要 条 件 
是 什么 ? 

外 证明 :和 一 OIL1) a.s. 等 价 于 ;对 任 给 >0 存在 Me<co， 
使 PUK | 所,n 一 1 ,2 ) 守 1 一 &、 

5°*， 若 一 申 {X,} 上 其 有 如 下 性 质 : 对 其 任 一 子 列 {X',} 必 存在 后 
者 的 一 子 列 { 基 各) 为 O;(1); 则 到, 二 OQ,(1)， 类似 的 性 质 对 OQ) a. 
s. 是 否 成 并 ? 

6， 是 否 雁 任 一 事 DG 序列 中 必 能 抽出 O17 a.s. 的 子 列 ? 

7"、 一 串 fr,v. (X 如 满足 条 件 ; 对 任 给 e>0 存在 与 ”无 关 但 
可 以 与 有 关 的 常数 < 一 ce 使 已 (| 已.| 六 6 委 ce “2 衬 1, 则 有 时 称 
X, 依 指数 速度 收敛 于 0. 有关 这 个 概念 回答 以 下 问题 : 

a， 若 到 , 依 指数 速度 收敛 于 0, 则 X。 一 0,a.s. ,其 道 不 真 ， 

5 这 个 概念 是 针对 尾部 和 概率 的 ,不 能 把 它 和 碟 , 本身 趋 于 0 
的 速度 泥 消 了 . 事实 上 ,对 任 一 串 常数 M. ce ,可 找到 一 串 依 指数 
速度 趋 于 9 的 rv. {XX,}) ,使 MMX。 不 是 o(1) a.s.. 反 过 来 ,对 任 
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给 Mo0, 可 找到 {X,}) ;使 MX 一 0 a.s.， 但 { 和 不 依 指数 速度 
收敛 . 

c. 如果 常数 上 如 可 取得 与 < 无 关 , 则 及, 有 各 阶 矩 ,通常 是 忆 
与 & 有关 但 内 要求 P(X, | 宇 6) 志 cee “在 nn“ 充分 大 *( 即 pn 之 nsne 
与 有关) 时 成 立 , 这 一 点 无 关 紧 要 , 因 放 太 c': 之 值 可 使 上 式 对 一 
切 n 成 立 . 在 c 可 与 有关 时 ,举例 证 明 义 , 的 任意 阶 矩 也 可 以 不 
存在 . 

8*， 在 证 明 统 计量 有 渐 近 分 布 时 ,以 下 两 个 简单 事实 有 了 时 有 
用 ， 

Qa， 设 下 , 有 分 布 ,nn 宇 1. 下 为 一 分 布 ， 若 存在 @ 0 5 0 
使 liminfF, (zx 一 an) 之 F(x) 之 limsupF,《z), 则 XX, 依 分 布 收 伍 于 
F. 6. 若 了 .太太 2,,n 室 1 而 Y, 和 2 都 依 分 布 收 合 于 玉 ; 则 六 
也 依 分 布 收 人 证 于 FF. 

全. 以 下 记 (0， 1 的 分 布 ,clycaycs 为 正常 数 , 太 ,二 及 1 十 
XX 了。 和 X 分 别 有 分 布 让 和 Fi. 设 条 件 Fu 一 甸 | = sup 
Fe) — Be | (| 和 | 人 cy 有 cy 则 存 
在 与 ?无关 的 常数 <, 使 上 FF 一 更 | sclY =” . 

名 5) 和 wo 分别 记 的 > 阶 中 心 矩 和 r 阶 项 点 
秆 、 设 关 ,XX 为 羡 的 iid. 样 本 ;以 mx 和 a 分别 记 其 r 阶 样本 
中 心 知 和 原点 矩 , .FP , 一 {XX:E|XR|<oo}) 10<r<o0) 久 ,= 
门 三 :多 .. 

10". ccd, 2 的 推广 ,不 要 求 做 ? 若 状 E. 多 . 则 

下 ja 一 后 一 of TSr 入 2 一 DG) sr 区 2， (1) 
(4. 2) 式 是 当 > 为 偶数 的 特例 . 

11. 利用 上 蜂 结 果 证 明 : 若 鲍 E 了 Fs,5 宇 1; 则 

Elms—p | om ), lh; 下 (人 ,62. (2) 

12,( 续 上 题 ) 设 7 ,…* ,ri 为 自然 数 ,c 宇 1 ye 这 1,f 二 ci 十 
Em 一 作出 一 种 类 似 
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于 (1)? 式 的 估计 ,并 证 明 ,此 式 一 oa “0272) 对 #2. 
13. ( 续 上 上 题 ) 记 号 - 与 假定 同上 题 . 对 Cl 为 自 然 数 的 情 
况 , 为 (m2 一 1101) 的 数量 级 ( 当 no0) 作 一 信 计 ,4* 


宇 1(7 改 为 R20) .对 如 mnt 解 决 同一 问题 . 
上 


14. 证 明 : 之 XXXE 可 表 为 anyax yzman 的 多 项 式 灶 一 
二 一 十 志 ; 此 处 > 表示 对 站 和 全 二 1 用 和 不 相同 求 和 ， 
又 证 明 : 在 5 充分 大 时 这 多 项 式 唯一 (ft ,… 必 是 自然 数 )， 

15.， 设 成 和 为 总 扯 罗 , 的 记 , 样 本 ,2 六 rr 利用 上 题 结 
果 证 明 :; pw( 尽 ) 有 一 个 形 如 如 (rs;…… sm) 的 无 偏 知 计 ( 且 是 
MVYUE). 这 里 的 要 点 是 互 不 依赖 a.. 

16” 一 般 讲 MLE 优 于 抢 估 计 : 但 相反 的 情况 也 有 . 举 一 个 
这 样 的 例子 :估计 -: 维 参数 ,参数 空间 为 所 ,8 的 MLE 经 调整 成 
无 偏 得 六 道 过 乘 以 或 加 以 常数 ) 后 ,其 方差 处 处 大 于 无 偏 抵 估计 
的 方差 ， 

与 MLE 存在 性 有 关 的 种 种 例子 . 

17*， 存 在 这 样 的 指数 族 CCp)exrdmntz) ,自然 参数 空间 有 R:, 通 
过 样本 估计 8,MLE 恒 不 存在 . 也 存在 上 述 形式 的 指数 族 . 
MLE 存在 的 概 罕 介 乎 0,1 之 间 . 

18.“ 上 题 那 种 情况 在 高 维 也 有 , 设 二 维 Xs,，… ,XXw 是 从 指数 
族 (yerrdg(z),9€E R* 中 抽出 的 iid. 样本 ,yp 的 支撑 包含 在 单位 
圆周 上 x 二 1 上, 则 : ga. 当 # 二 ] 时 ,MLE 不 存在 . B， 当 xn 空 ?而 
在 上 x = 二 1 上 连续 ( 即 不 存在 a, a ==1; 使 gc{a) 之 0), 则 
MLE 以 概率 1 存在 . ec. 当 n 汪 2 而 4 在 上 x1 二 1 上 有 离散 部 分 
时 ,MLE 存在 的 概率 小 于 1. 具体 取决 于 pg 的 形式 及 样本 点 的 位 
置 . 

19， 举 一个 这 样 的 例子 : 单 参 数 避 属于 一 个 区 间 ,MLE 总 存 
在 , 似 然 方 程 总 有 唯一 解 ( 解 不 可 在 区 启 外 ) ,但 其 解 有 时 是 MLE， 
有 时 不 是 . 
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20. 设 束 | ，…, 买 , 为 抽 自 Cauchy 分 布 x-1(1 十 (zx 一 9):)7 1dz， 
ER 的 iid. 样本 ,n 实 2. 证 明 ;Pe( 似 然 方 程 恰 有 一 根 ) 介 平 0,1 
之 间 ( 不 为 0,1). 

21. 设 了 为 一 维 密度 ,在 R! 处 处 大 于 0, 上 且 一 log Ar) 为 严格 
my, 则 称 为“ 强 单 蜂 ”的 . 设 匡 /,… ,XX 为 抽 自 f(x 一 四 dx,9ER: 
的 iid. 样本 ,f 为 强 单 蜂 且 在 R' 处 处 存在 , 则 似 然 方程 有 叭 一 
解 ,其 解 为 MLE. 

22"， 举 例证 明 MLE 不 一 定 是 充分 统计 量 . 

23”. X 服从 在 1 处 截断 的 Poisson 分 布 :X~Y 了 |Y 守 1,Y ~ 
了 PC0) ,0 之 8<co, 证 明 ;: 对 瑟 的 iid. 样本, 似 然 方程 有 唯一 解 ,日 此 
解 为 相合 的 MLE. 

24"， MLE 不 一 定 相合 ,下 面 是 一 个 简 例 ; 筷 ，…, 和 .iid, ~ 
Pes Pol 一 1) 二 1 一 pol 一 0), 当 8E[10,1] 为 有 理 数 ;Py(X1 二 1) 
=] 一 Pot 一 0) 二 1 一 9, 当 8€[0,1] 为 无 理 数 . 证 明 ;8 的 MLE 
不 相合 . 

注 可 进一步 证 明 :8 的 相合 估计 根本 没有 ( 见 作者 等 Statist， 
&. Probab, Letters, 1994,p. 141~145). 

25". 此 维 样 本 及 大, 独 立 , NC oT Di 二 1], 
此 处 二 各 ,ER 和 >0 都 是 参数 . 求 吧 的 MLE 
并 证 明 它 并 非 相 合 . 

26， 举 下 述 情况 的 估计 的 例 :a. 验 相合 但 不 强 相合 .5. 任意 
阶 矩 相合 但 非 强 相 合 , ce. 强 相 合 , 但 对 任何 ”4 非 了 > 阶 算 相合 . 

27". 双 和 参数 Weibull 分 布 为 

a Bri expt— r/oTzr > Odr a > 0 > 0. 
设 六 ，*"*，X, 是 iid. 样本 . 证 明 似 然 方程 必 有 了 唯一 解 ,此 解 必 是 
《ea, 8 的 MLE, 上 且 是 相合 的 . 

28. 六 XX。 是 从 WetCasd) 中 抽出 的 iid. 样本 . 利用 此 分 布 
为 指数 型 的 特点 . 找 出 4 的 MLE, 并 求 A 之 一 非 对 角 元 5 的 
MLE zx 的 极限 分 布 . 
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29， 基 ,，… 及 ,为 jid. 样本 ,Xi 一 RCO0,1 一 和 ,0<9<1; ,~ 
R40,1) 当 9 二 1, 找 8 的 一 个 相合 估计 . 

30°. 及 | ,… ,iid, 一 Pe, 要 估计 gC. 如 车 对 某 my 有 基于 
CE) 的 无 偏 估 计 &, 则 &(9) 的 强 相合 估计 存在 ， 

31, 若 参 数 空间 8 只 包含 有 限 个 点 , 则 8 的 相合 估计 存在 的 
充 相 条件 是 :存在 8 的 渐 近 无 偏 估计 ， 即 满足 条 件 lim Fi Cb.《X， 
一 00 对 一 切 8E 全 ) 的 估计 亲 . 


一 致 相合 性 ' 局 部 一 致 相合 性 


设 包 = 六 (总 ,天 ) 是 gs(0 9E 人 的 估计 . 若 对 任 给 60,7 
>>0 存在 与 9 无 关 的 mm 便当 xzo 时 有 忆 (| 色 一 5(9) | 之 昌 扫 由 
对 一 切 9 名 同时 成 立 , 刚 称 及 是 g#( 约 的 一 致 相合 合计 ， 若 对 任 
何 8E 昌 ,存在 9 的 邻 域 5S., 使 名 是 对 全 门 S, 一 致 相合 的 估计 , 则 称 
如 是 g( 引 的 局 部 一 致 相合 估计 ， 

32. 找 这 样 一 个 例子 :外 是 8 的 相合 估计 ;但 对 任何 EB 及 
任何 s 盖 0 如 在 集 @Bnmi18 :168 一 名 | <e} 上 不 是 一 致 相合 . 

33. 找 一 个 这 样 的 例子 :有 相合 佑 计 存 在 ,但 没有 一 致 相合 估 
计 . 

34"， 通常 在 研究 祖 合 估计 存在 问题 时 ,往往 限于 弱 相 合 信 
计 , 这 其 中 有 个 原因 :根据 * 弱 收 敏 序列 总 能 抽出 强 收 敏 子 列 ” 的 事 
实 , 一 经 得 到 弱 相 合 估计 ,往往 可 抽出 一 个 子 列 , 是 强 相 合 的 . 但 
参数 空间 日 不 止 一 点 , 故 不 见得 能 取出 一 个 对 一 切 8E 8 都 强 收 
仇 的 公共 子 列 ， 试 找 出 一 个 这 种 实例 , 即 (名 } 弱 丰台, 但 对 其 任何 
子 列 俯 ), 几 存在 和 各 加 (与 {mi)} 有 关 ) ,使 Pa (8 (Xs, ,X,) 0.) 
<l. 

3S", 〈 续 上 题 ) 但 是 ,车 似 } 为 一 致 弱 相 合 佑 计 , 则 必 可 找到 子 
列 坊 ) ,使 Pr( 久 -一 的 一 1 对 一 切 8E@. 

36. 设 f 为 R' 上 的 已 知 密度 函数 ,满足 条 件 作 /zxz) 一 0 当 a 
之 Xb. 回 f 在 a 点 左 连续 , Fa)>0. 二 六 在 总 点 右 连 续 ， 放 by 
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0.、 设 万 为 抽 自 7Cz 一 人 dz,8ER: 的 iid. 样本 ,以 到 ,一 
zsKX 5 ) 记 样本 中 位 数 ，w， 找 的 一 个 相合 估计 , 5. 研究 
一 下 mm 的 极限 分 布 问题 . e. 不 存在 仅 基 于 w,《 即 形 如 如 =g， 
Cm.)) 的 8 的 相合 估计. d. 但 是 , 若 能 同时 使 用 mms,1isk<sa，* 则 可 
以 造 出 8 的 相合 估计 . 

37". 证 明 在 一 些 正则 条 件 下 , 似 然 方程 浙 近 地 只 有 唯一 相合 
解 .。 就 是 说 ,车 站 .和 9 为 似 然 方程 的 两 个 相合 解 , 则 lim Po 如 ,一 
如,) 二 1， 具体 条 件 在 解 题 过 程 中 导出 . 

38. 设 样本 有 1, ,Xiid. ,一 Ne) 0€ {0, 圭 1; 十 2,…)， 
而 o>0, 求 8 的 MLE ,计算 名 的 抽 祥 分 布 , 渐 近 方差 . 证 明 它 
是 无 偏 估 计 和 强 相 合 估 计 . 

39. 若 了 一 Ne， 则 瑟 一 er 的 分 布 称 为 对 数 正 态 分 布 ,a 
计算 的 期 望 册 和 方 莽 外. 5. 若 芝 ,,…', 玉 ,为 下 的 iid. 样本 , 求 
外 的 MI 记名 .计算 Esw (2.) 并 证 明 它 总 大 于 把 ,但 二 为 渐 近 无 
偏 , c. 如 是 8 的 强 相 合 悄 计 . d. 求 名 的 渐 近 分 布 .e. 计算 外 的 
和 矩 估 计 辟 及 包 的 相对 效率 (斯 近 方差 之 比 )， 

40 .由 (4 100) 式 最 小 二 乘法 得 出 的 解 为 


a; 名 一 之 Xx, (Cs—C)/ 2 (Xs—X), 
Hs tO— RCO, /a 


此 处 C,=n- 1 人 2 X。， 7 2 Xn 2 KX. 证 明 :所 和 充分 
别 是 a 和 的 强 相 合 估 计 ， 
41, 设 样本 Xi a ?及 mm iid. 和 有 分 布 { Cz ‘Odie dED} rr 
扫 m， 在 一 定 的 正则 条 件 下 , 似 然 方程 
y D19 logf. X30) /00, 一 0, 1 二 rr < 二 
有 一 相合 解 忆 ,满足 渐 近 正 态 性 
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{PnL 0D) NCO,L). 
‘= 


此 处 假 息 min Cm 人 Hn ,1 (98) 是 六 人 rs 的 的 Fisher 和 信息 量 
《 设 ()>0,1SiSm) ,| > 是 >m1.(9) 的 正定 平方 


根 ). 

42. 证 明 第 4. 3 节 末 昆 关 于 均匀 分 布 参 数 MLE 的 结论 (不 引 
用 定理 4.15). 

43" .样本 号 an 为 上 自然数)iiq 一 Yo,1) ,以 mzw 和 
8zw 分 别 记 样本 中 位 数 及 样本 中 位 数 的 密度 . a. 证 明 lim gawt0)7 


v2N 一 x !, 并 对 结果 给 子 一 个 解释 . 上 证 明 gzw(w) 为 偶 函 数 , 在 
# 宇 0 严 降 (这 些 结果 对 样本 量 为 奇数 时 也 对 ,但 问题 简单 ,不 值 一 
提 ). 

44. 祷 本 天],… ,XX iid. 一 了 ,x 为 奇数 . 当 只 关于 0 对称 时 ， 
样本 中 位 数 的 分 布 也 关于 0 对 称 (这 个 事实 平凡 ). 证 明 在 下 述 条 
件 下 此 命题 之 道 亦 真 :F 的 支撑 为 一 些 开 区 间 , 在 每 个 这 样 的 开 区 
间 内 大 有 密度 六 了 在 这 些 开 区 间 内 每 点 解析 ( 即 在 每 点 适当 领域 
内 可 展 为 其 级 数 ). 

45. 《 续 上 题 ) 当 总 体 分 布 为 F(z 一 站 ,F(z) 关 干 9 对称 时 , 样 
本 中 位 数 必 是 中 位 数 8 的 无 偏 估 计 , 但 即使 不 关于 0 对 称 ,样本 
中 位 数 仍 有 可 能 是 8 的 无 偏 估计 , 举 一 个 这 样 的 例子 . 


第 五 章 


1"， 设 {potxjdz} 关 于 T(x) 为 MLR 族 ,g(T) 为 工 的 (严格 》 
增加 函数 , 则 Fag(TCX7 为 有 的 (严格 ) 增 加 函数 . 
2. 举 这 样 的 例子 : ea, 样本 量 为 1 时 有 UMP 检验 ,大 于 1 时 
没有 . .不 同 的 检验 有 周一 的 功效 函数 . ce*. 有 共同 支撑 的 连续 
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型 Cdx= 二 dz YMLR 族 但 非 指 数 族 . d. 非 MLR 族 有 UMP 检验 ,e， 
对 某 些 水 平 a 有 UMP 检验 ,对 某 些 “ 没有 . 
. 3. qa, 简单 假设 百 : 有 ap 区: gdp 若 dp 一 dz, 则 对 任何 aE 
to,1], 可 找到 水 平 的 非 随机 UMP 检验 . bp. 若 关 为 : 且 上 的 计 

数 测度 而 Cz) 所 c 对 xE 有 4, 则 对 任 给 gE fe/2;1 一 c/2j; 可 找到 a 
蕊 [a--ce/2,& 十 ce/2], 以 使 水 平 w 的 非 随机 化 UMP 检验 存在 ( 即 
水 平 的 修正 可 不 超过 c/2). 

4， 设 z 是 (他 , 罗 ., Po) ,90E8 的 充分 统计 量 ,; 则 对 (5. 1) 的 任 
何 检验 函数 %z), 必 可 找到 只 依赖 于 上 的 检验 函数 由 ,与 # 有 同 
一 的 功效 通 数 . 又 :车 了 与 多 独 立 , 其 分 布 已 知 , 则 形 如 $Cz,y) 的 
检验 函数 (与 只 用 x 的 检验 薄 数 比 ) 不 会 带 来 任何 改善 ， 

5°. 双边 假设 而 存在 UMP 检验 的 情况 极为 军 见 ,但 也 有 ;a 
Ks Kiid, ~ ROOO OO0. H: =O b. 左 和 ， 
iid. ~e -HIEOdr OE RH : 0=0erK : 0F0. 


6, 样本 及 |, ,六 ,iid. ~oiexp| - 轩 | T(r dr ot Rls 
人 >0.a.o<eosamam 有 UMPU 检验 . b. 囊 :6 一 名, 一 ae 天 :8 
< 一 of 天) 有 UMP 检验 . 

7". 考虑 检验 问题 (5. 1), 设 > 是 68, 上 的 一 个 概率 测度 ,定义 


大 Cr) = | f(x,0) ,dv(9) (XX 有 分 布 Pes fx,0) 二 dPo(x) dp， 


则 六 dz 为 概率 分 布 ， 立 检验 问题 五 。: fap* 牙 CK 同 (5.1)), 邵 
时 g# 是 五 o 一 天 的 水 平 x UMP 检验 , 且 $ 相 对 于 原 假设 吾 也 有 水 
平 ef 即 (的 过 ea 对 8E6B0), 则 # 是 (5.1) 的 水 平 & 的 UMP 和 窒 验 . 

83". 利用 上 题 的 结果 解决 检验 问题 ;样本 X,;… XX, iid. ~ 
Na aERl a0. a. HH: ooomK,: or=g ,a=a (o> 
93)， 取 vy 为 

HA = PEEANM {a 0 :aE Ri,o = 00)), 
一 Nan (ot — oi)), 
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对 4CGfayc):eERcseo). 证 明 由 此 所 得 的 互 汪 天 的 水 平 
UMP 检验 与 (aici) 无 关 , 因 而 是 

豆 : 虹 和 虹 二 天 
的 水 平 < 前 UMP 检验 . 5. HH :orKi!1a=a0 of(gf<gs), 
取 4 集中 在 (lai,08) 一 点 ， 由 此 所 得 恕 =K 的 水 平 < 的 UMP 检 
验 与 (a1,0?) 有 关 , 生 是 叭 一 的 ,因而 0 宇 ofr 中 gf 的 UMP 检验 
不 存在 . 

9， 样 本 矶 ;和 … ,Xiid， 一 (os 0ERI am0 ,检验 80. 
ea， 在 ?一 1 时 ,不 存在 非 随 机 检验 ,其 功效 血 数 为 常数 eE (0,1). 
5， 当 mn 一 2 时 ,这 种 检验 只 对 =172 存在 ,但 必 非 置换 不 密 的 ( 见 
第 二 章 115 题 b)，e， 当 jw 宏 3 时 ,对 任何 a 这 种 检验 存在 , 且 可 取 
为 置换 不 变 的 . 

10"， 举例 说 明 : 当 (5.7) 不 成 立时 ,UMP 检验 可 以 不 满足 
(5. 6). 

11. 设 函 数 g(x) ,1 志 i 作 mz; 定 义 于 区 间 了 上 ,满足 条 件 : 存 在 
Try) 使 giz)/gi(z) 当 zxzEI 是 Tixz) 的 非 降 函 数 . 在 及 ! 指定 
点 < <cew 证明; 可 找到 了 上 的 MER 分 布 旋 f(z,O)dzx,0E 
R', 使 f(x,c)=gi(z) 1 安富， 就 是 说 ,可 把 1 人 拒 人 一 个 
MLR 族 中 . 

12*. 单 参 指数 族 CO)e*dylz) 有 UMVU 检验 之 根源 在 于 : 
车 久之 久之 抽 ( 或 加 二 呈 过 抽 ) ,县 存在 常数 ,; :使 


2 
DCO es 一 CCbo)etm = 1,2, Ql < a 
1 


则 在 区 间 (aiye) 内 C(bo)eorss > CCBJet 而 在 [a ,642] 外 则 为 
实 , a， 举 例证 明 MLR 族 不 必 具 备 这 一 性 质 ( 这 正 是 MLR 族 不 
必 有 UMVU 检验 关键 之 所 在 ). 5. 另 一 方面 , 非 指数 MLR 族 也 
有 浇 足 此 条 件 的 , 试 举 一 例 ,并 证 明 在 此 例 中 ,假设 妇 志 99, 的 
UMPU 检验 存在 ， 
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13. a. 在 定理 5.6, 对 任何 <E [0,1], 满 足 (5. 22) 和 (5.23) 的 
$ 储存 在 ， 据 此 对 定理 5. 8 证 明 相 当 结 果 . 5. 在 定理 5.6, 若 :的 
分 布 连续 , 则 [多 和 甩 9 委 记 二 0 页 或 汪 太 } 的 水 平 = 的 UMPTU 检验 
唯一 . 若 z 的 分 布 不 连续 ,情况 如 何 ? c， 指 出 一 个 条 件 ,保证 定理 
5. 8 中 检验 的 唯一 性 . 

14. 多 一 C(t9)e*mdjylz). 1 的 分 布 连续 , 则 8 一 =8 关 后 的 
UMPU 检验 接受 域 C90) 志 1Cx) 守 Co(0,) 中 ,GC(0) ,1 一 1,2, 是 8 
的 连续 严格 增 冰 数 . 

15. 样本 XX), ,Xs iid. RO YY, iid. ~ RECO,0,), 
全 体 独 立 . 证 明 : 对 任何 eE (0,1) ,8 各 01 放 后 的 水 平 a UMP 
检验 存在 . 

16". 〈 续 上 题 ?为 行文 简单 计 考 虑 上 题 mx 二 二 1 的 情况 (一 
般 zr 类似 ). qa, 证 明 在 0<as172 时 ,上 题 所 得 水 平 < UMP 检 
验 唯 一 ,但 在 xc>172 时 不 唯一 . 9 利用 ce, 证明 在 a 所 1/2 时 ,上 
题 不 可 能 用 第 7 题 的 方法 解决 . 

17*， 训 万 ,Riid. 一 NOB ,1D YY, iid. 一 CD,1)， 
全 体 独立 ， 要 检验 假设 右 ; 负 和 c 司 抽 这 ec 证 明 ; 此 河 题 有 
UMP 检验 ,其 形成 为 : 当 了 一 eX 大 于 某 常 数 时 否定 再. 改 N(8， 
为 N(68.,03) (of ,oi 已 知 ), 解 同一 问题 . 

18.， 样本 XR, iid. 一 CO oD YY iid. ~N 
(9 ,03). 要 检验 假设 映 : 和 oIr 必 :qq 若 而, 由 都 已 知 ， 
HK 有 UMP 检验 . b. 若 名 , 妈 都 未 知 , 则 没有 UMP 检验 ,ce. 
若 饭 , 员 中 一 个 已 知 另 一 个 未 知 ,情况 如 何 ? 


19. 设计 出 一 种 方法 ,不 需 利用 第 7 题 ,而 设法 利用 以 D(CY, 


-YY/ DX:> ni.alQ)/m 为 否定 域 之 检验 $, 以 证 明 上 题 的 5 


没有 UMP 检验 ， 
20".( 续 15 题 ) 考 虑 x 一 n 二 1 的 情况 . aq. 证 明 :H ;二 +> 
441 


天 :及 天 让 对 水 平 eE 《0,1) 没 有 UMP 检验 . Bb. 五 天 有 UMPU 
检验 . 

21. 设 样本 XX ,… ,iid. 一 RC ,所 ) ,一 00 芝 于 之 名 过 00, a 
证 明 :2 扫 外 一 下 > 页 有 UMP 检验 , b. 证 明 ; 及 一 员外 和 页 有 
UMPU 检验 ,但 对 水 平 wxE ,1 没有 UMP 检验 ， 

22 .样本 蕊 一 甩 (oa 加) ， 刁 * 一 有 (ap 匡 ,部 ; 独立 求 水 平 
a 的 UMPU 检验 ;a. 对 Hi(p 所 pKi(p>pa). b. H,(pi= 
PamK tp pa). 

23"、 证明 以 下 的 概率 结果 ,以 作为 下 题 的 预备 ; 设 了 X,,Y, 独 
立 ;各 有 二 项 分 布 BG,p). a. 记 

ktnsc) 一 PrtlY. 一 人 | = ¢)， 
则 
Ein,00 > kn 2 ee Do Rn nn), 
5 记 
gnrp)— PlY, — X. re) 
= 271P,(Y, — X,| > ec) 
= 21h,(n,p), 
hnsp) 一 Ppt [1X 一 Y, | 社 0)， 
则 ge Gn, pg nl /2D p12 em 0. 1 en lh (np) 
hn 1/2 = yn p12, ee. 
Py CX = Y,) > RCOn,0) 
当 p< 之 172, d. 令 
Lp) 一 PlY, — XX, > 0) + rP(Y, — X= ce), 
其 中 c==1,… 一 1,0< 之 7 之 1; 则 在 0 安 p 筷 112 内 iC) 严格 增加 . 

24. 设 样本 外,Y iid. ~BCn,p)，a. 证 明 ; 对 固定 的 (p'， 
PD p's pi pitp'zs=1,H(pSp eK' (pi p's) 的 水 平 a 的 
UMP 检验 为 ; 当 了 一 和 太 时 否定 . b. 证 明 : 太 于 尺 (ps 半 pp1) 没 有 


UMP 检验 | 水 平 e€ | ,去 | 
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25. 〔 续 上 题 ) 对 水 平 we>>1/2 及 w= 二 1 的 情况 ,证 明太 (ps 所 
轧 人 天 《past 没有 UMP 检验 . 

26. 样本 和 ,7 独立 ,各 服从 Poisson 分 布 P(WVD 和 Ptp). 对 检 
验 问题 吾 (y 和 和 于 Cp 六 和 ), 一 个 直观 上 看 合理 的 检验 #$ 是: 
$i 二 1710; 视 y 一 x 这 a 二 a 或 之 a. 证 明 ; 这 一 检验 不 是 UMP 
检验 , ga。 利用 UMPU 检验 , 8， 利 用 如 下 事实 ;在 a 之 1/2 时 ,这 
种 补 验 不 可 能 有 水 平 a ce、 对 ga 尝 1/2, 这 种 形式 的 水 平 a 检验 存 
在 , 且 可 使 supBy(4, 0) 二 a 

27°. 沿用 第 一 章 72 题 的 记号 , 设 站 相对 于 9 是 充分 统计 量 ， 
则 五 (8 二 外) 中 KC(6=%) (这 是 一 个 复合 假设 , 因 还 有 另外 的 参数 
候 有 只 依 束 于 工 的 UMP 检验 . 一 般 讲 , 任 一 形 如 HOE 4) 一 民 
(8EB) 的 假设 ,如 在 只 依赖 于 工 的 检验 类 多 中 有 UMP 检验 
CT2《 相 对 于 宅 为 UMP)，, 则 $$ 在 一 切 检 验 类 中 也 是 UMP. 举 一 
个 利用 这 个 结果 求 UMP 检验 的 自然 而 非 人 为 的 袖子 ， 

28". 用 上 题 的 方法 解 下 述 问 题 , 设 样本 天,,*… ,XX 独立 ,各 有 


Poisson 分 布 PCODTSHSm 求 27N<hoe 2 4>0 的 UMP 检 
验 . 


29. 样本 六，-…,X, 独立 ,RN (6,1), 1S,0= 220. 
qa， 证明: 瑟 ,(9 委 名) 二 天 (90 站) 的 UMP 检验 存在 , 找 出 这 个 检 
验 . b. 证明: 已: 一 b) 全 天 :0 天 加) 的 UMPU 检验 存在 ,并 找 出 
这 个 检验 . 

30. 〈 续 上 题 ) 苦 在 上 题 中 改 闷 一 Nm， 未知, 给 定 
< (0,1). 证 明 : 大 在 召 .*K&1 的 水 平 4 检 验 , 其 功效 (功效 函数 在 
对 立 假设 处 之 值 ) 总 大 于 a. 对 五 :一 K:, 水 平 e 的 QUMPU 检验 存 
在 . 

31'. 有趣 的 是 :与 上 两 题 类 似 的 结果 对 二 项 分 布 不 成 立 ; 设 
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,一 Bn, p11 二 i 所 r; 独 并 ,pp 一 2 直观 上 看 ,H(tp 所 po) 嘻 


Kp 之 po) 的 一 个 合理 检验 是 当 > X 大 时 否定 . 举 一 个 最 简单 情 
况 x 二 1,m 二 2 的 例子 ,说明 上 述 检验 不 必 是 UMP 检验 (适当 选 
择 和 0), 

. 样本 天 有 指数 型 分 布 CCbJeatredpgzr) ,EB, 人 为 RR' 
之 开 区 间 (0 于 加 上 . 取 定 水 平 a€ 50,1) ,EB. aga. 以 
BIODin O00>0, 的 水 平 x UMP 检验 的 功效 艾 数 , 则 序 ( 的 >>0 
对 一 切 8E9. bp. 若 $ 为 Hi(O 0) erK1(0EDB ,或 Hs(8 
二 久 ) 呈 尼 ,(0 隆 扩 ) 的 水 平 & 的 UMPU 检验 ,而 记 ( 引 在 某 对 立 假 
设 点 处 的 功效 等 于 4, 则 $= 二 a 指出 这 种 情况 发 生 的 (分 布 族 
CCoeeercrduz 所 应 满足 的 ) 充 要 条 件 . 

33"， 证 明 下 述 结 果 , 以 作为 下 题 的 预备 : 设 f(x) dg, f(x) 
dzn 字 1, 是 R" 上 一 串 概 率 测 度 ,满足 一 了 a. ex 给 定 MM 之 oo， 
以 多 w 记 一 切 界 于 M 的 可 测 函 数 集 ; 则 当 n- 一 oo0, 对 .多 wy 中 的 及 
一 致 地 有 | 六 .edu |/gdp 

34. 设 了 为 一 维 概率 密度 (对 工 测 度 ),X，…,X, 是 从 位 置 
一 一 刻度 参数 族 {o crlCz 一 们 ) :9ERio>0 中 抽出 的 iid. 
样本 . 考虑 复合 假设 检验 问题 再 (OO= 页 ,om>0) 开 (8 一 六 ,>0)， 
公关 加, 给 定 , 着 $ 为 吾 二 民 的 水 平 " 检 验 , 则 必 有 limsupA 
【可 0) ea. 

3S， 设 样本 和 ,7 独立 ,各 自 服从 指数 型 分 布 C(O ye 中 。 
dpmftzy 和 Ceentoodpefy)， 给 定 水 平 GE (0,1) 及 常数 Do, 名， 
则 当 且 仅 当 症 和 心 的 支撑 都 只 包含 两 个 点 时 ,五 (中 一 四 2 一 
bm) KC ;全 ) 天 (81o36850)) 有 水 平 & 的 UMPU 检验 且 即 为 和 寺 
a， 这 个 结果 可 以 推广 到 及 的 分 布 为 一 般 指数 型 C89)exp (8 工 


Cx)) * du(zx),9€ 日 的 形状 ,其 中 9 为 上 维 ,8 为 民 中 一 有 内 点 的 
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子 集 , 抽 为 日 之 内 点 , 假设 8 二 名 >0# 负 没有 UMPU 检验 (水 平 
gE (0,1)7* 除 非 关 的 支撑 集 为 AX… Xx Ai, 其 中 每 个 4, 都 是 只 
合 丙 个 点 的 RR!' 的 子 集 . 在 这 个 场合 ,水 平 a 的 UMPU 就 是 和, 二 a. 

36. 样本 多 有 一 维 指数 族 C00)e” d(x)， 疼 虚 检 验 问题 8 
二 bg 加 ,其 水 平 & 的 UMPU $$ 有 形状 

1 当 了 < 或 盖 co 
CT 一 |, 当 T ==,i= 12; 
\o 当 es TT eso 

证 明 : 随 者 a 的 增加 ,$$ 的 接受 域 (c, ,css) 量 收缩 的 态势 , 即 当 o> 
a 时 有 cw 之 cw; 且 若 v==c6 则 所 sc 汪 icy 又 cay 所 caot 有 十 着 cx 二 cw 则 
”ssraw 同样 结论 也 适用 于 8 < 委 O<2eOE [2 ,0,1 

37， 设 五 全 天 的 水 平 a UMP 检验 和 只 取 0,1 为 值 ， 沁 3, 一 
{z 由 (一 1 a", 证 明 : 阁 infPe(S。)<1, 则 supPaC5。) 二 a( 此 可 
视 为 定理 5.1,2 的 推广 ). &°. 在 a 的 条 件 下 , 当 a<<w 时 不 能 有 8。 
二 5。 ¢, 和 但 是 ,也 不 一 定 有 SS。, 举 例 明 之 . 

38. 芒 有 分 布 


Cexp T(r) dr) 一 Cg)expl 2 OT, (ry) dylr), 
1 


每 个 并 的 支撑 都 多 于 两 点 , 为 参数 空间 内 点 . 证 明 ; 任 给 xc 
09, 1) 可 找到 0 一 页 二 9 基 加 之 一 无 偏 检验 # 使 记 ( 们 >g 当 有 天 
0,. 


39". 样本 X 有 指数 型 分 布 CC8)exp (0Ti(7) 十 TC0)) 。 
dp (rED,G = (Oo ,662) 是 如 内 点 . 证 明 :(8 所 8 ,Oe> 
天 (外 > 如 或 名 演 负 :的 水 平 a 的 UMPU 检验 的 功效 函数 恒 等 于 
a 车工,(X) 一 天 ,Ts(X) 一 XX,, 则 此 检验 即 为 加 二 a， 把 这 个 结果 
推广 到 8 大 于 2 维 的 情况 . 

4 ， 样本 Rl 独立 ,分布 为 

(PCZ 一 1 一 1 一 Po 人 (ZX 一 0) 
二 《1 十 exp{ 一 和 一 60) 1] 太 j 了 和 NN 守 2， 


445 


其 中 6= (ER 证 明 : 不 同 的 8 相应 于 《下 1，,… ,XX,) 的 不 同 
分 布 ， 求 (0 和 0)* 民 (0, 守 0) 的 UMPU 检验 . 

41”， 样本 尖 ,-……,X, 独立 ,Xj 一 NCj0,0) ,1jSn;0ER!' ,0 
>0, 求 玉 8 一 00KC0#0) 的 UMPU 检验 . 

42*. (成 对 比较 模型 ) 样 本 矶 ，…, Xi wy, 独立, 素 一 
人 (有 0) 全 Bo Ti 求 日 (80O)oOKGV>0) 的 
UMPU 检验 . 

43". 如 果 样 本 空间 至 多 可 列 , 则 当天 为 简单 (只 合 一 个 分 布 ) 
时 , 右 必 天 的 UMP 检验 必 存 在 . 

44. 设 ( 玉 ,YD) ,中 (X,Y,) 是 从 二 维 正 态 总 体 N (6,0,,07， 
有 ,5) 中 抽出 移 iid. 样本 ,po 为 相关 系数 . 记 4 一 上 ye. a. 求 4 一 wu 
一 4 天 如 的 UMPU 检验 . 5. 在 4=1 的 假定 下 ,; 求 6=-0060 尖 0 的 
UMPU 检验 ,0 一 入 一 忆 . 

45"， 用 两 个 方法 证 明 :(5. 29) 的 第 二 式 可 用 ch (2c.70,) 二 
cz&af2cs7 久 ) 去 代 蔡 . 

46、(MLR 族 的 条 件 )a. 分 布 族 {f(r 一 人 dz € R!'})， 
| az 一 1,f 在 R' 上 处 处 连续 并 大 于 0, 则 它 是 MLR 族 的 充 要 
条 件 是 : 一 logf(z) 为 上 庙 数 . 举 一 个 这 样 的 例子 . 5. 设 上 在 (0， 
c) 处 处 连续 且 大 于 ,| Cz)dz = 1, 则 刻度 族 {9-1h Ce/0) ， 
TxroOdr 0 为 MLR 族 的 充 要 条 件 是 ; 一 logpmfer) CE 及 1， 
为 凸 吨 数 , ec， 举 反例 证 明 以 下 的 论断 不 对 : 若 大 为 偶 画 数 . 在 Ri 
处 处 连续 且 大 于 0, 一 logh(x) 为 凸 函数 , 则 一 logh(e*) 也 是 西 函 
数 ，4d. 反之 ,出 一 logk (Ce) 凸 也 推 处 出 一 logh (zx) 凸 . 

47"， 设 统计 量 全 有 值 域 空间 二 TC(%)y 一 {T(X),XEXI, 
假定 条 件 (5. 42) 满 足 , 则 依 该 外 所 定义 的 ,由 &g 所 导出 的 .3 上 的 
变换 g'* 是 多 到 全 上 的 一 -… 变 换 , 且 GG: 一 {g" : gEG} 是 一 个 
与 如 同 构 的 群 , 即 
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(8 ~ (g*) !, (gi182)" — 8gT EI. 

48”，( 续 上 上 题 ) 当 满足 某 些 条 件 ( 其 中 最 重要 的 一 个 情况 ,是 
各 ”和 都 是 欧 氏 样本 空间 ) 时 ,由 变换 群 G 是 (3 , 哆 ,) 的 可 测 
变换 群 可 推出 G' 是 (F ,多 7) 的 可 测 变换 群 ,证 明 这 时 有 Pelg* 了 了 
E A) 一 PatTEA}, 这 里 g 的 意义 同 课文 (这 说 明 :G' 在 怠 上 导出 
的 变换 群 ,与 G 导出 的 一 致 ). 

49". 证 明 : 车 五 KK 在 变换 群 G 之 下 不 变 , 则 B: (0) 在 变换 
群 台 之 下 不 变 ,PB (9) 是 功效 的 包 络 . 

50". 证 明 ; ga. 设 mx(zx) 是 定义 在 样本 空间 吧 - 上 的 一 个 函数 
( 取 值 于 某 抽 象 空间 ), 则 必 存在 名 上 的 一 个 一 一 变换 群 ,以 xm 为 


一 个 极 大 不 变量 . 5. 设 多 -一 R", 找 出 以 m(zx) 二 yz 为 极 大 不 


变量 的 一 切 一 一 变换 群 ， 找 出 其 中 的 一 个 线性 变换 群 , 

51"， 举 例证 明 : 由 一 个 检验 g% 的 功效 函数 在 群 它 下 不 变 ( 即 
Bg0) 王 BC) 对 任何 8E6B 及 gE 如 , 推 不 出 #8 是 避 的 一 个 不 变 检 
验 ， 

52%. 设 了 是 完全 充分 统计 量 , 满足 (5. 42), 因 而 :用 上 的 一 
一 变换 寿 G 可 导出 .上 的 一 一 变换 群 G'. 设 检验 问题 五 一 开 
在 群 @G 下 不 变 , 而 辟 是 G 在 参数 空间 上 的 导出 变换 群 .证 明 : 若 一 
个 只 依赖 于 了 的 检验 #(T) 之 功效 函数 B08) 在 群 G 下 不 变 , 则 
$(T) 是 “几乎 不 变 检验 ”, 即 对 任何 g* EG", 有 $lg*7T) 一 $CT) 
a.s, 对 一 要 8E 晶 (例外 集 可 以 与 g" 有 关 )， 

可 以 证 明 : 在 很 一 般 的 条 件 下 , (参看 作者 著 ( 数 理 统计 引 论 》 
P289); 几乎 不 变 检验 # 等 价 于 一 不 变 检验 y, 即 $Cx) 二 p(x) 
as. 加 对 一 切 2E 母 设 这 一 情况 成 立 ,证 明 : 

53". 当 了 为 完全 充分 统计 量 且 (5. 42) 满 足 时 ,转换 到 统计 量 
了 再 求 基于 了 的 UMPI 检验 的 作法 以 ,是 合法 的 . 

54. 样本 基 有 Cauchy 分 布 r :1 十 Cr 一 有 2-1dzr ,要 检验 假 
设 900m0>>0. qa， 在 乘法 群 Gfg. : eco)Cgczr 一 cz) 下 ,有 UMPI 
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检验 ,5， 若水 平 a€ (0,1/2) ,没有 水 平 “的 UMP 检验 ， 

5S"， 样 本 和 三。 iid 一 Ne 于 7 Y, iid. 一 Nas， 
02). ga， 求 在 变换 群 刀 , 一 cz 十 四 1 委 i 委 六) 一 弛 十 四 1 过 j 委 
RR 之 下 ,中 守 Gro?>al 的 UMPI 检验 .8， 在 
帮 一 笃 一 到 的 假定 下 , 求 在 变换 群 民 , 一 cx 十 d 1 扫 i 宝 加 ,7 了 ;一 c7， 
十 可 ,12 之 下 aaoeeei 的 UMPI 检 难 . 

56, a. 样本 XX, iid. 一 六 090) 7 .iid. ~ RO, 
5) ,要 检验 假设 吾 : 如实 名 守 民 :9 < 之 5,, 问 在 变换 群 gx; 一 cxi,1 
gy 二 cy 1 之 j 扩 1 之 下 ,UMPI 检验 是 否 存在 , #8， 巷 区,， 
Rd Rg ,9) ,要 检验 假设 1 : 
由 一 页 名 一 入 < 下 让 一 员 二 人 移 一 和 问 在 变换 群 Xi 二 cx 十 di ;1 
im ycyytd ,lj 0,d ER',Ad ER 之 下 ,UMEPI 
检验 是 否 存 在 . 


S57 四,，-…, 叉 ,iid. ， 公 共和 分 布 为 oilexp 


5] Tc>o) 


.dzwy7uiid. ,公共 分 布 为 m exp a I(y>0)dy. 
a". 求 在 上 题记 的 变换 群 下 , 百 :g/g 和 hoKK!: or/g 放 加 的 
UMPI 检验 . 5 . 证 明 此 UMPI 答 验 也 是 UMPU 检验 . 

58.〈 双 侧 检验 )X ,Xiid ，~-N(8,0). 证 明 在 乘法 变 
换 群 z 一 cr]1szsasc 天 0 之 下 , 末 :8 二 00K ;00 有 UMPI 
检验 . 

59. 样本 下,,… ,和 iid ~ 一 入 (0,1) ,检验 假设 日 :1 6 二 0 上 ; 
0 隆 0. 取 完 验 分 布 v,v({0)) 二 p,0< 之 p< 之 1 且 5 满足 条 件 v(0,e) 汪 0 
<v( 一 €;0) 对 任何 e>0. 证 明 : 若 上 是 Bayes 检验 , 则 当真 参数 值 
80 时 ,Pol$ 否定 日 ) 一 1. 

60.( 续 上 题 ? 设 在 上 题 中 先 验 分 布 "为 


以 人 一 TO 和) 十 人 寻 一 pe exp 


l 2 
a de 
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r=>0 和 已 知 . a*. 证 明 :8 一 0m6 天 0 的 Bayes 检验 接受 域 为 一 
有 界 区 间 ( 可 以 是 空 集 }, 些 区间 是 耕 以 下 为 中 点 则 取决 于 jx 一 0 
或 否 , 下 对 va | 及 | 二 1. 96, 在 一 0 的 情况 ,研究 一 下 8 二 0 这 点 
的 后 验 概 率 的 性 状 , 有 其 中 能 作出 气 样 的 结论 ? 

6 (〈 续 上 题 ) 在 59 题 中 考虑 如 下 形式 的 先 验 分 布 

vA = PKOGE 4 二 1 一 PFC) RCIO)) = 0, 

其 中 请 是 一 :个 关于 。o 点 对 称 的 分 布 . 证 明 : 若 = |XX| 志 1, 则 。 
点 的 后 验 概率 已 (8 一 0|z)oz. 总 是 大 于 其 先 验 概率 p. 

6 人 2 《〈 续 上 题 ) 在 上 题 中 设 dF (0 =.F9)d8,F 为 偶 本 数 ,在 
[50,co] 非 增 . 对 Yn | 惑 | 三 1 时 ,证 明 当 了 了 取 均 与 分 布 ( 必 然 以 o 
为 中 点 ; 因 为 偶 ) 时 ,a 达到 最 小 值 . 


第 六 章 


1°, 祥 本 多 有 一 维 指数 族 分 布 忆 (e779djy(r) 9E 回 ,四 为 而 
的 开 区 疗 , 久 假定 ET{X}EB,0EB. a. 证 明 在 上 述 条 件 下 ;可 找 
到 一 个 指数 族 分 布 {Cye 9dpCr),9E 信 },B, 为 及 :的 开 区 
间 , 满 足 ExT(X})==9, 组 mrt *，) 在 昌 , 内 严格 上 升 ,解析 ,和 且 当 8 遍 
历 辐 | 时 ,mC 外 裔 历 昌 ,B&B. 利 用 ao 求 已 (0ercedpr 下 五， 9 一 be 
天 ， 0 六 5 的 似 然 比 检验 有 形式 

0, 当 ci TU cr 
#(X) 一 | 


ry 当 T(r =0, i= 1,2; 
1; 其 他 x， 
其 中 0 委 nm 委 1 而 ci<ec: 满足 关系 
Ciec)exptotmtc) —m())) = Cr exptcs mles) —m 0) )). 
2. 样本 天 ,iid, 一 NCps0), 证 明 : 假 设 H: 呈 =o2 呈 攻 
: 于 尖 玫 的 似 然 比 检 验 不 是 其 UMPU 检验 . 
3.， 亿 然 比 检验 不 必 无 偏 的 若干 进一步 例子 , 试 证 明之 , @， 样 
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本 天 有 分布 re “17fz>0idrp>0 假 设 :1 所 0S2o 有 :8 
蕊 站 25， 克 ,独立 ,和 一 ww 1 一 2 假设 瑟 : 避 过 0 
HEOmrK : maxtd 由) 人 0. 

似 然 比 检验 有 狭义 广 驻 两 种 理解 . 狐 义 的 是 直 z)} 二 1,7,0, 袖 
LRIxJc 一 ce 或 <rorE1o0, 1 为 和 常数， 广义 的 在 LRCr)=c 时 不 

4. 设 革 的 分 布 族 1Pi,0E 全 } ,日 可 询 , 受 控 于 pj, 日 yx 区 Ps 对 
任何 8E@B. 设 抽 EB,aE (00,1), 证 明 ; 若 日 :86 一 KK: 0 的 
的 水 平 a UMP 检验 存在 , 则 它 必 是 广义 似 然 比 检验 ,但 不 必 是 狭 
义 似 然 比 检 验 . 

用 证 明定 理 5.6 完全 相同 的 方法 ,不 难 证 明 下 述 缚 果 : 设 样本 
艺 有 指数 族 分 布 CC0)e dp， 考虑 检验 问题 互 : 8 或 8 的 
下 <<2. 如 果 检 验 有 形状 

ly Tr) < ry, 
$tr) = | Try) 一 cz 一 1,2， 
,其 他 Ts 

且 Eo $==Es$ 一 Q; 则 就 是 如 不 的 水 平 a UMP 检验 (证明 可 参 
风 Lehmann 《Testing Statical Hypothesis 3 第 三 意 ). 

5， 利 用 这 个 结果 证 明 : 当 原 假设 为 复合 时 ,UMP 检验 甚至 可 
以 不 是 广义 似 然 比 检验 . 这 补足 了 上 题 关 于 似 然 比 检验 与 UMP 
检验 关系 的 结果 . 

6". 造 一 个 这 样 的 例子 :对 任何 a€E [10, 1, 水 平 z 的 似 热 比 检 
验 都 不 存在 . 

7 似 然 比 检验 可 以 比 平 凡 检 验 和 三 a 更 差 , 试 构造 一 个 这 样 
的 例子 . 

8 天 iid. 一 No， 再 :pr 委 0m 玉 :pm>0 求 
2logLRtX) 的 极限 分 布 ， 为 何 结 果 与 定理 6. 1 不 合 ? 
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截断 型 分 布 似 然 比 极限 定理 


9 设 玉 (x) 在 0 乏 z 拓 oo 绝对 连续 , 非 降 ,Ftzr)>0 当 了 人 0 
设 秆 ，…: 习 .是 从 分 布 Po 抽出 的 iid, 样 本 , dPaCzr) 二 了 (x) 。， 
TOTxA dr/F ODD, f=F' ,0>0. 求 H: 0=0K :0 的 
AogILRCX) 在 8 二 机 时 的 极限 分 布 ， 

10". 的 假定 同上 题 。 浊 呈 == (XI, , 玉 的 分 布 为 dPo(x) 
=f rx) fT OO, Lid "dr (FO) FO), 
ET | 
五 的 i 记 . 样 本 , 求 囊 ;9 二 二 > 下 :中 不 全 相同 的 ?logLR(X) 
在 五 成立 之 下 的 根 限 分 布 

11%. 设 庆 1 六 jid, 一 民 ( 轴 太古 十 村) 页 后 玉 克 汪 0 求 
末 :页 二 0- 开 : 页 关 的 2logLRCXE) 在 册 王 0 成 立时 的 极限 分 布 . 

12， 以 Etasgo) 记 分 布 o expC 一 (x 一 a}/o)T(x>aydxat 
R!',o>0. 设 充 ，…, 久 ,和 六, 了。 分 曾 是 抽 自 EECa4,0) 和 Ela， 
0 的 iid, 样本 , 且 二 者 独立 . @". 求 巨 :a 二 4s :由 天 as 的 似 然 
比 LR4z)， 天, 《为 下 题 作 淮 备 } 设 a 一 0,o 二 1. 记 二 一 minXi, 了 一 
minY:, Z=min(X ,YD), é=a(X— 2Z) 当 Z=Y, &=—=no(Y—7)YZ 
一 X, 证 明 二 的 分 布 为 五 (0,1)， e*. 证 明 在 原 假设 下 , 当 
min tn yc 时 ， 2logLR COX)»y, (这 又 是 一 个 不 符合 定理 
6. 1 的 例子 , ) 以 上 几 例 说 明 :在 截断 情况 下 自由 魔 加 倍 是 -一 普遍 
现象 . d. 证 明 五 一 天 的 似 然 比 检验 是 无 偏 的 . 

13". 考虑 序列 相关 ,或 称 - : 阶 自 回归 模型 

RX; = pr 二 Tey t= ly 一 
而 esser jid. 一 NCO,o)， 此 处 |p| 达 1, 全 0 都 未 知 , 求 5 一 0 一 
记 堪 0 的 似 然 比 检验 . 

14 .ea. 在 原 假 设 成 立 的 条 件 下 计算 56. 14) 的 统计 量 Y, 的 询 

值 方差 . #， 不 依赖 于 a 中 求 得 的 Var(Y,} 表 达 式 ,用 简捷 的 方法 
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15. 考虑 统计 量 ,一 27cu(6. 一 22D)5 为 了 在 原 假设 下 有 多 


好 必须 (只 须 )jcs :np 一 1， 1 
16. 设 在 C6. 14)Y, 的 定义 中 以 pw 取代 《 即 p; 可 随 n 而 
变 ) ,不 失 普 记性 不 妨 设 pa "pa. 证 明 ;只 要 limnpm 一 2, 则 


仍 有 ,一 > 允 _1, 更 进一步 :这 个 条 件 也 是 必要 的 ， 

17". 在 对 立 假设 (pw,… pw) 处 计算 YY 的 分 布 , 此 处 pi 一 户 ; 
十 cd YE TS yp 为 原 假 设 ,c 为 常数 )， 则 当 n 一 oo 
时 ,此 分 布依 分 布 收敛 于 尺 -1.s. 求 非 中 心 参数 

18， 原 假设 万 (9 有) :1 P(E 二 qj) 二 ps, 1 世态 上， 检验 统 
计量 YY 如 (6.14). 取 检 验 $= 了 (OY,>c,(a)) 使 有 水 平 wx(eE (0,1) 
固定 ), 即 POV.>>eka) | 五 (ps 假定 co 是 对 一 切 
(pp (满足 p; 之 0, 2) 二 1) 都 满足 上 述 条 件 的 最 小 者 . 
a, 证 明 : 对 任何 a€ (0,1) 及 自然 数 n, 上 述 c.《a) 存 在 并 有 限 . 8， 
是 否 对 任何 gE C9.) 必 有 co 一 x Ca)? 

19°. 举例 说 明 ;(p, 王 po,*… ;二 pw 的 寡 氢 合 优 度 检验 
不 必 是 无 偏 的 . 

20*.( 续 上 题 :一 般 结 果 ); 当 有 是 仅 当 po 二 … 二 pw 二 1/8 时 ， 
上 题 假 设 瑟 的 尖 拟 合 优 度 检 验 才 是 无 偏 的 . 

23*， 对 上 题 假设 五 ,可 找到 常数 c,, 使 检验 史 一 TY.>>c) 满 
是 

Ps plo" s pin) 0, 
By Cp | 当 Cp pe?) A plo Peo). 
22°. 将 (6.14) 统 计量 站. 修改 为 


下 
子 。 一 了 ， CE 一 np /és 
1 
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rr VS — Mnpy’. 


证 明 ; 在 原 假 设 成 立时 , 当 mrce ;部 和 Y* 都 依 分 布 收 伍 于 从 _). 

23. 在 [én Oo— pr | 一 1 的 最 大和 值 为 at0<As<172 的 
条 件 下 , (6. 14) 的 统计 量 Y, 的 最 小 值 为 4 人 (最 小 值 是 对 {5&;} 和 
和:} 取 )， 找 出 达到 这 个 最 小 值 的 充 要 茶 件 . 

24" ,检验 假设 (6. 12),F 为 已 知 的 一 维 连 续 分 布 ， 如 果 用 六 
拟 合 优 度 检 验 , 但 分 的 区 间 数 及 区 间 端 点 都 不 随 = 而 变 , 则 一 个 分 
布 G 虽然 不 等 于 下 ,但 只 要 它 在 上 述 每 个 区 间 内 的 概率 都 与 在 
同一 区 间 上 的 概率 恒 合 , 则 检验 在 G 处 的 功效 就 等 于 其 水 平 x, 因 
而 当 n 王 oo 时 并 不 收 合 于 1( 检 验 不 相合 ). 

但 是 ,车 让 分 区 间 数 随 n 增加 , 则 有 可 能 作出 相合 的 夭 拟 合 
优 度 检验 具 伟 说 有 以 下 结果 : 令 有 一 一 Te],0< se] 表 不 
超过 a 的 最 大 整数 ). 把 月 ' 分 成 x 个 (F) 等 概 襟 区 间 , 而 作 统 计量 
(6,14), 则 可 找到 常数 c. ,使 检验 函数 务 二 TC, 记 c,) 的 功效 函数 
六 满足 

Bi (ED 一 0 5G) 一 1, 对 任何 分 布 G 关 下 

25”. 证 明 ; 定 理 6.2 和 6.3, 可 由 似 然 比 极限 定理 6. 1 推出 . 

26.“ 列 联 表 统 计量 (6. 20) 对 每 个 属性 分 成 无 穷 多 组 一 样 有 
定义 ;而 且 , 由 于 (6, 20) 的 Y, 是 反映 两 属性 的 相关 的 , 它 应 能 反映 
一 个 二 维 分 布 的 相关 特性 . 

现 设 有 一 个 二 维 正 态 分 布 (X,Y 了 )~N Casb,of,6,p), 相 关系 
数 oE (一 1,1). 把 平面 分 成 一 些 边 长 为 4 的 正方 形 ( 其 边 与 坐标 
轴 平 行 ) ,以 mw 记 这 正 态 分 布 在 (i ,站 格 内 的 概率 而 按 (6. 20) 计 算 
了.. 证 明 : 当 4-=*0 时 ,7 一 2 一 严 )， 

27”、 开 olmogorov( 了 以 干 几 是 简称 为 天 ?检验 有 和 相合 性 . 

28. 天 检验 不 一 定 无 储 ，a， 先 证 明 以 下 预备 事实 : 设 和 ,了 各 
有 连续 严 增 分 布 Fe 和 Fi, 且 存在 a, 亿 0<<Fuka)< 172 PFCz) 坪 
F(z) 当 T<a. 所 (zx) 一 Fo(X) 当 zr 守 a. 证 明 ; 存 在 定义 于 Ri 的 连 
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续 疾 增 陋 数 ge 满足 8(z) 人 > 工 当 ravgtr) 一 工 当 了 世 a* 有 是 8) 
与 Y 同 分 布 . bp. 取 适 当 A 之 Fola). 设 买 天。 为 通 . 样本 ,Fe 
为 其 经 验 分 布 . 利用 a 证明: 

«= Pr,{ sup|Fe CX) — Fu(X})| > 


> Pr t sup | CX) 一 F(R) | > A) 


这 说 明 : 当 严 , 为 原 假设 时 ,水 平 a 的 下 检验 非 无 偏 . 
29. a". 以 由 wy 记 样 本 六 的 次 序 统 计量 ， 


Ei 


基 之 分 布 与 请 无关. ce*". 借助 于 5, 对 nn 二 1,2 求 出 下 统计 量 之 确 
切 分 布 . d. 在 已 连续 时 ,对 任何 ”天 统计 量 有 密度 (对 工 测度 }), 

30". a， 设 分 布下 有 一 个 不 连续 点 c, 其 他 各 点 连续 , 记 a= 
Fc 一 0) ,5 一 Ftc), 证明: 在原 假设 已 之 下 ,到 统计 量 之 分 布 与 
sup{ 站 一 Ge :0StSTEE(a 人 )} 之 分 布 同 , 此 处 局 (是 员 
(0,1) 中 iid, 样本 的 经 验 分 布 . 在 己 可 以 有 不 止 一 个 路 牙 点 的 情 
狐 , 这 结果 有 如 何 之 推广 ?由 此 可 以 得 出 怎样 的 结论 ?8 对 总 体 分 
布 为 已 (和 一 1 一 1 一 已 (和 一 0 一 户 的 情况 ,算出 专 V msup [Flr) 
一 F(x) | 在 愿 假设 下 的 极限 分 布 .由 此 可 得 出 怎样 的 结论 ? 

31. a 由 (6.25) 定 义 的 统计 量 Wi:, 在 原 假 设 F 下 的 分 布 , 当 
天 连续 时 与 五 无 关 , 而 在 下 不 连续 时 则 不 然 , 5. 求 出 证 :的 一 个 
(与 (6) 相 似 ) 有 限 表达 式 ( 分 下 连续 与 不 连续 两 种 情形 )，e* 在 天 
连续 且 床 假设 成 立 之 下 , 求 Wi 的 均值 方差 . d. 证 明 : 以 Wi>>e,/n 
(cs>0 为 常数 ,适当 选取 ) 为 否定 域 的 检验 ,在 原 假 设 F 处 处 连续 
时 为 相合 .而 在 原 假 设 下 有 跳跃 点 时 ,可 以 不 存在 基于 厂 : 的 相 
合 检验 . 

32" . 以 Wr 大 值 为 为 否定 域 的 检验 ,即使 对 原 假 设 和 对 立 假 
设 分 布 都 局 限于 处 处 连续 的 情况 ,也 可 以 不 是 无 偏 的 (要 举 反 例 ， 
晤 空 制作 ,需要 一 点 trick》， 
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33". a. 例 6.9 中 ,以 也 抽出 的 天 平 号 ;p. 二 PC 二 1) 已 知 
《ps 二 1 一 蕊 二 了 (一 2)) ,记录 (Xi,X,)， 证 明 : 基 于 这 个 
样本 作 0 一 Ze 一 pg 页 的 检验 ,对 水 平 <E (00,1) 不 存在 UMP 窒 验 . 
3 车 pi 未知 ( 央 之 碳 , 也 是 一 个 参数 ), 且 z 可 取 50,1) 区 间 内 任 
何 值 , 则 上 述 假设 的 UMP 检验 存在 , 且 就 是 条 件 UMP 检验 . 

34". 证 明 例 6. 13. 

35". 设 4. 一 (es ,amw) 证 明 :“4,. 满足 条 件 w? 的 充 要 条 
件 是 ax Caw 一 aa) /St 一 000) 当天 一 ooy9: 一 yc。 一 如) 
这 个 条 件 比 条 件 N 原来 的 形式 要 方便 些 ， 

36， 设 站 ;X24 为 怀 的 iid. 样 本 ,0<VarlX) 之 oo, 令 A 一 
《一 1,2,……， 风 3 以 概率 1 满足 条 件 开 的 充 要 条 件 
是 ;和 的 各 阶 拓 有 限 . 

37. gq， 用 Haijek 定理 ,以 及 直接 证 明 这 两 种 方法 ,证 明 ; 若 
AnsCn 中 有 一 个 满足 条 件 WW, 另 一 个 满足 条 件 入, 则 (An ,Cw}) 满 
足 条 件 MC 见 (6,57))，&8。 举例 证 明 a 之 道 不 真 . 

38*. ga. 若 CAn,Cwn) 满 足 条 件 好 , 则 Aw ,Cw 都 满足 条 件 N. 
5. 4 之 道 不 真 . 

39. a Aw 二 {1,2.0 NCy 一 {100,0513 呈 51} 舍 个 1 上 8 国 
定 )， 基 于 Aw,Cw 的 线性 置换 统计 量 记 为 Ln; 证明; (Ln 一 ELn)/ 
《VarEn)22 当 六 一 oe 时 的 极限 分 布 ,是 下 个 iid. 尺 (一 v3/E， 
V3/) 变 量 和 分 布 , 5， 利用 a， 举 出 Aw,Cw, 其 (Ln 一 ELw)/ 
CVarLw) 当 Noo 时 不 依 分 布 收敛 ， 


N 
444. 设 4 一 {awy yenmv)} 满 足 2 一 他 Da = 1, a. 证 明 ; 


tmax law| 一 OCN-12) 是 hw 满足 条 件 匈 的 充分 条 件 ,但 非 必要 条 
件 . "但 者 存在 s<172 ,使 


limsupN°® max |an;:| > 0， 
Noo tN 
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则 4v 不 满足 条 件 WW. c. 证 明 : 不 论 dx40 如 何 , max 一 |ev | = 
OCdn) 不 能 是 “Aw 满足 W* 的 充 要 条 件 . 

41， 设 样本 天 ,iid, 一望 ,以 R' 记 式 ; 的 秩 . a, 在 王 连 
续 时 证 明 (6. 75).&8. 当 玉 可以 有 跳 贱 点 而 用 随机 法 决定 秩 时 ,证 
明 (6.75) 仍 成 立 ， 

42.《 续 上 题 )a. 在 下 为 离散 型 分 布 的 情况 ,给 出 CX,,…， 
区 ,) 的 由 平均 法 确定 的 秩 ( 玉 ,… ,KR,) 的 分 布 . 5B. 设 下 的 跳跃 点 集 
{arsazs""*} 没 有 有 限 的 极限 点 ( 察 点 ) ,指出 确定 (RR ,… ,总 ) 分 布 
的 方法 5 只 要 求 指明 步骤 )， 

43、0Q， 设 大 和 iid. ~ 下 连续， 计算 E (RIX 一 xz); 分 1 
二 1 和 i 壮 1 两 种 情况 . $8. 设 XY ，… ,XX iid. ,一 下 连续 ,Yi,… 了 了， 
iid. 一 CC 连续 ,处 ,，,…,Y, 全 体 独 立 . 以 民 记 XX 在 合 样本 中 的 秩 ， 
计算 RR 的 分 布 . 

44， 对 FY 和 Van der Waerden 检验 中 的 记分 数 函 数 4, 二 


(ouram), 其 中 ou 一 E6s 或 os 一 @ | 5 ,证 明 4 满足 条 件 
WwW. 

45. 考虑 模型 (6. 31), 设 下 ~N(0,1) ,证 明 : 不 存在 基于 (XX)， 
的 牧 CR' RR*,S1 yr55,) 的 8 无 凡 代 计 ， 更 进 
一 步 ; 指 定 任 一 区 间 {a,2) ,不 可 能 存在 苦于 上 述 秩 统计 量 的 ,VE€ 
Ca,5) 的 无 偏 估 计 . 

46".〈 续 上 题 ) 仍 考虑 模型 (6. 31) ,FF 连续 已 知 ,0<F(r)<]1， 
并 为 简单 计 设 m==n. 证 明 : 存 在 着 基于 CR!，…,R",S,,…,S,) 的 ， 
的 相合 估计 . 癌 ; 条 件 0<FCzy<1 可 否 略 去 ? 

47". 考虑 模型 (6. 31) , 设 下 连续 ,m 一 x. 用 下 法 检验 g<0e8 


>>0: 令 了 一 2 170;> xX), 以 工 的 天 值 为 否定 域 . ga. 证 明 :ARE 


(用 ) 一 173. 5 给 "此 检验 了 在 杀 近 效率 上 弱 于 三? 这 个 事实 
一 个 解释 . 
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第 七 章 


1°. Ks Kiid. ~ NE ,0 ,YY, iid, ~ N (CD, 02) ,全 
体 独 立 . 考虑 用 (7.3) 式 定义 的 全 来 作 名 一 名 的 区 间 估 计 间 题 ,把 
了 的 分 母 记 作 @. a*， 当 上 且 仅 当 六 一 2( 字 2 且 地 = 号 时 , 才 有 了 一 
tr-zs* 这 时 了 与 以 前 定义 的 两 样本 统计 量 一 致 . 六 若 近 介 地 认 
为 工 一 Asus 面 取 旬 一 的 区 间 悄 计 了 = 了 一 总 士 @@rr afa72 , 则 
2 的 置信 系数 达 不 和 到 1 一 a, 但 也 不 会 为 0. 

2. ( 续 上 上 题 ) 假 定 cm 二 o;= 二 o， 证明;a. 人 的 分 布 与 名 ,2 和 = 
无 关 , 其 密度 关于 0 对 称 且 严格 下 降 于 正 半 实 轴 ， bp. 据 a( 仍 设 ec 
二 g2) ,可 找到 cy 使 区 问 佑 计 思 一 了 一 区 士 co 所 相似 卫 有 (严格 ) 署 
信 系 数 1 一 证 明 ; 拿 J 与 两 样本 t 区 辣 悄 计 比 , 瑟 有 短 长 ,好 对 
不 同 的 样本 ,J 可 以 比 J 长 或 短 ,但 平均 长 度 则 J 比 J 大 . 

3， 样 本 已， iid 一 No cy os 都 未 知 . 记 5 = 


( CK, 一 .车 /1(s)>0,( 了 一 0)/fCS) 的 分 布 与 6 无 关 


( 它 必 然 与 #8 无关, 何故 ?), 则 由 此 可 造 出 8 的 相似 恒信 和 区间 怠 士 
cf(S),c>0. 一 个 例子 是 了 f(s) 一 as ,a>0 为 常数 ,这 导致 1 区 间 . 
4， 证 明 : 若 要 求 Es |logfCS)| 之 co 对 一 切 go 这 0; 则 f(s)=as 是 唯 
一 能 使 (及 一 人 /7CS) 的 分 布 与 无关 的 函数 . 5. 若 只 要 求 f 为 统 
计量 而 不 必 是 * 的 郴 数 , 则 可 找到 不 同 于 as 的 f, 具 有 上 述 性 质 ， 
但 册 之 所 产生 的 置信 区 间 ,其 平均 长 必 大 于 间 一 置信 系数 下 上 区 
间 的 平均 长 . 


4 对 Behrens-Fisher 问题 , 记 S 一 >)(X 一 及)?,S3 一 
1 


2 (Y; 一 了 )?. 车 能 找到 函数 /siss) ,使 ((Y 了 一 玉 ) 一 (9, 一 9.))/ 


FN :SS2) 的 分 布 与 Sls 无 关 , 则 可 所 以 建立 及 一 而 的 相似 置信 区 
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间 ， 证明:Ess |logf(S1,S2) | 之 oo( 对 一 切记 9,5; 六 人) 的 限制 
下 ,这 样 的 了 不 存在 ， 

注 ”本题 推广 了 Scheffe 1944 年 一 个 结果 . Scheffe 证 明 : 对 
任何 瑟 Xe 的 二 次 型 Q@, (了 一天) 一 和 一 向 ))/ 
YY 入 不 可 能 对 一 切 @ 六 0,oz>0 都 有 :分布 Scheffe 没有 要 求 Q 
只 依赖 % 和 ss, 但 由 他 提出 的 要 求 &AE 一 态 分 布 对 某 个 下 ,容易 推 
出 息 只 与 和 s; 有 关 . 

S"，、Behrens-Fisher 问题 ,定义 SS 和 5 如 第 4 题 . 证 明 :a. 
置信 区 人 间 了 一 叉 士 Y 了 | 号 到 训 下 十 竹 区 和 太 | 的 名 信 系数 
不 小 于 1 一 ,其 中 二 tm-1Ca/2) ,ts 一 tw-1ta/2). 8 置信 区 间 了 一 


二 V3 |# 0 yt) “的 置信 系数 不 小 于 1 一 &， 
其 中 五 一 加 -ia 和 一 总-iCard)、 比 较 一 下 ea. 二 的 优 劣 . 
6 考虑 例 7.5， 为 作 员 一 9 TEST 的 同时 区 人 间 佑 计 , 得 


到 (7. 4). 现 设 想 要 做 品 ，… 如 之 间 涉 及 两 个 或 更 多 个 的 比较 , 即 
一 切 形 如 >yeit 的 量 的 同时 区 间 估 计 , 此 处 c，…c: 为 常数 ,满足 


> = 例如 ,要 比较 前 "个 的 平均 和 后 一 + 个 的 平均 , 要 估计 


. 证 明 : 区 间 佑 计 
的 下; 士 Dy les whntn — 1) 


对 一 切 满足 条 件 De 一 和 的 (cc 同时 成 立 的 概率 仍 为 1 一 


ww, 其 中 与 (7.4} 式 中 的 一 样 . 
7", 车 无 丛 检 验 与 无 偏 置信 区 间 都 采用 第 一 种 定义 , 则 由 关 
系 *E4(00) 人 加 ESCz)y 所 建立 的 检验 和 置信 区 间 对 子 中 ,由 其 一 
个 为 无 偏 不 一 定 能 推出 另 一 个 为 无 偏 . 各 举 一 反 例 . 
45% 


Sa. 设 在 定理 7.2 中 样本 到 服从 指数 型 分 布 而 日 为 自然 参 
数 空间 . 证 明 该 定理 证 明 后 的 注 中 关于 方程 FG(,8) 二 1 一 a 是否 
有 解 与 外 的 关系 的 论断 . 下 对 定理 7.3, 关 于 [ 负 (X) ,W(X)] 是 否 
总 有 界 ,证 明 该 定理 证 明 后 面 所 作 的 论断 . 

多 . 证 明 : 加 在 定理 7.3 中 了 的 分 布 的 条 件 , 与 yw (T 的 导出 
测度 ?的 下 述 条 件 等 价 :{m 的 支撑 充满 一 区 间 ,x Cta}) = 二 0 对 任 
何 单 点 集 {a}}. 

10"， 盟 然 定 理 7, 1 之 道 在 技术 上 不 成 立 ; 但 仍 有 以 下 结果 : 
设 样 本 久 的 分 布 这 {f(xz,99dp,0EB@} 关 于 了 (了 ) 为 MLR 族 , 昌 为 
区 间 , 则 8 的 UMA 置信 区 间 不 存在 . 

11"，UMPU 检验 在 功效 比较 上 有 可 容许 性 ， 就 是 说 ,如 果 池 
是 好 二 天 的 水 平 a 的 UMPU 检验 , 则 不 可 能 存在 水 平 a 检验 $"， 
使 


Br CD 宇 B60)， 对 一 切 9 EK， 

且 不 等 号 至 少 对 一 个 98E 下 K 成立 . 但 在 平均 长 度 比较 的 意义 上 ， 
UMAU 置信 区 间 不 -- 定 有 可 容许 性 ， 

12，a*. 指数 型 分 布 族 COOe*djpt4), 若 A 的 支撑 有 限 的 上 界 
5, 则 其 自然 参数 空间 必 延 伸 至 co，B*. 在 a 的 情况 下 , 当 0>co 时 ， 
荆 的 分 布 CCDe*djp 有 极限 ,为 单 点 分 布 PCT=6) 王 1. 车 j4 的 支 
撑 上 和 界 为 oo, 则 即使 日 延伸 至 =o, 当 8-*oo 时 本 的 分 布 也 没有 极 
限 . c. 在 a 的 情况 下 ,通过 替换 参数 % 一 actgb, 可 把 分 布 族 拓展 到 
一 x/2 这 个 点 ( 当 =x/2 时 ,了 一 5,a.s.)， 这 样 做 了 以 后 ,原来 
在 分 布 族 {CCe*dg,8E 8} 下 所 作 的 了 的 UMAU 置信 上 、 下 界 ， 
可 姓 括 于 包括 一 x/2 这 个 点 ,不 失 其 UMAU 性 . 4. 对 日 的 左 端 
有 类 似 结 果 (Poisson 分 布 和 二 项 分 布 是 本 题 特例 ). 

13. 证 明 第 7.2 节 中 ,关于 在 wz 为 离散 时 ,方程 FG,0) 二 1] 一 a 
是 否 有 解 的 条 件 的 断言 . 

14… 例 7,§ 的 区 间 居 计 J 有 置信 系数 otn 固定 ). 

15. 以 1 一 a 记 例 7. 6 中 置信 区 间 闻 的 轻信 系数 , 刚 当 a>>0 
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充分 小 时 ,limsup(1 一 和 )<1 一 “< 

16". 设 的 置信 系数 为 1 一 w* 而 {J 的 渐 近 置信 系数 为 1 
一 &; 证 明 总 有 liminf(1 一)s1 一 此 

17*,， 在 非 随机 化 检验 和 置信 区 间 范 围 内 ,一 族 (8 二 ee*6 关 后 
的 ) 接 受 域 {AC60): 吕 EB} 与 名 的 置信 区 间 S(z) 通 过 关系 XE 有 4 
《00) 守 E5(r) 建 立 一 一 对 应 ,但 在 随机 检验 和 车 信 多 间 的 范围 
内 ;虽然 一 个 随机 化 置信 区 间 仍 唯一 地 对 应 一 族 随 机 化 检验 ,但 反 
过 来 不 必 成 立 ; 不 简 的 随机 化 置信 区 问 可 以 对 应 同一 族 检验 {go,，; 
所 七 但 ;. 试 举例 证 明之 . 

18. qa. 设 样本 处 ~,8E@ 二 {10,1,…}. 可 把 {Py}) 柚 入 分 布 
旋 {P,9E 和 如 } , 奋 一 [0,oo0) ,使 记 =Py,8EB, 且 若 BX) 是 在 {PB,,8 
所 名 } 下 8 的 (1 一 a) UMA 置信 和 界 , 则 [OC(X)] 是 在 {Ps,6E8} 下 ,6 
的 (i 一 a)UMA 和 置信 和 界 ,此 处 [aj 为 不 超过 a 的 最 大 整数 . 5 车 
(Pe,8E8) 关 于 了 (ZX) 为 MLR 族 , 则 可 以 使 { 亡 ,0E€ 痢 } 也 有 这 个 
性 质 - 一 这 与 定理 7.2 及 本 题 a 结合 ,可 用 以 建立 在 原 模型 {Pe,8 
万 部 } 下 8 的 UMA 置信 和 界 ， 

19°. 样本 站 |，… ,项 , 记 ,一 民 ( 笛 的) 一 0 之 站 之 如 之 oo. 利用 
统计 量 1 一 maxX: 和 VV 二 minX,, 以 建立 总 体 均 和 值 (8. 十 /2 的 一 
个 相似 置信 区 间 ， 

20". 样本 XX *… ,Xiid, 一 RECO,00D ,Yi Y, iid, ~ ROO, 
外 ) ,全 体 独 立 ， 证 明 : 久 /把 的 UMA 置信 和 界 和 UMA 和 置信 区 间 都 
存在 (用 第 五 章 15 题 》 

21°. 设 样本 民生.iid. ,公共 分 布 为 

{Rlle CDr — MN > Odr, OER', 
上 为 已 知 的 非 负 整数 . a. 对 二 0, 证 明 8 有 UMA 置信 上 下 界 . 
5. 对 志 记 0,UMA 置信 和 界 不 存在 ,但 可 作出 相似 置信 和 界 和 相似 置 
信 区 间 . ec. 设 样 本 XX, ，… ,Xiid, ,公共 分 布 为 
a lexp(— (二 一 的 /rr dr, EER,o 0, 
460 


证 明 8 和 #4 的 UMAU 回信 区 间 都 存在 . 

22"， 样本 号 XY, iid. ,公共 分 布 为 Ld 3dr,0 € 
Ri,o > 0, 指出 种 构造 8 与 5 的 相似 惟信 区 间 与 相似 置信 和 界 的 
方法 { 设 n 宇 2, x 一 1 的 情况 见 第 58、59 题 )， 

23". 在 定理 7.2 处 理 ps 为 离散 分 布 的 方法 中 , 若 gp 不 是 计 点 
测度 ,或 了 = 了 (下 ) 不 是 取 值 于 {10,1,2…} 而 是 在 某 一 可 列 集 4= 
{a} 上 上 取 值 (和 集 4 当然 已 知 , 测 度 pg 也 已 知 ), 问 所 提出 的 处 理 方 法 
是 理 仍 可 使 用 ? 

24*:， 样本 臣服 从 指数 分 布 CCOOe* ?dplr) 8 的 数 大 于 1， 
如 何 构造 < 的 置信 区 间 和 葡 信 和 界 , 其 中 向 量 ce 关 0 已 知 . 

25. 4"， 样 本 和 有 分 布 Pr. 若 对 任 给 e>0 及 1 一 xc<1, 必 存在 
乡 的 区 间 人 估计 6X), 警 信 水 平 为 1 一 a 且 其 长 不 超过 se, 即 
Pel|lJ x) Tsse) 一 1, 对 一 切 内 | 7 表示 了 之 长 ), 则 对 不 同 的 9 ， 
Pe 和 Pe“ 几乎 "没有 公共 支撑 , 即 不 存在 这 样 的 集 4E 党, ,使 

PA > 0, PotA) >0, PRPrEP 于 AL. 
5' .此 结果 之 逆 不 成 立 , 举 一 反例 ， 

26， 考虑 模型 (6. 31) ,其 中 分 布 函数 下 连续. 证明; 借助 于 秩 
检验 ,例如 Wilcoxon 检验 ,可 作出 8 的 具有 指定 置信 水 平 的 置信 
界 和 置信 区 间 . 

27. 样本 了 基 一 RO, 旭 ,>0,[ACr),BCz)] 为 8 的 (一) 置信 
区 间 ,@. 若 B(r) 一 A4(z) 二 (a 1 一 1)z ae 上 于 z 交 0; 则 必 有 
dz 一 + a.e. 工 于 zx 记 0.8. 更 强 的 结果 也 成 立 : 如 果 EotBCXDY 一 
有 A(X) 一 Ca 1 一 1)8/2 对 一 切 >0, 则 [4(z),BCzr] 就 是 [>， 
a rz], 

28". 在 定理 7. 4 的 证 明 中 ,SC(x)Ce 这 个 条 件 用 在 何 处 ? 它 
可 否 免除 ? 举 一 个 容易 的 反 钢 . 

29， 样本 zi ,zi iid, ,nn 之 2, 抽 自 正 态 总 体 NCa,o). 作 a/e 
的 忆 一 2 相似 媳 信 区 间 的 置信 和 界 ， 
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30”. 样本 ,xiid. 一 Ng,1). 证 明 : 基 于 样本 中 位 数 疯 。 
的 (1 一 拉 区 闻 估 计 浆 士 cy Yn ,总 比 基 于 均值 的 区 间 估 计 苞 十 
uwz/ Vn 要 长 (限定 x 为 奇数 时 ). 
31，xr yz iid. ,有 截断 分 布 
(CHO hIO LEDdr 00 
其 中 正 非 负 , 定 义 于 (0,ec) ,是 (9) 一 | ceodz 人 0 当中 0. 
证 明 存 在 并 作出 了 的 UMA 置信 和 界 与 器 和信 区 间 . 


32. i soiid 一 NG- 从 D(z 一 的 ?一 恩 出 发 , 造 出 


8 的 一 个 忆 一 2} 相 似 置 信和 区间 7 CTX) ,并 计算 Es|7CX)|. 

33. 样本 x 一 RG, 四 ,0<63 和 1,J (x) 是 8 的 一 区 间 伯 计 .a. 证 
明 : 若 |x 所 173 ae. 工 于 <E(0,1), 则 了 的 置信 条 数 超 不 过 
1/2 但 可 达到 1/2. bp， 用 解 & 的 方法 证 明 下 述 一 般 结 论 : 车 | (x) 
[Se ae. 工 于 zG(0,1), 此 处 ce 700,1), 则 J 的 管 信 系数 最 大 值 
为 


1—e=2/(k 二 DG Ek), Rt) ck 
其 中 由 王 1,2,… ,此 值 可 以 达到 .ec. 与 8 的 (1 一 aYUMA 阐 信 区 间 
去 比较 其 平均 长 度 ， 

34 -样本 亏 取 值 于 了 R", 对 工 测 度 有 密度 /xz ,人 ,满足 条 件 

limf Cz,0) = fc), aeLreR’. 

证 明 : 对 任 给 的 1 一 a€ (00,1), 不 存在 8 的 一 个 (一 ;置信 区 间 
了 IOz) 其 长 度 [7Cz)yl a.s. 最 小 ( 即 : 对 慷 外 的 全 一 Q} 置 信 区 间 J ， 
部 是 Pet 所 | 下 (XO)|)==1, 一 切 站 ， 

35". 4. 证 明定 理 7.5. 办 . 设 卫 ~N(0,1), 用 定理 7.5, 以 定 出 
一 个 形 如 XX 土 c 的 (8,) 容 辕 区 间 . 证 明 : 可 找到 更 小 的 cf<c ,使 
五 土 c' 也 是 人 8, 站 容忍 区 间 . 

36， 祥 本 六,;*…, 芒 ,iid, ;公共 分 布 是 :qa. RC0,0)19>0;. 
ter>0)dz ,90>0. 求 (8;7} 容 忍 区 间 . 
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37， 用 次 序 统计 量 求 和 容忍 上 限时 ,经 常 是 和 嫌 过 大 ,和 mu 
嫌 过 小 .e. 证 明 : 若 条 件 1 一 户 实 7Y 宇 (一 B87 成立, 则 可 找到 sm 和 
C2 ely 使 POOU ys 十 届 一 Uw 宇 站 二 Yb. 考察 
一 下 这 结果 是 否 有 助 于 处 理 题 首 指出 的 那个 问题 . 

38." 设 总 体 分 布 有 严格 单 峰 的 密度 f(x)}dx, 因 而 对 8E (0， 
1) ,存在 唯一 的 最 短 区 间 [aC8),6C8)], 其 所 舍 概 六 ”fdz = A 
证 明 ; 对 任何 给 定 的 (8,7),0 之 过 1,0 之 7 了 过 1, 必 可 措 刘 基于 
iid. 样本 天 ,XXX 的 (8,7) 容 恕 区 间 [TyCRy XD) T(z， 
使 当 # 一 co 时 ,有 了 Ti 一 ea08)，7T > bt) ,a.s.. 

39 ， 设 于 为 连续 分 布下 的 iid. 样 本. 第 7.3 节 中 己 
证 明 : 若 1 一 户 实 7, 则 (8,7Y) 容 忍 上 限 存在 . 有 趣 的 是 ,这 也 是 (8， 
7) 容 妨 上 限 存在 的 必要 条 件 , 试 对 n= 二 1 的 情况 证 明 这 个 结果 . 

0.0， 令 c 二 ws， 对 am>0 ce 一 at 可 找到 了 一 da 使 


[ exp{— xi/2)dr = 乒 exp(— x /2Y)dr, 
—e 一 :一 上 加 


(当然 ,也 有 | exp— xz2/2)dz 一 | exp zz/2)dz) 证明; 对 
任 给 e 汪 0, 有 infq Ca) 六 11.8. 对 任 给 co 0,c 一 6 计 吉 ;: 令 dd, 一 
1,4, = 4d(d._ia) sn 学 1, 最 终 会 达到 < 一 do 二 内 (这 时 妃 ， 就 
无 法 定义 了 )》， 

41. Xi iid, 一 VC) 记 a = zo/ VR. 证 明 ; 若 区 
闻 估 计 JCz) (Cx 二 (XX,,…,X,)) 满足 条 件 

Tr CER oa 十 a mz ld (zr) | < 2a}] > 0, 

则 > 的 财 信 水 平 必 小 于 1 一 a; 此 处 17| 表 J 之 长 ,而 mCA) 表 有 4 的 
工 测度 . 

42' .样本 X~ Ng,1),0ERI 区间 估计 J 了 (x)=[B(x)， 
cz) 满足 条 件 :DDA4Cz) 随 z+ 严格 上 升 . @@| (x) | 所 24 二 21ons 对 
一 切 x. 人 @J 的 置信 水 平 渤 1 一 a. 证 明 :J 就 是 [x 一 wos,z 十 uwaJ. 

43， 样 本 天 一 N08,1),8E Ri, 满足 条 件 
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PA(r} OB) =1— 0ctR 
的 区 间 估 计 显然 的 例子 基 [x 一 wz ,zx 一 wo 小 其 中 0 之 < 一 
十 1 一 2. 研究 一 下 ,还 有 没有 其 他 的 可 能 ? 

44. 样本 Xp ,iid, 一 下 (zx 一 各 ,FCzr 一 息 ,FF 连续 ,已 知 . 
证 明 : 对 人 尾 给 ?>0,1 一 a 之 1, 当 充分 大 时 ,可 作出 8 的 其 长 不 超 
过 /置信 系数 不 小 于 1--e 的 区 间 估 计 ( 以 后 简称 这 种 估计 为 
《1 一 wy 估计 ). 

45. ( 续 上 题 ) 研 究 -- 下 下 已 知 但 有 跳 牙 点 的 情况 ,上 题 的 结 
论 是 否 仍 真 . 

下 题 表 明 ,同样 的 结论 对 刻度 参数 不 再 成 立 ， 

46" 六 R00 的 ,89>0. 证 明 ; 任 给 1 一 ob 
各 工 小 于 oo, 不 存在 8 的 (一 a, 有 估计 ,8. 一 经 rzrm>0)dzr 证 
明 同 一 结论 . c，~ 和 (0,9) ,8€ Ri ,o>0, 对 8 证 明 同 一 结论 ,并 用 
定理 7. $6 证明 这 个 结论 . 

47"， 举 一 个 这 样 的 例子 :对 样本 其 x 二 1 时 ,对 任何 1 一 ac>0 
有 [二 oo ,不 存在 民 一 4; 站 估计 ;而 对 二 2 时 ,对 任 给 1 一 a< 1 及 
充分 大 的 1,(1 一 a; 让 人 千 计 存在 . 

48° ,Kiss KR, iid, ~ NGO 1) T(r)=[R— wt Vn, 
ze Yn 4 证明: 任何 狭义 的 先 验 分 布 (从 都 不 能 使 jz) 成 为 
Bayes 区 间 居 计 , 其 后 验 置 信和 系数 之 1 一 a 

49， 找 一 个 这 样 的 例子 : 祥 本 XX,…,X, iid, , 任 给 1 一 a<<1,1 
记 0, 当 nn 充分 大 时 存在 8 的 (一 a, 站 区 间 舍 计 . 但 不 论 及 多 大 ,对 
8 的 任 一 估计 g ,其 均 方差 无 界 :supEs(g 一人)' 一 co， 

暂 把 满足 条 件 已" (58EJ7(X)|X) 二 1 一 a a. s, P' (zx) 的 区 闻 
估计 叫做 8 的 严格 (1 一 x) Bayes 踢 信 区 间 ,此 处 P' 是 (8, 开 ) 的 联 
会 分 布 . 

50°, eg 证明: 对 8 的 任何 严格 (1 一 ea》 Bayes 性 信 区 间 ,其 置 
信 水 平 CNeyman 意义 ?不 能 超过 1 一 a. 更 确切 地 有 
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举 一 个 {x ) 式 两 边 都 成 立 严格 不 等 号 的 恒 子 .5. 研究 ;下 ,有 否 
可能 (*) 式 全 成 立 等 号 ? 有 否 可 能 (* ) 式 中 有 一 边 为 等 导 而 另 -- 
边 为 不 等 妇 ? 

例 7.9 给 出 的 N(9,1) 参 数 的 严格 (1 一 a) Bayes 置信 区 间 比 
常见 的 Neyman 等 信和 区 闻 一 致 地 短 ,但 仍 与 后 者 一 样 有 性 质 
PP" TE) =1 一 a, 这 里 户 ' 是 C9,X) 的 联合 分 布 . 考 
察 一 般 常见 的 Bayes 管 信 区 间 , 发 现 情况 多 如 此 . 这 是 由 于 知道 8 
的 先 验 信息 而 带 来 的 改进 ,不 是 为 怪 . 这 样 启发 了 下 面 的 问题 

51.&， 上述 情况 并 非 一 般 规律 . 即使 在 先 验 密度 有 (9) 为 连续 
单 峰 且 关于 0 对称 的 情况 下 ,对 六 一 N90,1) ,8 的 最 窒 严 格 (1 一 a) 
Bayes 置信 区 间 之 长 仍 有 可 能 大 于 ze, b. 但 如 先 验 密度 是 单 峰 
的 ,就 不 可 能 对 一 切 样本 荆 * 最 短 严 格 (01 一 aJBayes 置信 区 间 之 长 
都 大 于 2wsw. 且 除 非 有 (四 寺 1,“ 这 长 度 小 于 2wws* 的 概率 大 于 0. 

52*,( 续 上 是) 但 是 ,对 正 态 以 外 的 情况 ,可 找到 这 样 的 例子 ; 
最 短 (1 一 a) Bayes 置信 区 间 之 长 ,总 不 小 于 (1 一 cy》 Neyman 置信 
区 间 之 长 ,是 “ 前 者 大 于 后 者 ”的 概率 大 于 0. 

53". 设 样本 瑟 ,，… ,XX, iid. 一 NC(9,1). 考虑 的 区 间 估 计 

Tz) = [min (OR—u/ nd), man(0, tu vn )] 
a, 证 明 .7 有 和 置信 系数 1 一 x,b. 证 明 Eo|JCX)|<2uww/ vn (利用 
第 一 章 252 题 ). 本 题 表明 : [一 woz/ Wn， 十 uso/ w 2] 并 不 具 
有 "平均 长 度 一 致 最 小 ”的 性 质 . 

54， 设 样本 已 | 种 iid, ~ 入 (8,0?),8ER!,o >0， 为 作 8 的 

区 间 佑 计 , 取 损失 
008a) ,asdl) = (8 ~— a) fo mld E [ao )， 
me >0 为 常数 , 取 (8,o) 的 先 验 分 布 如 下 ;o 有 密度 
CCA) Mexp(— A/20), CC) = 2 2A /TN /2), 
>0, 加 之 0. 而 在 给 定 o 的 条 件 下 ,81o~-N(C0,re) ,>0， 把 这 
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一 分 布 记 为 DO 加,pyT) (ty 一 0),D 是 共 二 先 验 分 布 . 回 题 : 求 此 
先 验 分 布下 的 Bayes 解 ,并 证 明 ; 适 当选 取 闫 ,在 态 一 0 加 一 Dr 一 
se 的 情况 下 ,Bayes 解 收 合 于 置信 系数 1 一 «的: 区间 估计 


[RSt | G)/ Vit, Nts | 下 /aasD]， 


S= ( DCX; 一 叉 )*) .这 区 间 估 计 就 是 在 所 选 定 的 m 之 下 ,上 
述 统 计 决 策 问 题 的 Minimax 解 . 

55°, Kir'res Riid. ~O le Tr 0 dr 0>0. 为 作 如 的 区 
间 估 计 , 引 进 损失 函数 (6,[a.8]))= (6 一 a) /8 二 mT(8E [ae 5])， 
证 明 : 对 适当 选择 的 闫 , 此 问题 的 Minimax 解 为 8 之 (1 一 和) 疾 信 
区 间 , 有 形式 D1X, 世 9<< 入 -51X,, 其 中 

Kt Ay) 一 KA ) 一 1 一 dy 上 2 CAL) 一 kon (CAs) 

Kn 和 as 分 别 是 X% 的 分 布 函 数 和 密度 隙 数 (与 上 题 及 定理 7.6 不 
同 ,此 题 求 得 的 Minimax 解 并 非 8 的 无 偏 置信 区 间 )， 

$6. 设 iT 1 独立 . 同时 作 站， 的 区 
间 信 计 [; 一 #avss 访 :十 v2j ri 二 1 8, 它们 的 联合 置信 系数 为 l 
一 a 二 (1 一 &)… (1 一 %), 阁 信 区 域 体积 为 2"uo ya…uoz， 证 明 ;在 
指定 联合 置信 系数 1 一 zx 之 下 , 唯 有 取 1 o 一 一 1 一 4 一 
YI 一 a, 才 使 置信 区 域 体积 达到 最 小 ,但 这 个 最 小 值 仍 大 于 (1 一 a) 


球 置信 域 (2 2: DY (5 一世 窟 (0)). 

57, 样本 Xi， ,Xiid, ~~RCO, 人 YY iid, ~ R (0,0,), 
全 体 独 立 , 外 0, 负 0, 要 作 (b 8) 的 区 域 估计 , 记 M, = max 
(i) MY 一 mnaxfy)、 ao 对 形 如 

{MM MM,} 
的 矩形 估计 , 解 上 题 的 问题 .5°. 决定 常数 c, 使 置信 域 {(b ,0 :cs 
M1/ 十 M,/9. 夸 2) 有 给 定 的 置信 系数 1 一 a. e*. 在 基于 CM,,M,) 
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的 管 信 区 域 类 中 , 找 一 个 具 指 定 置 信 系数 ,但 面积 - 致 地 不 大 于 
a; 石 中 所 决定 的 置信 域 的 面积 ,并 使 面积 尽 可 能 小 ,d. 可 否 断 言 ， 
你 在 问题 < 下 找到 的 置信 域 ,是 在 基于 CM, ,MM,} 的 置信 域 类 中 , 面 
积 一 致 最 小 的 ? 作出 解释 ，e. 要 在 置信 系数 1 一 a 的 限制 下 , 找 置 
信 域 3 一 SCXK XeYi 7 使 max (Fao(S)722) 达到 


最 小 . 猜 出 这 个 解 ,并 描述 一 下 证 明 的 方 要 步 又 . 
$8"， 设 总 体 分 布 为 位 置 一 刻度 参数 型 o-'f| df 为 已 
知 的 概率 密度 ,而 9€ R' 和 o>0 都 未 知 , 证明: 即使 只 取 一 个 样本 


区 , 仍 有 可 能 作出 0 的 置信 区 间 , 具 指定 的 置信 系数 1 一 xs<1( 可 考 
虚 义士 c| 芭 | , 取 c 充分 大 ). 
TT 一 8 


59*.( 续 上 题 ) 总 体 分 布 为 | 也“ ,9E Ri,o>0,F 为 已 知 


分 布 函 数 ， {a 2 1} 为 其 跳 获 点 集 ( 可 以 是 室 集 ). 记 do 一 
maxF ({a:}), 指定 置信 系数 1 一 ,证 明 : a, 若 «六 mw, 则 只 凭 一 


个 样本 也 可 以 作出 8 的 置信 和 区间, 而 a 之 a 时 则 不 行 . 当 & 一 ww 时 ， 
两 种 可 能 性 都 有 ,各 举 一 例 , .证 明 对 o 的 区 间 估 计 问 题 有 类 似 结 
果 , 不 同 之 处 在 于 :m 的 乍 义 政 为 maxPCtas) c. 若 下 有 密度 
fdzx ,而 要 求 o 的 区 疗 情 计 [ACz) ,BCz)] 的 下 端 A(z) 0( 因 > 
0) ,提出 这 个 要 求 是 有 理 的 ), 则 其 置信 系数 只 能 为 0. 

称 ( 一 串 ) 区 间 估 计 {7 二 J Jia 为 样本 量 ) 是 相 
合 的 ,如 果 J 的 置信 系数 1 一 一 1 当 nn-* oo, 且 其 长 |7,| 一 0 
in pr. Ps 对 任何 称 一 串 点 估计 位 一 名 (Z ,总 )) 一 致 相 合 ， 
车 

lim( supPs(| 久 一 9| 守 6)) 一 0, 对 任何 > 0. 

6 证明;a*. 车 8( 或 一 般 地 ,g (四 ) 有 一 致 相合 点 估计 , 则 必 
有 相合 区 间 估 计 . 着 8 有 相合 区 闻 估 计 , 出 必 有 相合 点 估计 . b.a 
中 两 命题 之 道 尼 不 真 , 举 例 说 明之 (前 一 反例 平凡 ). 

63"， 用 (7.33) 式 的 “正规 ”算法 证 明 (9,g) 的 信任 分 布 
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《7. 34)， 
看 29、 样 本 买 和 v ， 革 wii 刘 .一 及 人 07 有 057 id ~RR 
0, 由 ), 郧 20, 全 性 独 芯 ， 用 信任 推断 法 作 0 — 0 的 信任 区 间 . 


第 八 章 


1*、 对 线性 异型 (8. 5), 若 中 不 为 列 满 秩 , 则 在 2 的 一 切 LSE 
中 ,以 六 二 S'X'Y 的 长 1 户 i 达 到 最 小 . 

2*. 设 在 模型 (8. 5) 中 ,误差 ea ，… ,es iid. ,其 公共 分 布 扩 关于 
0 对称. a. 让 明 ; 任 一 可 佑 函数 c'8 的 LSE c 六 为 "中 位 无 偏 ”, 即 


位 无 偏 线 -- 佑 计 类 {a'Y} 中 , 存 存 着 蛙 均 铁 对 偏差 最 小 者 ,即使 
Ela¥ 一 dB8| 最 小 ,此 估计 不 必 是 LSE. ce， 当 F 末 知 { 但 有 一 阶 
托 ) 时 ,这 种 线性 估计 不 存在 . 

3"， 证明 8 可 佑 的 四 条 件 等 价 : 中 存在 8 的 线 忻 无 彤 估 
计 . 加 存在 e8 的 无 偏 估计 (不 必 线 性 ), @e'8 由 ECOY)( 指 8.5) 中 
的 了) 唯一 决定 . ce' 有 与 LSE P 的 选择 无 关 ， 

4". ( 线 上 题 ,约束 情况 ) 模 型 (8.5) 加 约 东 瑟 8 二 0.“e'8 在 此 
约束 下 可 估 ” 的 以 下 四 条 件 等 价 ; 中 存在 线性 估计 a'Y ,使 Eta'Y) 
二 cf 当 可 B 二 0. 转 存 在 估计 &(7) ,使 ECg(Y))=c'8 当 HB=0. 
国 存 在 e.5 使 < 一 和 aa 十 所 六 OD 在 约束 HA 二 0 之 下 ;eB 由 ECY) 
唯 -决定 .@@= 有 与 上 的 选择 无 关 , 中 要 户 是 (8. 42) 的 解 . 

5 举例 说 明 : 当 在 定理 8.3 中 去 掉 正 态 假定 后 , “cP 为 
MYVYUE? 这 个 结论 可 以 也 可 以 不 成 立 , 要 看 对 误差 的 具体 假定 如 
何 . 


BC 
6"， 两 个 有 用 的 矩阵 公式 . a. 设 分 块 矩阵 A 一 | mr | 对 称 正 


BCG, 
CD 


定 , 其 中 如, 为 方 隆 , 则 41 一 | | ,关中 二 = 一 
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CD CV,D = DCB OC =— BCD ~ — BCD.. 
上 8. 设 4 为 对 称 正定 方 阵 ,a 为 列 癌 量 ; 则 (4 十 aa' 一 4 一 
CATatad D/O + a ATia), 

7°. 设 在 秤 物 设计 例 8. 4 中 ,误差 满足 GM 条 件 , 旦 各 物 重 及 
皆 可 佑 . 证明:a.* 若 只 秤 次 , 则 不 论 如 何 设 计 { 但 要 使 错 可 
全 ), 记 的 LSE 的 方差 不 能 小 于 a/n( 利 用 上 题 a). 8. " 若 有 mm 
个 物件 秤 n 次 ,设计 要 满足 何 种 条 件 , 才 能 使 VartB) 一 a/n 对 i 
二 lon? 对 = 一 8 作出 这 种 设计 ,并 由 此 悟 出 对 * 一 2” 的 情况 作 
出 此 种 设计 的 方法 .ec. "= 为 奇数 时 这 种 设计 不 存在 . 9. n>>2 不 
为 4 的 倍数 时 不 存在 . 

8°. 证 明 在 例 8.2 中 ,对 为 使 >， (zl 一 5) 最 大 ,zz; 应 到 配置 
的 结论 . 

9 a. 证 明 : 若 瑟 各 行为 天 mi 毕 可 值 , 则 在 GM 
条 件 下 有 COV( 瑟 的 一 DSS- 再 ,与 3 的 选择 无 关 . 五 若 可 个 函 
数 c8 中 ec 夭 0, 网 其 LSEc' 8 不 能 为 0.c. 在 题 e 的 情况 , 若 rk( 互 ) 
二 m, 则 HB 各 分 量 线 性 无 关 , 即 不 存在 非 06 向 量 c 使 c' Hf 一 0,a. 


Se 


10°. 在 带 常数 项 的 线性 模型 也 一 a 十 zi Be 中心 8 
的 可 佑 性 只 取决 于 中 心 化 矩阵 《x1 一 二 |-…1z, 一 去 》， 

11，a. 证 时 :线性 空间 1X8; 五 8=0)} 的 维 数 是 Tk{ 芝 py) 一 
rK (五 ) ， 从 这 一 公式 ,推出 “8 一 0 对 XB 毫 无 约束 ”的 充 要 条 件 . 
38， 利用 a, 找 出 “适度 的 ( 芭 不 过 紧 又 不 过 松 的 ) 约 束 五 8 一 0 所 应 
满足 的 充 要 条 件 . 

12”， 设 为 模型 (8.5)( 基 中。 满足 GM 条 件 ) 这 下 ,8 的 
LSE ,4 为 已 知 的 正定 阵 . 问 : 记 4 有 在 什么 条 件 下 是 8 48 的 无 仿 
估计 ? 当 此 条 件 不 满足 时 ,修正 PAPB 以 得 到 一 个 无 偏 估计 ， 

13*. 在 模型 (8. 5) 下 , 设 c'8 可 舍 ,;c 关 0. 问 在 c8 的 一 切线 性 
无 偏 估计 中 ,最 多 能 有 多 少 个 线性 无 关 的 (个 线性 人 犀 计 a'lY ,1<si 
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< , 称 为 线性 无 关 , 若 qa1，… ,as 为 线性 无 关 )? 
14. 设 了 与 参数 的 “正确 ”关系 是 线性 模型 


Be 2 
Y= XP+e= (XolXo,) [a |+ +e= >) XopBo 十 e 
[Le] 1 


其 中 e 满足 GM 条 件 . 由 于 简化 的 考虑 或 失误 ,我们 采用 了 模型 了 
一 和 Bo 十 e, 并 在 这 模型 下 求 得 了 Bi 的 LSE 六 问 : 当 XX 湾 
足 什么 条 件 时 ,Boy 仍 是 Bo 的 无 偏 估计 ? 解释 其 条 件 的 意义 ， 

15. ( 续 上 题 )a. 证 明道 矩阵 公式 


We | An! 十 44 Ani'AsB ! 
人 4 全: BiAnAnm 号 
A 41 _1 
这 里 假定 4 对 称 正定 ， 41 为 方 阵 ， B= A»— A» An Alz. 
Az 


b. 利用 证 明 ; : 若 在 上 题 中 以 户 ， 记 在 正确 ?模型 下 Bo 的 LSE, 
则 COV CBo) 寺 COV (B00) ,等 号 当 且 仅 当 站 和 sy 苹 q) 一 0 时 成 立 . c. 
车 以 w 记 在 模型 XB 之 下 0 的 RSS 合计 ( 即 53== YY 一 a ， 
EA 上 /a 一 m2) ,ri 二 rk CXoy)); 则 除非 Bw 一 0,0: 不 是 的 无 偏 
估计 . 

16.a. 证明: 若 eye … 满 足 GM 条 件 ,a,az,… 为 常数 ， 


Dar < co 而 不 为 0, 则 当 #2 -> co 时 必 , 三 Dae 依 概率 收敛 于 某 


随机 变量 $, 且 PCE 闫 0) 之 0. b. 利用 < 证 明 ， 设 线 性 模型 Y, 二 x,8 
十 e;， 1 雪上 为 一 维 ,el,e;，** 满足 GM 条 件 , 则 当 Si’! = 
(Dz9] No 即 六 rz Noo 时 ,8 的 LSE 良 一 SrYYay 不 是 
8 的 弱 相 合 估计 ， 

17". ( 续 上 题 ) 把 上 题 的 结果 推广 到 一 般 维 数 的 线性 模型 . 这 
要 复杂 很 多 ,但 基本 思想 仍 是 应 用 上 题 a( 略 作 推 广 ), 见 本 题 a)， 
以 下 将 其 化 为 几 个 较 容易 的 小 题 ， 三. 设 el ez 满足 GM 条 件 ， 


{hs ln ,这 某 po } 为 常数 阵列 ,满足 条 件 
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让 


n 由 
lim Dh = cE (O000), DR DL n> 
no 1 i=1 


则 1 > ee 送 1 中 可 抽出 子 序列 依 概 率 收 伍 于 一 非 0r.v. &b. 
设 有 一 时 思维 向 量 (p 沁 Ds = 1) 记 人 = 
(zi ip) 天。 一 = Vz, H. = nr 正定 , 定义 及 
= x 一 天 HT, ,1 i 区 基 z (以 使 五 ,六 0), 则 {} 满 


足 a 中 第 二 条 件 , 而 [ Da 是 S; = {Da ] “的 (1,1) 元. 
c， 线性 模型 Y 一 zB 二 esi 二 1，* - ,假定 3- 1 存在 对 ”六 某 mn， 
则 8 的 第 一 分 量 忆 的 LSE 局 .一 DD 4d. 证 明 , 若 


,ez 满足 GM 条 件 而 启 。 为 忘 的 弱 相 合 估计 , 则 3 的 (1,1) 元 
5 11) 0 当 n 一 oo.e. 把 上 述 结果 推广 到 c 8:c' 有 ,如 弱 相 合 ， 
We'Si'c — 0. 

18. 举例 说 明 ; 在 e1,es，… 满 足 GM 条 件 的 情况 下 , 当 LSE 不 
为 弱 相 全 时 , 仍 可 能 (不 是 一 定 ) 存 在 其 他 的 线性 能 相合 居 计 . 

19. 带 常数 的 线性 回归 半 二 a 十 zh8 十 e111 过 nn, 为 一 维 ， 
e1ve2，"" 满 足 GM 条 件 .证 明 : a". 若 8 的 LSE 记 能 相合 , 则 = 的 
LSE a 亦 然 , 5. 举 反例 证 明 a 之 道 不 真 . 

20. 按 中 心 极限 理论 (Loeve,《Probability Theory》,1960 年 ， 
pp, 317) 可 推出 以 下 结果 ;车 eyes iid, {awy 1 所 inn,n 闻 1) 为 常 


数 阵列 ,满足 lim max |as| 一 0, 则 Dane -= 0 in pr. 的 一 个 必要 


条 件 是 六 Pdlal 闻 [es 一 0 当天 -> ceo。 利用 这 个 结果 证 明 ， 
当 不 假定 误差 的 二 阶 矩 有 限时 ,条 件 571-> 0 不 能 保证 及 弱 相 合 . 
更 确切 一 些 , 对 任 给 < > 0 误差 有 2 一 e 阶 有 限 算 ?和 条 件 S71 -> 
0 不 足以 保证 访 弱 相 合 . 
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21”. 按 所 提示 的 梗概 ,完成 定理 8. 5 的 证 明 . 

22. 就 例 8. 6, 证 明 该 例 中 所 用 的 决定 检验 统计 量 的 方法 ,与 
似 然 比方 法 得 出 同一 结果 ， 

23". 分 别 用 概率 方法 和 矩阵 计算 黄种 方法 ,证 明 (8.59) 式 . 

24". 设 模型 (8. 5) 中 ,误差 e 满足 GM 条 件 . 证 明 ; 对 任何 a 
<E FE),a7 必 是 某 可 估计 函数 c8 的 LSE 

25°. 设 模型 (8. 5) 中 误差 ej ,se iid, 一 NN(0,o?) ,给 定 d 个 
线性 无 关 的 可 佑 函数 18,1 一 1,…,d, (8. 56) 式 作 其 同时 区 间 信 


计 下 十 NaF pos(S 2,1 坟 i 所 qd. 证 明 : 其 联合 管 
信和 系数 比 1 一 a 要 大 . 
26". ( 续 上 上 题 ) 上 题 的 联合 区 间 舍 计 可 加 以 调 站 , 即 把 


Nd Fe oa) 改 为 某 常 数 c, 以 使 其 联合 置信 系数 怡 为 1 一 a. 

27. 设 (8.5) 中 误差 ey: ,eiid. 一 NO) 用 ,1 ?世上 ， 
是 个 线性 无 闫 的 可 佑 函数, 则 H2CE 二 (h]…|hi)') 的 置信 椭 
球 


(a: (HP — ay CHS 五) 和 一 aa) 所， pla)} 
有 确切 的 置信 系数 1 一 a, 可 以 作出 具有 一 准确 置信 系数 1 一 a, 有 是 
有 指定 形状 ( 球 , 立 方 体 之 类 ) 的 置信 区 域 ,方法 如 下 : 找 集 A, 使 
PEE A)=1 一 &, 这 里 一 日 (8B 一 By)/s,€ 的 分 布 不 依 荫 8 和 亚 , 然 
后 由 {a; CHB 一 a)/sE€ A} 所 定义 的 区 域 就 是 吾 B 的 具 确 切 置信 系 
数 1 一 a 的 置信 域 . 若 取 4 为 立方 体 , 则 此 里 信 域 为 立方 体 , 等 等 . 
证 明 : 这 样 定 出 的 置信 域 ,其 体积 全 超过 上 述 椭 球 ,除非 该 置信 域 
就 是 上 述 往 球 . 

28°, a. 有 上 并 个 事件 4 ds 证 明 PN A) 之 Pd 
一 夺 一 1). 如 &2 旧 存在 ;和 7 使 PC4i4D<1, 则 成 立 严 格 不 
等 号 . 5, 用 这 个 结果 ,证 明 (8. 61) 的 联合 置信 系数 天 于 1 一 a 


29.' 设 在 模型 (8. 5) 中, 误 关 eyeviid. ;一 NC(0,o?)， 要 对 
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一 切 xER* 作 YY 值 的 预测 证明: 不 论 预 测 区 间 ACY ,rzo 扫 yn 
委 B(7 ,zo) 如 何 定 ,其 联合 置信 系数 (对 一 切 的 roE RR") 总 是 0. 

30*， 假 定 模型 (8. 5) 的 误差 6 满足 GM 条 件 , 在 个 试验 点 
zi。 sx, 处 作 预 测 , 设 8 为 p 维 而 习 为 列 满 秩 , 则 个 预测 方差 
之 和 为 (n 十 po 

31， 设 有 线性 横 型 一 z 8 二 elsiSarel ye 满足 GM 
条 件 ， 从 其 中 删除 Cx,Y,) ,用 剩 下 的 ”一 1 组 祥 本 作 8 的 LSE, 记 
为 Bo ;然后 用 此 秆 作 在 Tr 点 Y 值 的 预测 x Bo. 对 每 个 :一 1 9 
于 都 这 样 做 ,得 到 = 个 偏差 Y.—x Be ;1 专 i<en ;证明 其 平方 和 

2 《YY 一 zi Po ): 一 > | 2 可 

其 中 是 卫 5 TX 的 Qi, 由 元 ,6; 是 在 (zy) 点 的 残 差 了 一 zi' 记 ， 户 
是 用 全部 xn 个 样本 所 作出 的 8 的 LSE. 

32.〈 续 上 题 ) 证 明 ; 若 以 号 , 记 删 去 (zx;, 了 ;) 后 所 得 模型 作出 的 
误差 方差 估计 , 则 有 


入 一 和 二 
o V1 — hs; 

”33.a. 考虑 线性 模型 YY 一 XB8-He,FEe 一 0,COV (e)==0:G,G>0 
已 知 . 证 明 : 为 了 任 一 可 估 函 数 c8 的 LSE a'Y 与 其 BLUE 5b'Y 重 
合 , 充 要 条 件 是 

cez 二 0, 对 任何 c € gCX}), dd | p(X). 

8， 另 一 个 充 要 条 件 是 :gaE yl 二 GqdE p(X). ec 根据 上 述 结果 ， 
对 给 定 蕊 , 找 出 一 些 G, 具 有 所 述 的 性 质 ， 


34” 对 第 8. 3 节 中 两 因素 全 面试 验 的 例子 a. 证 明 约 束 》 ai 


此 处 于 是 在 原 模 型 下 对 误差 方差 的 估计, 而 ~* = 


二 0, 275, 一 0) 满足 第 11 题 中 所 说 的 “适度 约束 ”的 充 要 条 件 , 六 
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利用 a, 推 出 该 例 中 各 平方 和 表达 式 SS, .SS, 和 SS,， 
35。 正 交 设 计 , a， 设 按 课文 中 描述 的 方法 对 有 个 因素 分 别 
有 吉 ,*…m 个 水 平 的 因子 试验 进行 正 交 表 设 计 ( 假 定 有 这 种 正 交 


表 存 在 ), 则 得 到 个 形 如 Y, = 》 5 xa 十 e 的 方程 ,此 处 w ， 


,0m 是 因素 i 各 水 平 的 效应 ,zj = 1, 其 他 zz 为 0, 车 在 第 :次 试 
验 中 ,因素 i 出 现 元 水 平 , 1 所 i<&k. 证 明 ; 此 设计 的 人 第 阵 , 经 过 中 心 
化 后 ,对 各 群 {a sm} an,…, aw} 确 是 正 交 的 . 5， 若 一 
正 交 表 的 某 列 的 最 大 元 为 a, 则 称 a 一 1 为 该 列 的 自由 度 ( 此 名 称 
来 由 是 ;该 列 可 安排 一 个 a 水平 因素 ,共有 a 个 效应 ,但 受到 约 车 
“各 效应 和 为 0”, 故 只 有 a 一 1 个 自由 度 , 即 a 个 效应 中 只 有 a-1 
个 可 以 自由 变化 ) 证 明 , 一 正 交 表 各 列 自 由 度 之 和 太一 1,n 为 
该 正 交 表 的 行 数 . 

36". 证 明 : a. 分 解 式 (8, 70) 成 立 5 对 任何 样本 Y) 也 是 设计 
的 正 交 性 的 必要 条 件 . 8 在 协 方差 分 析 模 型 (8. 74) 中 , 若 6 可 
估 , 则 及 :PXs 必 为 满 牧 ,用 代数 方法 证 明之 此 处 基 二 了 一 X,S,- 
Ri'. 
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1， 以 A 记 支 撑 ,4 闭 易 证 . 记 A, 二 {x :er 4)<ej， 
dr,A) 为 点 xz 到 和 有 4 的 距离 .为 证 (A) 二 1; 只 须 证 PCA.) 一 1 或 
P(A) 一 0 对 任何 et 令 Ba 起 介 SysSa 为 球 z 有 :所 MM 只 
须 证 PLBew) 一 0. 为 此 注意 8B.w 闭 , 且 其 中 每 点 六 都 有 一 邻 域 V。 
司 PeV,} 一 0， 用 有 限 复 盖 定理 ， 

2, 以 及 记 记 的 支撑 ,B= 二 {x :xEAf(zT)>0), 则 P 的 支撑 
为 C={z: xEB,pCV, 门 B) 半 0} (这 不 是 按 原始 定义 , 按 原 始 定 
交情 况 很 复杂 :有 些 使 f(x) 一 0 的 z 也 可 以 展 王 支撑 ). 

3. 在 一 维 情况 ,仿照 实 函 数论 中 Cantor 函数 定义 那 种 方式 处 
理 . 多 维 用 好 人 销 法 :把 集 4 投影 到 平面 一 0 上 得 (4 一 1) 维 闭 集 
B， 作 一 他 一 1) 维 分 布 启 , 以 B 为 支撑 (归纳 假设 ). 对 B 中 任 一 点 
2 一 (ayeait il 证 4 一 feelat iccEd 作 一 个 一 维 分 
布 不 以 A 为 支撑 . 往 证 : (其 大 一 站 大厦) 
一 构成 的 ， (Xe 的 分 布 FF, 恰 有 支撑 A. 

4. Po 站 = 四 一 1/2; 久 在 (0,1) 一 10) 上 有 密度 1/2,0<<9<1. 

5， 定义 多 一 { 闭 区 间 了 :了 不 为 一 点 ,PCD=0},J= ,1 
车 aEJ7 照 现 意义 a 非 支 撑 点 , 若 aEJ, 则 按 8 之 定义 对 任何 
s2>0 有 三 ([a 士 se) 天 0 而 a 为 支撑 点 ， 故 支撑 ( 现 意 六) 为 和. 
往 证 J 为 Borel 集 . 设 aEJ,iDa=sup{b! b>a,P(l[a,5])=0}， 
ao 二 inf{5 1 5<a;Pt[5,a])) 一 0} 定义 开 = 二 《aoyat) 加 进 点 ay 如 
ao 祈 一 喇 且 Piliao})=0, 否则 不 加 . 加 进 点 ls 车 ai<co 且 
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PCtai 一 0 否则 不 加 ， 易 见 .7 一 可 列 个 两 两 无 公共 点 的 天 之 并 
且 疡 (7 一 0. 

6. & 一 1 于 显然 ;用 归纳 法 , 设 有 一 1 维 对 . 给 也 & 维 分 布 
下 (root 记 媳 一 Try 下 (rzicy 一 切 垂 直 于 
某 坐 标 轴 昌 概率 大 于 0 的 仅 一 1) 维 平面 有 可 列 个 , 记 为 1, J， 
…} 记 J 一 R' 一 UJi,J 内 每 点 都 是 严 的 连续 点 , 故 若 xEJN4， 
风 必 存在 &>0, 使 Slen)={y : yER' ,yx 之 s} 忆 4. 这 样 ， 
有 

要 = Uzenad (er) 二 Ud 站 AA， 

前 一 项 为 开 集 ,而 按 归 纳 假设 ,J 门 4 为 Borel. 

7，2*. 充 要 条 件 为 ;存在 2, 使 f 一 g 在 (一 oa 和 (ayeo) 内 都 
是 a.e.A 不 变 号 . 

高 维 情况 与 此 相似 ,但 表述 极为 复杂 . 以 二 维 为 例 , 充 要 条 件 
是 以 下 三 组 条 件 满足 其 一 : 

1" ,存在 (al,as) 蕊 R’:,Ri: 分 成 5 个 集合 :4 一 (z<aiyy<as}， 
人 4 一 (了 一 Gy 一 Cl As = {r=ary Ta},Ad = {ra y=a)} ,As 
一 {17eUi>eaa) ,使 全 7 一 5 在 4 和 4 分 别 a.eu 不 变 号 
且 号 反 . 加 车 p40)>056 在 A1UAsU AsU A 必须 a.e. 4 同 号 ， 
辐 若 p04s) =0; 则 天 必须 在 Asa, @. 大 不 恋 号 ,在 Aua.e. 天 不 变 号 . 

2 .存在 4ERI',R: 分 成 三 个 集合 :4 一 {z<a), 4 一 (z 一 a)， 
4 一 人 za 开 在 每 个 4 上 a.e, 关 不 恋 号 ,一 1,2,3,4, 4 上 
反 号 . 

3 .存在 aeER',R: 分 成 三 个 集合 :41 一 {y<a} ,A; 一 {y 二 a}， 
4 一 13>a) 天 在 每 个 4 上 a,e.p 不 变 号 ,i 二 1,2,3,A1,A3 上 
反 号 . 

试 仔细 论证 这 个 结果 ,充分 性 容易 ,必要 性 : 取 {z 一 (an 可)， 
7 2 直 使 | 忆 (z 一 CCzo)| 一 天 CC)， 不 妨 设 aa 总 一 5 或 者 
a 汉 都 有 限 , 或 者 一 个 为 wc, 另 一 个 有 限 ， 这 时 相应 地 1 一 3 中 某 
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一 条 成 六 ， 
3". 用 (ff 一 /+1 帮 f 证 


ju 一 AD du 0. 


[= #27 dr= [0 f+ dx 


因 |(f 一 /24x=0] 证 


jc —/) du 0. 


反例 ; 记 f=1 于 [0,1) 而 


gu 一品 -去 xz 到 二 


17ndr = dr. 


今 


_ 1 
hs 一 n 十 jf + gm) ,1 


i 


把 {hi} 排 成 一 到 | {起 ?站 sz hoa } 并重 记 为 {让 1 ) 


站 . 先 证 明 


KC(F,sF) 一 max| |FCX,— 0) 一 到 |， 


a. 
IF(CX,) 一 ll 


|. 


式 中 心 是 满足 条 件 { 马 二 各， 委 JS 的 了 的 个 数 ( 称 < 一 (alyas) 
< 过 坊 一 (车 四 二 (和 妥 )J0e<( 近 ) 机 .jd 是 满足 条 件 (CX; 


1 人 jn) 的 的 个 数 ， 如 是 问题 归结 


为 证 明 F(z) 及 F(x 一 


0)Borel 可 测 . 前 者 见 6 题 ,后 者 易 由 前 者 推出 (F(z 一 0) 二 limFF 


Crin) d= 1)). 


8. 必 有 a 和 关 5-> 了 (a) 了 T 了 0B)， 因 若 不 然 ; 则 不 存在 AE€© 侈 ,和合 


TAA) 一 {a}. 因此 工 在 R! 上 严格 单调 . 


任 取 az 天 5 记 三 Ce) 一 
人 77 


ci) 一 gd 则 1CEc (或 了 -Le ce 一 [ea 区， 


9、 先 证 ;多 中 任 一 集 有 形式 {(zi…yz0 : 2) x:| € B),B 
E 匠 \, 然后 可 证 TCLX) = 2 lz 满足 所 要 条 件 ， 

10，(1)° 显然 ,为 证 (2)°, 任 取 一 闭 球 Stg,a) 一 {hh:1hEF， 
IC00) 一 g 00) | 所 8 对 一 切 8€€ 昌 }. 易 见 {x :XE friES(g, 
5)}={x : 和. [fC2)~— gr) | 所 esf 王 1240); 此 村 {7) 为 [2 
中 之 一 处 处 稠密 可 列 集 . 后 一 集 等 于 门 {z :xE%,| f(x) 一 g 
(ri) | 过 e} 因 而 属于 客 ;。 最 后 证 明 : 包 含 一 切 上 述 闭 球 的 最 小 o 域 
即 为 多 ,-. 

11， 对 | 和 | 显然 ,对 X?, 先 证 对 [0,02) 中 任何 Borel 集 4, 集 
{x ze 4 ES 有 这 禅 就 可 证 明 对 任何 对 称 介 BE 多 ,, 必 存在 C 
七 才 , 俩 B={x!: x?EC}. 


12. PO a) = Con— 1)1 ) | seacmA， 反复 用 分 部 


积分 并 证 明 lim (2"T"rti(n 十 ry ! ezrdz 一 
Fe 0 


13. 观察 如 ,ae 和 开 。s 的 密度 公式 即 可 看 出 . 
14. 前 半 显 然 , 后 半 利 用 23 题 最 后 一 个 结论 记得 到 


2 2 
Pi nn} 一 > Xa 
| Va Ye 


von 
Knut D+1 fii | 
< 工 了 
272 十 2 

此 处 msa<a 二 1 因为 人 E/N (00,1), 且 nfa>1， 

15. wa. XX 二 米 十 2 之 XX 二 戏 , 十 类 十 2, 三 者 独立 之 双 十 21， 
二 者 独立 , 且 Z' 二 必 。 十 2 非 负 . 5. 若 a>a 而 aE 4, 则 应 有 
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< 中 | 


PP 


PCE)EP(E<A 对 一 切 t 之 0. 但 各 ,之 密度 上 CCz) 党 const， 
e azw2 而 衬 之 密度 gz)sconst ez 1 因 a 这 当世 0 
充分 小 时 有 ze(z), 故 上 述 和 概率 不 等 式 当 经 0 充分 小 时 不 
对 .ec, 7 一 1 和 4 困 术 一 梯 -十 (和 十 的 2 如 取 一 种 ae 六 
一 难 十 2 右边 两 项 独立 ,以 六 六 ,gs 分别 记 半 ( 即 对 和 2 
的 特征 画 数 , 则 /一 Ag 国 太 处 处 不 为 0, 故 柬 一 太太 令 n 一 
co 大 收 伍 于 关 : 的 特征 函数 方 , 它 处 处 不 为 0 和 的 特征 函数 为 
(1 一 2 人 ,这 二 一]),， 故 由 特征 精 数 性 质 知 g,-> 了 f/f 为 特征 函 
数 , 因 而 Z, 依 分 布 收 傅 于 Z,Z 宇 0( 因 2Z, 字 0) 且 有 特征 函数 f/f. 
蔷 一 家 * 十 Z( 此 题 Sup4 等 于 多 少 还 未 弄 清 楚 ). 

16. 前 半 平 凡 ， 后 半 注 意 到 当 * 六 172 时 ,等 式 左边 的 概率 为 
了 PC( 避 | 十 和 … 十 其 和 六 门 (rr 一 172 时 还 需 注 意 己 (成 一 和 
对 某 i 关门 二 0). 

17. (1)* 因 4 4 一 0, 有 0= (0447 一 44, 即 41,As 可 交 
撞 , 帮 存在 正 交 阵 P 使 PA,P'=diag Gy ,Nh) ,PAsP' 一 diagfin， 
yp) 由 AA 二 0 知 pr 中 至 少 有 一 个 为 0, 对 每 个 2 二 1,…,n 
因 7: 一定 (P4;P' 人 ,一 1,2, 其 中 误 一 PX 各 分 量 独立 , 故 得 证 ， 
(2)* 充分 性 证 法 与 (1》* 相似 ,必要 性 归结 为 证 明 ; 若 与 

E 一 ex?, Ci > O07 CO DaXmen, 

则 当 $,3 独 立时， 必 有 一 “ds 一 0 此 事 可 用 特征 函数 证 之 . 


一 简 法 如 下 : 记 $ = Pax, 若 押 ,do。 不 全 为 0, 则 5,w 相关 系 
数 已 > 由 此 及 化 ， 办 服从 二 维 正 态 , 易 证 对 任何 固定 的 M, 有 有 
Tim P(6)>MI9Y 一 N)=1. 因 c>0, 存 在 充分 大 的 mr; 使 meE>> 吕 . 
由 此 可 知 P(E>M/m|y= N22PCU>MI7 二 N) 一 ] 当 No0, 
男 一 方面 ,车 ,7 独立, 则 POM/m|7= 和 NN) 一 P(E>M/m)<<1 
且 与 N 无 关 , 得 出 矛 持 . 
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18. 《17 
DX ~ > >{ > = De 一 a}= 


人 ya fn = = afn (afn)’ 一 ( Da/n)’ }， 


了 
Da ~ {De 
T 一 】 i=1] te] 


di 二 :a=1. 
《3)* 先 证 若 2 Xs 一 邓 , 则 必 有 0a: 护 1. 首先 任何 a 不 


能 一 0， 雪 则 PC2 ex < 0) >0 ;但 POE<<0) 一 0. 到 a 之 0, 有 P 
(aXi>D)<P(E>D 对 任何 12>0. 但 车 a:>1, 则 考察 二 者 之 概率 
密度 在 附近 之 值 , 知 上 式 当 上 充分 大 时 不 对 ,大 a 所 1， 由 0&a 


<1 及 辣 o 一 af (都 等 于 虽 , 知 w 必 只 取 0,1 为 值 


19. (1)"* 作 正 交 变换 Y= VY nn 叉 , Y; 一 2 CuXs,2 Ee 
把 六 ，…, 太 ,) 表 为 gtY1 "rsY,); 证 明 加 不 依赖 ll, 2)” 了 三 


(CR sn KR) /SS=AR/S XA/S) 3 = DK! 定 $:=a, 
1 


CN,…,X,) 之 条 件 分 布 为 球面 > ;地 一 全 上 之 均 名 分 布 , 故 (在 给 


定 S 一 好 条 件 下 )7 之 条 件 分 布 为 A(Z1,-…,2,) 之 分 布 ,其 中 (21， 
…Z.) 为 单位 球面 上 上 之 均匀 分 布 ,此 与 a 无 关 . 
20， 对 万 ，… 蕊 作 正 交 变换 , 正 交 阵 第 一 行 与 (a7?, ,6 7) 
成 比例 . 
21. 以 户 记 总 之 密度 . 算 logCf_1(x)/f,(z) 之 导数 , 知 
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CT) 在 0x 所 1 严 降 而 在 之 1 严 增 ,又 f_100) 之 
矿 (0)5( 此 要 用 到 Gamma 函数 的 若干 知识 ). 由 以 上 事实 易 见 存在 
a 祈 0 使 Cr Ora (Bra. 
Cf-1《0D) 之 Jf.(0) 0n 庆 2) 的 验证 ;分 # 为 奇偶 进行 .例如 (0) 过 
/a41《0) 归 结 为 (2n1)*: V2n 二 177247 过 2" G41)?(n 一 1)1， 把 左右 
两 边 分 别 记 为 ae 和 如 易 算 出 ce < 再 验证 4 1/as 庆 B41/5,， 
即 pf/asi 芝 /as， 由 于 /as*1( 因 a,5, 都 收 畜 于 N00,1) 的 
1 一 a 分 位 点 ), 知 比值 /a 必须 保持 大 于 1，f-100) 之 fa(0) 类 
似 证 明 ) 

22. (1)” 对 已， 和 作 正 交 变 换 , 正 交 阵 前 两 行为 (n-'， 
Yn 一 1)，(2)? 证 明 ; 在 
保持 六 二 a<b 二 芝 ( 的 条 件 下 使 S 达到 最 小 的 ( 久 ,,… ,处 ,) 的 配置 
为 ;有 ?一 1 十 1 为 5 一 1 个 为 n(i 一 1) a 一 (x 一 2 十 1 Gi 一 1)™ 
5b. 证 法 是 验 明 车 CX ,-… ,及 ,) 不 是 这 样 配置 , 则 可 在 维持 卫 =a 和 
Xn 一 的 条 件 下 ,调整 天),…, 久 ; 以 降低 S，、(3)° 由 (2) 取 i 二 n 
一 1 知 , 当 二 Ya 一 1 CX, 一 及 )/S 之 xt 满 足 题 中 条 件 的 z) 时 , 必 有 
关 福 六-w 因 了 阐 站 / 二 卫 wwyp， 又 以 慨 率 1 和 .五 不 相同 , 故 所 


述 概 率 一 SPV — {NX,— R/S rx) =naPtyn— 1X,— 


及 1S 之 zx), 再 用 (1)" (4)" 在 (3)* 中 换 为 mw 十 2, 并 取 X= (2(n 十 
Dat 2 Dnt2 2 nT nt D2. 

23， 前 三 个 不 等 式 :第 一 个 先 证 当 站 ~ 入 (0,1);% 半 全 宇 0 
时 ,有 了 CCXT6)?>zx) 汪 POX 二 而 守 Xx) 对 一 切 xz 半 0, 然 后 用 和 
的 分 布 公式 . 第 二 个 用 第 一 个 及 商 的 分 布 公式 ,第 三 个 的 证 法 类 
似 第 二 个 . 最 后 一 个 ,计算 从 的 密度 疡 (zz) 与 闪 的 密度 六 (x) 的 
比 产 一 户 / 矿 .证明 存在 mm 俩 上 zy<1 当 0<r<zo 丰 (zl 省 工 
> Xo. 

24. 以 廊 . 记 Royas 的 密 庶 ,dd (og (fwy Cr)/fm(z)) /dz 在 
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0<z<eo 内 只 在 一 个 点 为 0 因此 ,方程 六 sz 一 六 zy? 在 (0， 
co) 内 至 多 只 有 两 个 不 同 的 根 . 它 必 须 有 两 个 不 局 的 根 ， 因 若 只 
有 一 个 根 A 一 0( 则 国 N 主 nn) 若 ,有 fw 
Ce) >(<) f(z) 当 zx< 之 (>)q, 这 将 导 至 P(Y/aw<C)>>P(X /a 
过 局 ) 对 一 切 C>0, 与 二 者 在 C= 二 1 处 相等 矛盾 , 故 有 0 之 zj 之 zx; 之 
“使 

fn) > fa《T) 当世 工 之 Xo 他 姓 为 所 ， (2) 
由 庆 (Y/ay<D)=1 一 a 二 P(X/a 之 ,知之 c 之 xs， 此 与 (2) 式 
结合 ,并 注意 到 | f(z)dz 一 | fww(x)dz 一 1, 即 得 所 要 结论 : 

2S. a. 平 几 ,只 须 注意 到 
ap 二 入 C0), 丽 妨 一 十 小 十 六 3 

其 中 天 … Xiid.， 一 六 (0 1) 再 注意 到 三 十 …… 十 三 09a.s， 
即 可 . b, 分 两 种 情况 ; 先 设 * 委 172 ,可 证 更 强 的 不 等 式 wo 十 p(ws) 


之 warz， 此 因 af2 一 paz > ue) Cnn 一 We), 玫 具 须 证 0 计 
29 4) ,或 298 (2) 一 | gde 0. 此 式 在 zx 二 0 成 立 . 令 h(z) 


- | pea 一 29(z), 有 有 (0) 之 05hCo0) 二 0; 而 入 Cz) <0 当 


zx>0( 此 因 记 (zr)= 一 pg(z) 十 479 07) 一 一 pz) (1 一 47g(z)) ,而 
suUPZP(z) 一 红 1)<174) : 因 丽 玉 Cx) 计 0 对 一 切 z 半 0. 


o>1/2 的 博 次 比较 复杂 ,利用 ze 一 一 下 -ea 一 PC :可 
将 要 证 的 式 子 写 为 ( 改 1 一 a 为 2; 秦 a<1/2) 
一 Qt, 十 Pa) < do/ 

此 式 可 写 为 xz | gat 二 HX) 二! 立 十 二 | redz] 0 
记 上 (zx) 一 右 一 左 , 直 接 验 证 知 上 0) 0 又 天 ee) 一 0， 故 如 能 证 
明 R(x) 寺 0 当 x 半 0 即 可 . 现 有 

A CT) 过 ogcz) 1 ®!| 于 十 去 六 red | >2 [rad 
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因 g 扫 1I/Y 殉 ,只 须 证 Vipz) 2 | PODdt. 记 gz) 一 
v 于 ptr) 一 2 | 9Ddz, 则 5K0) 一 《co) 一 0 gr) = PC 


一 Y2xzx). 故 &6z) 当 工 由 0 增加 时 , 先 升 后 降 , 青 结合 g(C0)7 一 
gf(co) 一 0, 即 知 ECz)>0 当 了 0， 

26，&， 考虑 (2x) lexp( 一 (下 十 2)172) 在 圆 供 十 共 才 x 1da 内 
的 积分 (注意 此 贺 面 积 与 正方 形 九 二 {5 | 寺 wo [总 | 委 对 的 面积 
同 ), 证 明了 左边 不 等 式 . 考虑 上 述 函 数 在 乒 和 天 = {ti 十 纤 寺 2u?} 
内 的 积分 ,并 注意 上 述 函 数 在 /一 J 内 不 超过 (2x) 1e "证 明 
了 右边 不 等 式 . 为 证 第 二 攻 言 ,只 须 注意 沙 数 于 (x) (1 一 (1)) 在 
#2>0 严格 下 降 . 

这 个 方法 可 称 为 面积 法 ,是 估计 与 多 Cc) 有 关 的 基 的 一 个 有 用 
的 方法 ， 

8b. 求 鲁 (DB( 一 在 0 点 的 一 ,二 阶 导数 ,并 在 0 点 附近 将 此 
函数 展开 至 ola?). 

27.a. ez 由 (7)G( 一 zx) 的 导数 为 e” (2x$(Cr)B (一 +z) 一 g(r) 。 
[Cr) 一 甸 ( 一 zx)]， 要 证 明 2x@ (x) 一 zx) 之 pz) (B(x)— VB(— 


xz))， 当 zwZ 时 ,有 鲍 ( z)> 去 | 1 点 | wm)> 忘 cz》, 故 上 
式 正 确 . 对 0<z<1.5 分 几 段 进行 . 要 证 的 是 


(三 Br) — BE x) /or < VIRe G(rIG(— 1) 
三 Cr) 


当 070.8 时 ,J 和) 二 一 <0.4) 而 (x) WK。 
~ 2X 


几 (0,8) (一 0.8) 六 0.417， 对 0.8 所 xz 生 1.1, 注 意 六 (zz) 严 降 , 有 
TTI ENO 8) LO 361 而 Jz) > v2rer Bl. 8(—1,1) 
0.403. 对 11.1 所 xz 委 1. 4 ,2 所 J (1,1)<0,332, 而 J;(x)> 
v 27ela4 古 (4) 生 (一 1. 4) 半 0. 340， 最 后 ,对 1, 4 志 x 坟 1.5, 有 
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JS ALO0. ,mh Tr Yarel ge(l, 5B 1.5)> 
0. 415， 证 毕 . 

此 法 可 称 为 逐步 跟 进 法 ,看 似 和 演 拙 ,对 许多 情况 适用 . 

b. 记 glr) me BB roa), 则 g(r) me (278 (rx) 
BC—zr—a te Br)plrta))}). 上 破 g' (0)=(— 
a vor— pa /2 vane ga)— 2 9a) 0, a vr. 


_ ) 1 
另 -- 方 面 ,g ze (2xP (zr) Era Ctay 


1 Ca) Pt Bz) 


2 1 
* q(x 十 a)). 当 < 充分 大 使 | 上 Gay 
故 gz 在 zx>0 处 有 降 有 升 . 


c.， 和 参看 第 四 章 ,43 题 5 的 解答 . 
28. aq. 算出 EX, 一 /zr[)/r 时 ,用 Stirling 公式 估 


计 其 下 界 ( 上 界外 (EX.,) EX! 一 n 得 出 . B. 设计, iid， 
一 NN (0,1), 有 (EX. 二 F(T 十 ,…', 十 Fy)， 故 (EX,)?/n 二 


福 1 则 g(x) >0， 


E( Sys/n) . 令 mco, 用 Fatou 引 理 及 太 数 律 . 


29. a bl payer) Navo?) 的 密度 , 设 之 /pp(a. ,oliz) 一 
9(a,asz) 不 妨 变 一 切 >0. 者 a 小 于 某 个 6, 则 limglasasz)/ 
etaisaiyz) 一 0, 了 矛盾 . 车 a 大 于 一 切 5* 则 limg(e Gir) / Hares x) 
一 0, 了 矛盾 设 5 一 maxai 一 ai， 若 aa: 则 playos zr /Garg Tr) 
0 当 了 一 co 或 二 一 cc。 如果 @ 一 ea 则 如 上 二 cc 对 守之 2, 则 


> p07T) /glarasx) 一 和 所 1 矛盾, 车 四 一 o 则 ao 关 a, 仍 
1 


有 Paso /Gass00 TI)-0 当 XT 王 co0 或 x 一 一 00. 
56， 以 一 logA 作 和 参数,Poisson 分 布 有 标准 指数 型 C8)e”， 
dztx).， 一 般 可 以 证 明 , 对 参数 空间 BB 上 的 概率 测度 v, 若 vy({)》 
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六 1, 则 当 p 的 支撑 无 界 时 ,不 可 能 有 [CC0)e*dv(0) ~ 
Cooevae A(zr), 为 确定 计 , 设 pl[a,50))>0 对 任何 a, 不 妨 设 
区 (六 一 0 否则 以 昌 一 {0} 取 代 人 8) 车 vy,oo0)>0, 则 存在 e>0 
使 yO 十 a;8]) 寺 qd>0 而 8 全 人 @， 当 z 充 分 大 时 有 | C0)erdvcg) 
宇 dce%t%*, 其 中 c= min CC9)>0, 这 将 导 邮 C0,)e%/1 
| CC0erdvc0) 一 0 当 xz->oo, 矛 盾 .因此 应 有 以 一 cb) 一 1 但 
分 布 Ctg)ye#dAkz) 的 均值 mx( 办 是 8 的 严 增 函数 (何故 ), 故 分 布 
J Coyerdvo dy) 的 均值 | ,2(9)dvt6) < mC0,)，, 蔬 盾 . 


一 下 


当 pC 一 50,a)) > 0( 对 任何 a) 时 证 明 相 似 ( 注 :p 支撑 无 界 很 重 
要 . 例如 ,B(1,6) 和 BO,9,) 的 混合 为 Br1 ,90))， 
|, 十 1 /(® jm 


bn rt 0) = Ghd bn rt 2,0) = Hbd (rd(zr + 1). 车 


¢, 记 百 (2 中) 一 页, 只 一 dn) = 


Pp.0) 为 BCn,98), 则 应 有 
2 oserz 十 1,0/ 2 ppcuz,g = 人 2(Cz)， 
Spo 2,0 Spoor 十 18) = Pdr)dtz + 1), 
此 处 p= 了 yp' 且 0 委 z 委 工 十 2 安 2， 由 此 有 op Dp60 = 


(B200)”. 但 左 一 有 一 入 /prpj 吉 by(B 一 0)?, 不 妨 设 名 六 0,0， 


…, 0 全 不 同 ,上 式 大 于 0, 故 得 忒 盾 (此 处 还 有 一 个 细节 , 即 名 ， 
…, 妈 中 不 为 0 的 个 数 少 于 2, 这 个 情况 不 难 另 行 处 理 ). 


30. a. 不 难看 到 ， | Tueo)dzdo 对 x 的 导数 过 2x, 加 上 这 
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个 条 件 后 就 成 为 充 要 条 件 . 例如 ,f(x) 一 世 当 0<z<1, 一 必 当 坟 
守 1 满足 题 中 之 条 件 而 不 满足 此 补充 条 件 , 因 而 不 能 表 为 


| Iadudv 的 形式 . 5. 除非 /(zx) 二 xz,A 不 唯一 ,所 有 A 之 集 为 


-过 一 人 4 4 站 位 一 et0 扫 7 过 al 十 |4 站 1 一 a， 
0 受过 2 一 2 40Dae 工 )， 
这 里 |。| 指 一 维 工 测度 . 

31， (1* 平凡 . Y, 的 密度 为 (x 十 1 一 De “+177(x>>0)dz. 
《3)* 由 (1)"* 推 出 , 因 其 中 的 Y=nYi 十 (x 一 Ys 十 … 十 (nn 一 r 十 1) 
7 右边 独立 ,各 项 有 公共 分 布 如 /8, 故 了 一 验 ./98，(C2)" 设 总 体 分 
布 有 密度 A(x)dxz, 则 YY 有 密度 , 记 为 g;/。 由 YY 独立 ,有 

nlf OF yt yf nt = gy gE(Yy,) 
依次 令 加 一 全 一 入 一 0 一 为 一 全 一 关 一 0 一 … 一 加 一 人 .得 

ET 一 下 户 (8af3a) 一 lf tye), 
SECya) = /yf (y+ 2), 
之 0 为 常数 ,于 是 得 f(y 十 y2) 一 J Oy)fCys), ， 取 产 (y) 一 
log CACy)) ,得 有 (yi 十 yo) 一 有 Oy) 十 hyz) ;对 这 0;ys 之 0. 于 是 玉 
(y) 二 ay) 而 f(y)=! ey>0， 由 


Fo >>0 当 y>0 及 | fody =1 


得 ! :>>0, 而 a 一 一 六 即 f(y)==77 te 
32， 以 如 二 《0,1j 为 例 , 令 
fxOdr 一 Co)exp(gt — 1)z + Mogryztl + x)"+! 
log ?C2 十 了 yz > 0)dz, 
rz20 给 定 . 其 它 情况 类 似 而 稍 加 修改 . 
33. (1 平凡 .sup 人 BE)<<co 是 为 了 使 上 为 = 有 限 . (2?" 取 
密度 


人 (texprga dd Prylr < 0) 
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fa + zx} dr dx, 

再 通过 变换 上 一 az 化 归 自 然 形 式 . (37》 设 cEB. 找 日 之 内 点 区 ， 
连结 cuscu 交 晤 的 边界 如 于 找 售 })CE, 使 各 一 ,然后 证 明 : 
当 = 充分 大 时 ,ce 必 在 过 乌 的 支撑 平面 之 与 昌 不 同 的 那 一 侧 . 开 
集 的 情况 远 为 复杂 ,此 与 最 后 一 问 , 见 作者 ;《 科 学 通报 》1996 年 ， 
1741 一 1743， 

34, 平凡 . 

35. 不 妨 设 ao 一 0. 记 

b=arf al ,={r: ER Vr, HR A 


g(t) = f(bt) = | ,dulz) 十 上 edu 人 三 十 
当 z a 时 ,第 一 项 用 单调 收 合 定 理 ,第 二 项 用 0ssew*<sl 当 之 
全 总 oa( 因 flo), 
汉 例 :8 为 一 维 ,ao 一 1 一 0,du 一 (1 十 zzD)dr， 

36.〈1)” 平凡 (2) 第 一 式 ; 找 zoE (Cz,5), 则 ALzoB]) 三 加 
>0, 有 CO 和 (ge 1, 故 C(ODerSpg le ?0 Oro0. 
对 第 二 式 ,不 妨 设 x(%)<o0, 有 1 一 |， ,C0erdx 十 


| CO)eedn hh + Ta Se | Ce dp < ale) 


| COerdp ale) 0 0, a) =e ne) /pdb 
[mm 


一 /2,9). 故 1 一 lim/s<liminfC (Oe pLb #6]) ,由 = 的 任意 
性 ,得 liminfC(OD)e* 之 (x({8})) 1, 男 一 方面 ,C(O)e*p({B)) 才 1. 
对 第 三 式 , 由 第 二 式 ,(pn[ 的 )- 人 >0， 及 Ce 一 Co)evec -24 推 
出 ， 

37. 不 一 定 . 考察 例子 {C(Oyexp (9r 十 89y) (1 十 x:yDT(r<0， 
ydrdy ,> 0}. 

38. 上 先 考察 一 维 C(O0)e*dp, 设 如 之 负 ; 分 布 洱 数 分 别 记 为 机 
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和 和 ;存在 x 使 C9 er >(<)C(B)er* 当 工 之 xo lx 六 Xxo) 且 
E>0< 之 p(X 二 0) (不 然 98, 会 相应 同一 分 布 )， 由 此 可 推 
出 Fz) 之 F(x) 对 一 茹 x, 并 进而 推出 Es (x) 之 Es (x)， 对 多 维 
情况 ,考虑 线段 中 ,引入 单 参 数 引 :01 安 1,9 一 由 十 经 ，24 一 中 一 
81, 用 已 证 情 视 . 

39. (1)* 记 (z(1 十 (z 一 人 3) 一 7 及. 若 卫 有 指数 型 


flr Ddr = CO)expl DQ DT) | ARCr)daz， (6) 
1 一 上 
任 取 六 十 个 0 值 和 之 有 


上 
Pi(x) = logf (x,0) 一 logC(2) 十 > 和 (DT Crz) + logh (x), 
r=1 


ae. 工 .1 二 7 了 二 四 十 2， 
例外 集 可 与 有 美 , 记 qj) 一 (pj(x) 一 logC (06) 一 (pyar) 一 
logC (4720) ,1 Ek) = 0 一 站 (有 1 
J 所 十 1, 有 


qj(x) = 2 86) T(r), 1 所 7 所 上 十 1,a.e. 工 . 
由 此 式 推出 :十 ] 个 函数 gi,1 达 j 所 十 1ya.e. 工 笋 性 相关 , 即 存 在 


十 1 


不 全 为 和 的 常数 cciliy 司 ZoemCz) 一 0,a.e. 工 .由 于 9 连 
续 , “a. 它 ， z 上 2” 可 去 掉 ， 这 等 于 说 存在 常数 大 中 他 1 


ca 其 中 Qs" svi 不 全 为 0, 使 Va,P, Cz) dirs 二 0. 这 不 可 
能 (如 何 验 证 ?). 
用 期 望 无 限 去 证 不 对 . 因 替 成 (6) 式 时 ,和 集 {(Q@i( 拉 ,…， 
QD)) : 一 oo0) 作 为 R' 之 子 集 , 不 必 有 内 点 . 
《2)* 用 同样 证 法 , 晶 最 后 一 步 易 验证 ; 因 等 式 》ld,|zx 一 中 | 
十 its 一 0, 右边 处 处 可 导 , 而 左边 在 名 处 不 可 导 ( 当 dj) 关 0 时 ， 
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Gd 中 总 有 一 个 不 为 0), 
3)” .个 例子 是 C8)exp (一 (rx 一 Ddx, 把 (x 一 失 * 展开 以 
写成 (6) 的 形状 . 
40. 二 ,显然 . 二 ,利用 指数 型 分 布 给 定 了 时 的 条 忻 分 布 
为 指数 型 ,而 由 独立 性 ,条 件 分 布 即 有 的 无 条 件 分 布 ， 反例 . 之 不 
对 : 取 s>0 充 分 小 , 令 万 (zryy)dzrdy 一 人 (2 lexp( 一 (x 一 了)/2 
一 (9 一 下 2722 十 EBgefryy)drdy 其 中 
1 人 过 工 所 有 十 3 由 过 ?拉克 十 1， 
或 由 一 1 一 了 <8 员 一 < 六 
一 1 页 过 工 所 有 十 1 下 一 < 二 如 ， 
或 一] 之 工艺 如 ;六 yy 近 十 1. 
二 不 对 ;fo(r,yydzxdy=C(O)entie- (+z y Ydrdy. 
41. ,42， 平 凡 . 
43, 车 记 6C(z) 为 有 样本 zz 时 取 行 动 1 的 概率 , 则 一 切 使 凡 
(8) 最 小 的 8 有 形式 B(x) = 0,1 远志 2a.e.L; | ecmaz = 
27/3, 
44. 接 两 次 有 4 个 可 能 结果 ; 吾 玉 ,HT,TA,TT. 使 MO) 最 


小 的 838(z) 是 有 样本 z 时 ,取决 策 “ 子 ”的 概率 ,下 同 ) 为 :6CHH) 
=1—(TT)=0,8HT)=1—S(TH)=p,0 和 Spl, 其 中 p=0 
和 1 相应 于 非 随机 决策 函数 . 

如 果 只 记录 了 两 次 投掷 出 现 正面 总 次 数 <, 则 使 M(3) 最 小 的 
人 唯一 旦 为 瑚 机 化 的 :38407 一 1 一 92 一 28(1) 一 1. 


45、 易 算出 风险 和 Daeo, 8) 有 线性 型 > dj， 其 中 6 
由 金 体 {p;} 和 {ci} 确 定 ， 由 此 就 得 出 ， 使 此 量 达到 最 小 的 du," 


cd 要 如 此 确定 : 若 eni— min{esr": 2 取 ds 一 1， di;=0 当 EE 


它 蚌 非 随 机 化 的 ( 若 最 小 值 在 几 个 i 处 达到 , 则 也 可 取 为 非 随机 
化 的 ). 


EA > 一 
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如 果 求 使 M(0 最 小 的 G, 则 须 解 非 线性 优化 问题 ， 


二 
di > 0, Dd 二 ]， 1 委 7 守 1 
i=1 


Tt- 


点 
1 2 cr Ai 去 > 扫 于 ] 最 小 ， 


46、 前 两 式 平 几 ，, 后 一 趟 一 般 不 对 . 反例 :PR 的 一 1, 而 了 一 
及 
47. 平凡 . 

43.、 前 半 :7X) 一 EC7|X).， 后 半 ; 以 二 记 一 随机 变量 ,分 布 
为 了 | 七 一 rr, 必须 对 as 有 了 PE。 fz) = minEp(t. 一 5c). 因 
为 下 pf6 一 c) 为 < 的 严 上 四国 数 , 且 当 |c| 一 co 时 趋 于 无 穷 ,满足 上 述 
条 件 的 数 (xz) 唯 一， 

49. 首先 验证 以 下 事实 ; {f/f} 是 解 的 充 要 条 件 为 ,对 任何 i,1 志 
ti 和 妥 a 以 及 满足 下 (es (XX))< 之 0% 的 a (CX;), 应 有 


Cov(Y 一 1/.CK) ,alX)) = 0. 对 XX 取 条 件 期 刻 , 由 此 易 得 


max{ , 


/CD 二 E(Y |X) 十 crocs 为 常数 而 为 E{Y 一 Df)) 最 
小 ,还 必须 有 下 { 了 SA)) 一 0 由 此 推出 Ye 一 一 ka 一 


1)EY ,最 后 得 到 最 佳 线 性 蛋 近 为 了 == PEGIX,) — Cn — DEY. 


为 证 Var(Y) 一 Var(Y?) 十 Var(Y -一 了 ), 可 令 EY 一 0. 
对 口 统 计量 , 若 记 Eh (Kl, 1) 一 cEh (zr, XX) 一 g(x), 则 
f= C=) =n 2(g(r) —e), 
对 秩 统 计量 ,为 称 记 CR|X,;), 要 分 1 二 i 和 ji 两 种 情况 ， 以 
后 者 为 例 , 给 定 了 ;二 x, 算 出 
P(R = kX,= +,X,=Y) = 
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nn "| !Cy) (1 — FO yy < zs 
一 1 
2 上 一 点 
Fl Fy 9 人 人， 
一 2 
于 是 得 
到 一 2 Pz} 
P(R, = k|X; = x) -| | HC] — £1dt 
下 一 1 4+ 
十 让 一 昂 | 201 一 站 nd， 
到 一 2 Ftry 


这 样 就 算出 ECRi|X, 一 z) 一 了 J&P(CR, 一 k|X; 一 z), 它 没有 简洁 
的 表达 式 . 

s0. POY = 了 zz) = v2g(v Ix/(v Dg V2) 十 
| fezsy)dy), 在 (0,1) 一 {x} 有 条 件 密度 


CO [fedy). 
51. 任何 一 次 抽取 得 不 出 结果 的 概率 是 
| te ~ gC/ KS DI dz = 1 — hs 


所 以 ,前 = 次 无 结果 ,第 #=* 次 有 结果 且 结 果 落 在 [z,z 十 4z] 内 的 概 
率 为 人 (1 一 & DLLFCz)aAzgCz)AREFCz)) 一 上 (1 一 Ag(z) 
4z. 此 式 对 王 求 和 , 铺 扶 为 区 Cz)4z 

52. 对 前 者 , 作 变 换 了 一 万 十 … 十 乞 玉 一 和 2<iS， 对 后 


者 , 作 正 交 变 换 Y 一 va 并 , 了 :一 Dr? Sin 去 证 明和 条件 
i=1 
分 布 (¥;,*…,Y,)|Y, 与 2 无 关 即 可 . 
53， 记 A 一 六 P， 则 忘 生 Ai 有 二 如 令 轴 (zz) = 
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dprCz) /dpsl i 入 Mm; 有 P(X) 一 1 令 了 一 0 一 
i=1 
(Cpr) sr pa CE EEO, TY 二 一 因由 工 ) 当 = 让 区 (和 了) 一 二 一 


于 pz) 当 0 = 内, 则 有 Am(Cz) = 5(0,T(z)) ,用 因子 分 解 定理 ， 


54. 设 党 一 (zzz) ;不妨 设 riyz… 两 两 不 同 ， 作 统计 
量 人 (x) 一 i, 当 z= 二 zx;， 则 在 给 定 了 (tx) 一 t 时 ,四 的 条件 分 布 以 概 
率 1 取 zz 为 值 ,此 分 布 与 参数 无 关 ( 弛 及 {1,2,…}) 中 要 怎样 取 o 
域 才 能 使 此 证 明 有 效 ?)， 

55. 接 假定 ,存在 PCB,) 满 足 充分 统计 量 定义 中 的 条 件 . 记 
E={t: P(eA,t)T0), 令 P(B,i)=P(ANB, /P(A YY EE, 
PCB,t} 一 0, 当 t€EE, 往 证 记 符 合 耳 为 (了 ,8E 昌 ) 之 充分 统计 量 之 
两 条 件 . 了 (CB,，) 可 测 由 PCB，，) 可 测 推 出 , 记 PI 为 B, 在 . 否 v 
上 上 的 导出 测度 , 则 当 CE 到 > 时 有 

PTIC) = PIOY) 


= PoA NT-1CW/P, = | Pea 0dPr a) /Pia), 


于 是 
| zca,papgc) 一 | PB, DPA AP /Pe A) 
= | Pca N B,DdPT CE) /P(A) 
= PAANMBNMNTHC PA) 
= BltB MN TC)), 
证 明了 另 一 条 件 . 


56. (1)° 平凡 (用 分 解 定理 ). (2)* 由 假定 知 , 荆 对 及 及 5 对 
工 的 正则 条 件 概 率 沙 数 pC(，,t) 及 g(，,s) 都 存在 ,与 8 无关 . 往 
证 : 


r(45) = [ad pA) 
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是 S 对 XX 的 正则 条 件 概率 吻 数 , 为 此 , 取 BE 又 , 记 9={t 
t EF st) EB 有 

J alC dri = PC 有 Ce %,. 

Ea 


国 邮 (yt) 二) ) 
PCANM Gxt) -B= PA NM T71(B)) 


一 | .ec4pdarep， 
| rodPo= (| ade pA, ) dpycs) 


= [EC aa 


3 


= | mcde N B)pCAst) 
= [pA DdPY Ge) = PiCAN (8 #11) 1(B)), 


这 证 明了 所 要 结果 . 由 于 rtA4,s) 与 68 无关, 证 明了 统计 量 S=5 
(TCX)) 的 充分 性 . 

57. 定义 Port (一 Po Tyleroeo 此 处 
ME BX BE,, (tta ET XT Ts 分 别 是 了 1 各 Ts 葛 值 
域 空间 , 记 入 = {MM : 栖 E 表 .X 二 ,Pr ) 可 取得 与 (0, 四 无 
关 ), 则 易 见 车 MM 二 AXB, 其 中 AE 够 ,,BE 吉 ,, 则 MEF, 此 因 
按 题 中 假定 , 易 验 证 PCAyn) 户 (B ,zy) 适 合 PaotAXBIT,,13) 的 
全 部 条 件 , 对 任何 8,gCPCA,t) 和 户 (B,#s) 分 别 是 因 了 ,7 的 充分 
性 而 规定 的 }， 其 次 ,由 条 件 概 率 之 单调 收敛 性 , 易 验 证 .> 为 单调 
类 ， 由 于 包含 一 切 形 如 AX BC4AE 有 .号 E 加 ,) 之 集 之 单调 类 必 
包含 鸳 ,X 名 ,于 是 得 证 . 

为 证 其 逆 , 设 CT,T) 关 于 (PoXPB,: (8, 办 E99X 痢 } 充 分 , 则 


有 PM Caist)). S PAs) = | POA X ,tdPrete). 
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此 处 名 是 篆 中 任意 固定 之 一 点 ,4E 到 .显然 ,PC4,，) 是 ( 宁 -， 
, 瑰 ) 到 《7 区 7) 的 可 测 函 数 . 其 次 , 若 五 去 党 z , 则 


| Pd ,tdPy CT,) 
一 | PrA XX Ge ,Cf £2) dP Ce)dP, C2) 
BX 


= (Pe x POA x BY MN TB)Y x Ti (Fs))) 
= PA MN THHABIP, 2) = PetA NT-'B)), 
此 证 明了 六 是 (Ps,8E€ @) 的 充分 统计 量 . 关于 7, 的 部 分 同样 证 
明 . 
58. 显然 不 对 . 例如 , 取 A 二 了 , 则 Pot* 17TE4) 一 PeC，)， 
与 68 有关 ， 义 如 设 天 |,… 玉 为 两 点 分 布 Poa(X 一 1) 一 1 一 P(X 二 = 


0) 的 iid， 样本 ,T= 人 2X;, 则 PC1,1,0,0,0)1TE {2,3)) 一 (1 一 
90)/10, 与 #8 有关 . 直观 上 看 ,只 知道 了 的 值 落 在 其 集 内 而 不 确 知 
TT 之 值 ,不 见得 能 包含 样本 的 全 部 信息 . 

Ss9. 先 考虑 名 一 10,8,-…} 为 可 列 的 情况 . OF ,BT 


的 值 域 空间 , 取 常 数 c>>0， 2° 二 1. 令 4= ZeP,, 则 {Pe ,i 之 
0} 等 价 于 A({Pe (4) 二 0,1 宇 1)} 针 A(4) 二 0)， 按 定理 1.2 的 证 明 
《 见 “ 预 备 事实 ”以 下 那 一 段 ) ,为 证 了 充分 ,只 须 证 dPiCz)ydaCz) 
对 每 个 ;220 都 可 表 为 g;:(T(z)) 的 形式 ,gi(4) 为 多 > 可 测 ， 任 取 j 
之 0 因 了 关 于 (Pa ,Po) 充 分 有 Pa 字 coPa 十 cjPs, Pe <&coPi 十 
cPa: 战 aPa tz /dcoPa 十 cjPe) 二 JAATCz)), 玉 为 儿 z 可 测 . 记 
二 fj) 一 0), 在 侈 一 TT'(E)) 上 有 d(CoPs ttcPs)/dPs 一 
/fT (re 0 BR desPa )/dPa = fi (TO) ceo. 记 E = 


TOE)( 它 属于 T 1( 和 如-)), 在 令 一 EE 上 有 dhdPo 一 co 十 
汪 1 
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DT(z)) 一 06) 实 co > 0, 因而 在 侣 一 FE 上 有 
j=1 


dPe CrydA 一 | c 十 Sy ;TORY — ce)| 


国 Pa (E) 志 Dl Po Cr- 1E)) 一 > | ACTCOD)dcoPacz) 
十 Potz)) 一 0, 在 EE 上 可 任意 规定 dPs(z)/d4 之 值 (例如 0)， 
对 j 社 1 同样 处 理 . 

对 一 般 情况 , 因 (Po,9E 人 B) 可 控 , 接 定理 1.2 证 明 中 的 预备 事 
实 c, 存 在 一 与 之 等 价 的 概率 测度 4 一 > )crPe ,cj > 0, > cy 一 1， 


任 取 8 二 日 而 考虑 族 {Pe,Payj 之 1). 按 已 证 部 分 , 若 取 XA= Pe 十 4， 
则 dPstzy/d4 可 表 为 f(TCz)) 的 形状 ,fo() 为 和 s 可 测 . 记 霹 
二 {; fr)=0}), 在 倪 一 T-1(E) 上 有 dA(zx)/dPo=gy(T(x))= 
fo :TCT ,因此 dAtzx)/dPo 二 got 了 T(r) 一 ] 于 党 一 TICE) 上 . 
记 区 二 {t: ge 二 1), 则 ACTTTE*))==0, 因 Po<<4, 有 Pet 
(下 一 0, 故 PAT-HE)UTTCE"))=0. 在 他 一 (T-'(E})U 
TT1CE')}y 上 有 dPetzx)/d4== (geT(x)) 一 1)7 1 国 PAT7'CE)YU 
TI 二 0, 在 集 T 了 CE)UT (CE 7) 上 可 任意 规定 dPy(z) /da 
之 值 ,例如 0. 这 样 ,对 每 个 8E 昌 ,dPylzr) /da 可 表 为 Tiz) 的 可 济 
函数 (与 #8 有 关 ). 按 定理 1.2 证 明 中 提 到 的 事实 ,这 证 明了 全 关 
于 (Ps,9EB) 的 充分 性 ， 
60. 平 几 ， 


61. 由 也 Xi 的 充分 性 及 X, 的 密度 foCz) 处 处 大 于 0, 利 用 因 


子 分 解 定理 , 可知 存在 函数 g(x, 四 及 有 ,使 > logfilzxi) 一 
i=1 
EC 十 …… 十 fr 的 十 有 root 国定 名和 过 轴 , 取 明和 而 , 仿 
rz 的 一 logjekz) 一 logfo (zx), 易 算出 r(zi 十 十 Zz 的 一 +r(0， 
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四 二 2 rz 的 一 r00, 失 ). 由 怀 的 任意 性 , 知 r(z 信 一 r(0, 人 


为 工 的 线性 画 数 ,系数 与 98 有关, 即 r*(z， 们 一 QQCr 十 r(0, 人 ,下 
是 f(x) = Ce 一 ez) = fo (zr) (在 算 


rz 十 ,xn 四 时 ,要 求 在 公式 》 logfslz) = gz 十 十， 
i=1 


人 CE) 中 ,以 Ds 取代 :50 取代 za，…yzne)， 

注 1. 若 ./Czr) 有 共同 支撑 ka, 一 cosa<asseco), 以 上 证 
明 仍 有 效 . 这 包含 了 “T(z 庄 0) 的 情况 ， 

2, 以 上 解法 扰 略 了 一 个 重要 细节 , 即 按 分 解 定 理 ， 


logfalr:) 二 g(x 十 sr) 十 有 CEs Cs) 只 是 对 (zi yn 
ae. 工 成 立 (例外 集 与 9 有 关 ), 而 非 处 处 成 立 .这样 , 等 式 (zi 十 


一 7C0; 约 二 这 《r(x 四 一 r(0, 四 ) 也 只 是 对 (zz) 
a.e, 也 成立 ,由 此 要 推出 >(z, 们 一 r(0 的 有 人 (0z 的 形式 就 难 
了 . 但 不 难 验 证 ;车 补充 “对 任何 0E ,fol(，) 只 有 有 有 痕 个 不 连续 
点 ”这 个 很 宽 的 条 件 , 就 容易 完成 证 明 . 
62， 册 分解 定理 ,有 
feo, XT) = presT rDNA CO x): 
fo.0, (XY 一 Pato, TTI Nha 0 ,rx) ,a.e, L, 
碘 /二 pz/hisa.e. 上 , 左 , 有 有 边 分 别 汪 负 .&W 无 关 , 战 与 二 者 都 
元 美 , 国 而 hCG65z) 二 pel0 ,Tz(x)YK Cz) ,a.e， 工 , 即 
feo tr) 一 prpsK a,e.L. 

得 证 . 其 道 不 真 ,反例 : 

fos Lists) 一 CI + x + x) 7! 

expt— [x CO— | 二 rs) |, 
《Ti 本 2) 一 (X11, 尼 , 十 六:) 为 (0, 0) 的 充分 统计 量 . 给 定 训 时 ,TT 
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为 品 之 充分 统计 量 ,但 给 定员 时 ,7 不 为 访 之 充分 统计 莉 . 
63. 令 户 | (A,2) 一 1,1/2 或 0, 视 士 : 全 属于 4, 之 一 属于 4， 
或 二 者 都 不 属于 A 而 定 ， 问 题 在 证 p(4，*，) 可 测 ， 这 对 形 如 


山 [ais&] 威 立 , 且 一 切 具 有 这 种 性 质 的 4 构成 单调 类 . 


64. 问题 与 上 题 一 样 , 在 于 证 明 P(A,，) 的 可 测 性 ,方法 也 与 
上 题 一 样 . 


65. 引进 测度 ws xf(4) = To E 4) 十 V2 "| edz 当 
参数 为 GD 时 ,XL ;多 .有 第 度 gt sh de, 其 


中 T= Dz go ,T) = (2x) aexp( 一 人 /202) 当 >>0, 一 ] 当 


一 0,T 二 0, 其 他 处 为 0,hCz ,zx) 二 1(z 关 0,1 志 1 过 n)， 用 分 
解 定理 . 

66， 引进 {0,1)} 上 的 测度 60) 二 (0) 二 1; 则 (Xi ，-… ,处 ,) 的 分 
布 为 外 0 一 及 一 de 设 T 为 另 一 充分 统计 量 , 则 按 分 解 定理 ,应 
有 FU 一 人 "=g(0,TDhCR eT) yz 二 0,1,1i 人 nn( 此 式 本 
应 a.e， pe 成立 ,但 在 此 处 ,a,e. x 成立 就 是 点 点 成 立 )， 如 工 不 
为 了 之 函数 , 则 存在 {0,1}" 中 的 两 个 不 同 点 x 与 xz, 使 T(z") 
二 T(r) 但 Ttx 了 关 T(z ) 因 此 对 某 c>0, 将 有 人 (一 人 "70 
二 六 一 和 7, 对 一 切 0€ (0,1). 由于 了 (ze 天 Te 这 不 
可 能 . 

(同样 证 法 适用 于 其 他 离散 分 布 ,如 Poisson 分 布 . 这 里 简单 
之 处 在 于 “a. e. "就 是 “点 点 ” ,不然 就 会 有 些 麻烦 , 见 下 题 ) 

67. 设 了 为 另 一 充分 统计 量 , 而 人 不 (ae. 心 是 了 的 函数 ， 
这 意味 着 在 全 "的 值 域 空间 (有 * ,名 * ) 中 存在 集 4E 哆 "pkTYE 
1) 汪 0, 使 当 了 (xz)E A 时 必 存 在 男 一 个 x, 使 T(x*) 一 T(z) ,但 
T(r ET (x). 

在 日 上 引进 工 测度 v. 按 分 解 定 理 有 

CO)e TD 一 gO0,T CrhCr) ,a,e, A 各， {7} 
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例外 集 Bs 可 与 8 有关 . 记 B= {Cx :9E8B,TEBo. 则 (Xv) 
(8B) 二 0. 必要 时 在 侣 中 去 掉 一 个 A 零 测 集 ,由 上 式 可 推出 *CB”) 
二 0 对 一 切 x€E%,B' = 二 人; (zDD)EB}. 因 j(T,EA)>0, 集 {x 
: 了 TCT)EEA) 非 空 . 取 六 属于 此 集 , 按 上 述 ,存在 zx' 关 x zl 也 属 
于 此 和 集 , 但 定 (zn)) 关 T(z). 分 别 以 zx 代入 (7) 式 ,有 
CBee Tg(8,T (rh(Cr), 对 8a.e. yy 成 立 ， 
CD)ez7 一 8 TiCz DCz ,对 0a,e. 1 成 立 . 
由 此 式 , 及 T(r) 二 T(z) 向 exp (T(z) T(r))) =const., 
对 8ae, 成立 . 由 于 日 有 内 点 ,v(8) 汪 0 且 任 一 8 一 1 维 超 平面 
的 工 测 诬 为 0, 当 人 荆 (x 站 了 关 TLx*) 时 这 是 不 可 能 的 ， 
68， 取 二 3 的 情况 来 讨论 ,一般 博 况 类 似 、 就 把 次 序 统计 旱 
也 记 为 艺 生 和 < 和 固定 名, 车 XX; 为 充分 , 则 依 分 解 定 理 , 考 虚 


比 {fez.,0/ 1 fe,0), 将 得 fx 四 f(r 四 f(z3)9) 一 


ga OH Cz ris), 后 者 与 8 无 关 ， 周 定 zz,x3: 并 改 z 为 远 ， 
得 

frB) = KO pT), rE Ts. 
固定 xi yzrs, 并 疏 zs 为 x, 得 

fx) = 并 (有 ) 广 (rz)，x Xo. 
考虑 到 共 支 撑 及 zi,xs,xs 可 取 支 撑 内 任何 值 , 将 得 f(x, 二 
p(tX) 对 一 切 8,z, 即 一 切 Psy 一样 ,这 不 可 能 . 

注 1. 在 非 共 支撑 的 情况 结果 不 对 . 例如 , 若 对 8#2 ,Ps 的 支 
撑 与 Ps 的 支撑 无 公共 点 , 则 med(X ,XXX 完全 决定 了 68, 因而 
为 充分 的 ， 

2. 此 证 明 适 合 于 任 一 次 序 统 计量 6;, 只 要 x 之 2， 中 位 数 的 
情况 有 所 不 一 样 , 因 在 x 为 侦 时 ,med (Xi) 并 不 等 于 任 一 个 样本 . 
的 确 , 在 2 一 2 时 ,med (XN ) 即 (XX 十 天 :2)/2 可 以 是 充分 的 , 便 如 夺 
(x: 人 一 NC0,1) 时 . 但 对 = 六 3 不 存在 这 种 可 能 ， 中 位 数 在 数理 统 
计 中 的 作用 不 如 样本 的 均值 服 , 本题 是 一 个 解释 ， 因 在 重要 的 指 
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数 族 场合 , 叉 ( 或 配合 其 他 统计 量 ) 往 往 有 充分 性 . 


69. 令 H 二 YY 一 了 ,a =a/ > ,1 所 二 给 定 立 ， 
… 了 ,时 ,7 的 条 件 分 布 是 | 上 > aX,/S, 的 分 布 ， 不 妨 设 办 一 久 
~ 0, 作 正 交 变换 了 工 . = VX.T, 二 yaX (注意 yo == 0)， 


n [| . 
“T= 了 eu 上 式 变 为 四 al Tf DT?) ,TT, ss Te 
1 1 


iid. N(0,1). 此 不 难 通 过 z_s 算 出 其 密度 ,与 a 有关. 再 注意 
a 一 乱 -1 经 过 一 次 积分 即 成 ， 结果 为 :r 有 密度 
1 一 上 上 1、 下 一 多 Ty 
天 中 5 j | 7 ja J e027 7 {< 1). 
对 p 关 0 的 情况 ， 随机 变量 了 ,，， oT 1 仍 为 独立 , 正 态 ,方差 


1 但 均 值 各 不 同 , 故 | 总 T] 是非 中 心 za 计算 复杂 些 , 结 果 如 第 


二 章 习 题 37 所 示 . 
70， 对 f(z) 二 14(z) ,4E 哆 =, 结论 由 充分 统计 量 的 定义 得 
出 , 于 蚌 用 测度 论 的 标准 证 法 一 一 由 I 到 非 负 简单 函数 ,到 非 负 
可 积 及 一 般 可 积 函 数 , 即 得 所 要 的 结果 ， 
71. 记 MM 一 max (XD) ,MM, 一 max(Y) ,以 及 
gr: = mm — DnCHOM) — Hlm,) h(tm,), 
8 一 RH 一 DCHOD — Hlm))h Cn,), 
pr = ge/ (gz 十 9 py = gg 十 2)， 
对 inax(esyztDA 二 四 及 上 帅 二 ms 所 访 : 及 二 于) 拉 六 0141) 在 
给 定 Cmsyrayya) 时 的 条 件 分 布 为 : 
以 概率 p, 一 pm my M); 
MM 一 M，M, 有 分 布 函 数 (H(0) 一 HCm)y CH (CM) 
一 三 (G4))”! ;以 概率 p, 二 1 一 p.: 
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和 一 M, M, 有 分 布 函 数 (H (2 一 H(mD™ (CI) 
—Hm "1. 
在 (msmmy:M) 之 其他 值 ,条 件 分 布 万 意义 ,可 任意 取 . 特别 ,将 它 
取 为 

如 上 述 定 疼 , 上 只 要 maxGnemy) 之 MM， 
{voor max(tm rm,) 2 M. 

经 过 这 样 一 取 , 这 条 件 分 布 与 (9, 名,) 完 全 无 关 , 也 可 以 解释 为 ; 
了 三 (mrsmmys 1) 的 条 件 分 布 (给 定 人 一 (mymys MD)) 与 (8， 
如 ,9;) 无 关 . 因 了 | 是 充分 统计 量 , 利 用 正则 条 件 概率 存在 , 易 证 
(有 X,Y 站 | 了 与 (名 , 色 , 癌 ) 元 关 , 因 而 肯定 了 了 的 充分 性 

72. 2, 平凡. b，(XX,Y) 有 密度 - 


一 去 (z 一 扩 一 十 C 一 z 一 风 ?) ,0ER' ,PER!. 


(2X) lexp 


1, ga. n 一 1 显然 ( 取 g(r) 一 x 一 c1), 设 n>1， 要 使 一 切 满足 
| zae 二 c 的 F 莉 有 [gear 一 0,S(z) 必 有 d(x 一 01) 的 形 


式 ,4 为 常数 (到 士 ea 的 两 点 分 布 及 ci 一 ac 十 如 的 两 点 分 布 ， 
>, 记 放 0)， 类 伺 地 取 coyg Cx) 又 必须 有 xz 一 ca) 的 形式 , 因 
而 必须 g 三 90918. 于 一同 前 设 训 之 2 为 方便 计 设 cl 一 0scs 一 


1. 记 a(s) = 区 闻 (a 一 ea 十 司 . 若 | ,sz)7cz)dz 一 0 对 任何 

满足 | .dz = 0 或 1 的 /成 立 , 取 为 0(e) 或 1(e) 上 的 均匀 分 

市, 得 | edz=0= | edz, 由 此 知 对 sc (0,1) 有 | gdz 一 
Crey 1eey 一 了 全 


gaz = 0( 例 如 , 取 0(e) U 2(e) 上 的 均匀 分 布 (其 均值 为 1) 及 
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| gd = 9 可 证 | edx 一 0). 现 证 若 区 间 7 之 长 171 < 1, 就 有 


| edz = 0 事实 上 , 若 TC (1/2 ,到 Aa) 一 a 当 zc 
Ar) 一 二 当 工 和 24111/2), 其 他 处 为 0,a 人 0 浊 盖 0tac 十 路 一 
六,a 十 下 一 1 和 ce 为 了 之 中 点 ( 国 c<172, 7 < 所 1; 这 种 a,5 存 
在 ),f 在 其 他 处 为 0 有 | ,=7(z)dz 一 1, 因而 | ,8f4z 一 0, 再 
由 | sdz 一 0 知 | edz=0. 若 7CCl2,co), 用 一 1 点 ， 

2， 对 tCa6) 18 一 转 定 ,一 1 2 记 有 Cx) 一 g(x}(1 一 
z》 1 有 | h(x)zrdz 一 0,4 二 1,2,*…, 任 取 区 间 Fc,d] C (0,1)， 
用 多 项 式 于 [0,1] 一 至 带 近 图 6 中 之 函数 ,然后 令 ey0, 可 得 
[cdz = 0. 压 及 因而 gg 一 0a.e. 工 于 (0,1), 对 a 固定 而 5 二 1， 
2,… 的 情况 , 作 变 数 代 换 y 二 1 一 zx. 


1 


0 co+r dd-edl 


图 6 
3. 因 怠 为 凸 集 , 夏 若 在 R: 无 内 点 ;出 合 必 落 在 某 平面 他 "如 十 古 
二 0 上. 作 非 异 线性 变换 po 一 (全 , 欠 一 48 十 人,0，0D)7 4 之 


第 一 行为 e ,把 指数 型 化 为 Cpyexp! > nT A 


下, 友 ) 的 形状 ,pz 为 R' 上 的 概率 测度 . 此 指数 型 族 之 自然 参数 空 

间 在 全 在 平面 名 = 一 0 上 , 且 为 确定 计 , 设 集 = {pA} ;OD, 

人; 委 ) 包 名 } 是 一 个 在 R*! 内 有 内 点 的 三 集 ( 不 然 的 话 ,日 会 落 
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在 几 个 平面 e'8 十 记 一 0,1 委 : 委 上 ,可 类 似 论 证 ). 以 守 记 个 = 
(的 值 域 空 间 , 不 妨 设 在 他 上 天 处 处 大 于 0， 

以 归 记 在 概率 分 布 站 之 下 ,， (7 人) 的 边缘 分 布 , 严 (d5 | 
5 有 0) 记 在 产 之 下 给 定 二 ,时 ,这 的 正则 条 件 分 布 . 产 测度 
在 六 中 不 能 全 集中 在 一 平面 喜 一 const， 上 ,否则 与 自然 参数 空间 
音 包 含 在 平面 员 王 0 肉 不合. 找 总 汪 0 充分 大 ,使 六 (他 门 py) 守 0， 
且 声 在 全 门 pr 内 不 全 集中 在 一 平面 五 一 const, 上 ,or 为 R' 中 以 OO 
为 中 心 ,五 为 半径 的 球 . 现 令 

了 Go 一 二 于 pp 内 ,一 0 于 2r 外， 
EC 
由 了 之 定义 , 知 六 存在 有 限 . 定义 

B19 sh) = RD EY FB Til sh)), 
由 瑟 的 取 法 ,J 之 定义 ,以 及 志 在 守 上 好 外 大 于 0, 知 六 (g 关 0) 计 
0. 但 易 见 ECE (人 一 0 对 任何 pE 名 ,得 证 . 

后 一 问 平 凡 , 视 如 之 人 为 给 定 ,T 可 完全 也 可 以 不 (各 举 一 
鲍 )， 

4. n= 二 1 平 几 . 2 一 2, 利 用 均匀 分 布 属于 此 族 ， 由 Exc.s 8 
《Kn) 一 0 对 一 切 a 志 & 可 推出 | grand 一 0 对 任何 
落 在 {ts 之 4} 内 的 矩形 (分 两 种 情况 考虑 如 图 7) ,因而 g (1,7,) 一 
0 ae. 世 于 全 肉 ， 对 423, 以 站 记 六 …, 瑟 ,的 样本 中 位 数 ， 
取 参数 ef 人) 一 min 人 tt 1 对 六 0, 令 有 (第 )) 一 和 (一 
所 ) 一 a Cm 一 下 0)); 刚 Erg (Xs… ;六 oy) 一 0 对 任何 下 所 多 ,但 有 
并 不 a.s. 为 0. 

5. 设 FE. 芒 , 了 非 退化 ， 找 有 限 区 间 (a,5) ,使 F 在 (a,65) 
内 至 少 有 两 个 支撑 点 . 定义 a(z)=Tios Cx) g(r yr) 二 at(z1) 
一 a(xa) ; 刚 Erg 《Xi,… ,一 0 对 任何 FE 多 ,但 FCg (rs， 
DE 

86， 之 平凡 ， 反 铺 :Po( 和 一 0) 一 0 Po( 民 一 门 一 (1 一 四 2 他- 有 一 
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1;20<O<1. 车 Ere (zx)==0 对 8EC0;1); 则 (C0398 十 (1 一 
OF DFO 0, = —f(0) 0 -0 := 


一 ZK0)8 , 故 必须 1(1) 一 0,f() 一 一 (一 1)f(0). 要 /有 界 ， 


必须 1(0)==0 因而 f= 二 0 加 不 要 求 上 有 界 了 可 以 不 恒 等 于 0( 另 
例 见 56a 题 ). 


区 和 三 和 全 


1 


t= 


图 7 

7. 在 声 , 和 老 r 中 任 取 集 4 和 B. 本 为 充分 , 故 存 在 pCC ,站 
满足 充分 性 定义 中 之 条 人 忻 . 按 定 多 及 题 中 假定 , Ps (5 (4)) 一 
EsptS (CA),T) 寺 a 与 如 无 关 , 故 由 了 的 完全 性 , 知 pS-1CA),#) 
二 a ae，F7 对 任何 8, 故 PrtS € A,TEB)= | pS-ica), 
dPEG) 一 AP 了 € B) = Po € AYPAT € B). 反例 (2 ， 
.一 (RI, 移 ) ,好 一 RL ,Py 对 = 站 二 1，,T() 一 为 完全 充分 统 
计量 ,SCX) 一 和 与 了 独立 ,但 3 的 分 布 与 8 有 关 . 后 一 问 : 先 证 


minX; 为 完全 充分 统计 量 ,而 Xi nminX; = xX, (X',=X— 
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站 的 分 布 与 8 无 关 . 
8， 利 用工 一 29 一 千 [ 了 二 1X ;可知 Bxg CT) 二 0 就 是 
[eee —n0)"dt = 0, OER. 


取 8<<0 且 19| 很 大 之 和 值 , 可 知 对 任何 aER',|g (|e 企及 
lgG)je sp 皆 在 (aycoc) 可 积 , 故 可 在 积分 号 下 对 8 求 导 ,得 
[ge — nD di 0, ael ER. 

不 难 知 道 ,上 式 左边 为 8 的 连续 函数 , 故 “a,e. L. ?可 去 掉 . 因此 可 
在 积分 号 下 对 9 求 导 ,反复 作 次 ,得 | g(t)eds = 0, 一 切 9 € 
R'. 这 样 得 g0) = 二 0,a.e.L,tER'. 

工 非 充分 可 以 这 样 证 :Ta 一 1 为 上 的 无 偏 估计 . 车 工 为 充 
也 是 完全 充分 而 了 一 1/n 是 8 的 无 偏 估计 , 故 它 也 是 器 的 MVUE. 
按 定理 2.1, 应 有 了 /rn 一 1== 字 一 1/n,a.s. Pe 对 一 切 ERI:. 这 不 可 
能 ， 

3， 完 全 性 的 部 分 平凡 . 充分 性 部 分 可 计算 Po =11T 一 1) 
一 PeAXl=1)/PoT=1)= 16 一 D/C 一 1) 当 6>1, 此 值 与 8 
有 关 , 故 丁 不 能 是 充分 的 . 


10. 找 有 限 区 间 (a,5) 使 fdz > 0,1 < 所 1 < 存在 不 全 为 0 
的 常数 cverri 使 | spdz = 0, 1<i<hz 其 中 g 一 


ca ,而 az 一 Fa 可 列 时 的 反例 ; {N (90,1),9E A},A 
为 R! 上 一 切 有 理 数 之 集 . 不 连续 场合 下 的 反例 : 取 实 数 al*… ,a 
两 两 不 同 , 己 ( 瑟 一 a) 一 ] 11h. 
11， 充 分 性 平凡 , 必要 性 : 设 有 区 间 (a 一 sa 十 6 全 在 4 外 而 
a—e>D0,e>0, 令 gt "Daeitcagt(tt)=—t "nn 当 
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de a i 


ca<ctcca 十 6 他 处 为 0. 易 见 Erg (maxXi) 一 0 对 一 切 9€E 4. 
ey 2 一 Ce 十 1 
12. 对 |a1, 等 二 要 求人 [gz) 1 二 于 | dz 一 0 推出 
BLT) 一 0， a.€, 工 于 (0,c0). 作 变数 代 换 y 一 a(n 十 袜 ), 再 利用 
第 2 题 .下 类似 ( 作 代 换 > 二 n/n 十 mz). 
对 五 ss 相当 于 由 
De -A 2 » Cs| gre" tt 十 me) mt td 0,A™> 0 


中 二 由 


推出 g(r) 一 0a. e. 荆 于 (0,50), 令 Cz) 一 gCT) wn 十 
Tt 由 Poisson 分 布 族 的 完全 性 , 知 想 当 于 从 


[AE 十 mr) dr = 0k ~ 0,1,2,. 

推出 Cx) 二 0,a,e: 荆 于 0,00). 作 代 换 y 一 mx/ (ln 十 mz), 置 利用 
第 2 题 . 关于 .的 证 明 较为 别致 ,相当 于 从 Eg| 全 于] 一 0 对 一 
切 8ER! 推出 g 一 0 a.e. 工 于 Ri 此 处 52 一 ,一 NN(0,1) ,六 ,5S 
独立 ,有 Esf(X 一 外 =0 对 一 切 98ER', 其 中 /oO 一 Eee 号 由 
{NC9,1) ;8ER! 的 完全 性 知 fo a.e. 上 于 Ru 这 等 于 说 (4) 二 
8(1/ 习 具有 如 下 性 质 ; 对 a,e, 工 {六 0), 当 m5?/ 吕 ~ 六 时 有 Eh 
(S? 一 0. 由 Dx 在 族 


长 37a) "exp| Dz? /ar dx-dzt 0 ~) 
i=i 


中 的 完全 性 , 知 有 (=0 a.e. 工 于 t 计 0. 
{x} 的 不 完全 性 要 用 到 一 个 较 生 药 的 结果 (感谢 陈 桂 景 教授 
提供 这 个 结果 并 给 出 出 处 ) ;存在 定义 于 (0,co) 的 让 不 a.6. 工 为 


0, 合 [fendz 一 0,n 一 1,2,.… (参看 王 梓 坤 《概率 论 基础 及 


其 应 用 》,1976,p. 126). 令 g(r) 一 erftvY Xz), 得 Eg(X:) 一 0,n 这 1， 
而 #8 不 a.e. 工 为 0. 对 巷 s: 类 似 ; 取 g(r) 二 ex A(z), 则 
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Eg (XR) 一 0 对 一 切 6>0, 而 上 g 不 a.e. 革 为 0. 

13 指数 型 族 CC0)e*dp(lx), 册 方差 = const > 0,， 知 
d(logC 9 /dF 一 const 之 0, 也 CC( 引 有 exp( 一 a 开 十 到 十 c) 的 形 
状 ,a>0. 令 dntr) 二 const. exp(C 一 dax? 十 hr/da), 怡 可 产生 这 个 局 
(外, 这样 的 疡 唯一 , 因 若 vv 也 产生 此 CCD; 则 记 一 AT 一 dy 
da4,g 一 dv/d4, 将 有 Jercfea) 一 g(r))dA(xr) 二 0,8 € 名. 由 指数 
族 的 完全 性 , 知 /=g a.e, 1, 因而 v=jy. Poisson 情况 类 似 . 

此 证 明 对 指数 型 族 C(9g)e" danCz)ypE 加 仍 有 效 ,只 要 集 
{t(0:9EB@BI 有 内 点 . 只 须 用 新 参数 p==@( 四 代替 5. 对 1' ,多维 情 
况 ; 由 方 阵 ( 一 下 egC (0)/838;) 与 89 无关 推 出 C6) 二 exp( 一 人 
A0) ,上 4 半 0, 其 余 一 样 ， 

此 结果 也 可 用 特征 阔 数 证 ,但 不 如 此 法 简洁 . 

反例 :1. 分 布 族 {Cexp (一 (zf 一 四 dr:9E RR'} 方差 一 const， 
为 一 般 形式 指数 型 而 非 正 态 .2. 分 布 族 {C0T!exp( 一 Cx 一 C6) 
乡 )dz,9>0C2>0 为 适当 常数 ,满足 均值 = 方差 ,为 一 般 指数 型 
但 非 Poisson. 

14. 前 半 平 几 ,7， 非 充分 也 平 几 ( 考 虑 条 件 分 布 X17 )， 另 
一 问 则 稍 有 难度 . 记 了 :一 了 ,要 由 1 


| fin) 一 "idx 二 0，9E€R'f 在 Ri 有 和 界 (1) 

推出 f=0,a.e. 工 由 (1) 式 知 在任 一 有 界 区 间 上 可 积 , 于 是 可 
在 积分 号 下 对 8 求 导 , 得 

(2 十 1) 一 | ao — Farr mo" dr, a.e. L. (2) 


改变 在 一 个 工 零 测 集 上 之 值 ( 此 不 影响 口 )) ,不 妨 设 (2 处 处 成 
涝 ;因而 在 R' 处 处 连续 . 因 其 有 界 , 有 一 ce 所 虹 一 if fx) 之 
supf(z) 二 及 之 oo. 苦于 = 开 , 则 /一 const. 而 由 人 1) 得 0. 往 
IER! 


证 以 < 肌 不 可 能 . 事实 上 , 取 es>>0 充分 小 及 自然 数 p 充分 大 , 找 
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To 使 fr) 全 elfp. 记 旺 fr 一 1<r<zoyz) 衣 一 E， 
14| 记 其 工 测 度 ， 以 8=zo 一 1 代入 (2) 得 


HB-s/p< | 0 Df ot 1 dz 
[+ 
有 tro) 一 及 


BA|+ Me |Al). 
由 此 得 |4| 沁 1 一 1/p, 因 而 有 
一 14+ 141| 


| fone rt dz Re/p) 


(一 To 十 1)" dz 十 ul ”dz — x 二 17 dr 

此 处 用 了 型 委 0. 实际 上 ,在 于 < 本 时 为 了 (1) 式 成 这 ,必须 计 >>0 
六 六 现 上 式 实 (MH 一 se/p) | Al/n 二 M(t 一 |4A1),; 因 |A| 计 1 一 
1/P, 针 >0, 取 这 充分 大 时 上 式 特 半 0; 而 (1) 式 在 9 二 zxo 一 1 处 将 不 
成 立 . 

15. #. 充分 性 由 因子 分 解 定 理 得 出 . 为 证 完全 性 , 先 求 出 了， 
的 密度 为 az 一 VC 当 0<z<2, 他 处 为 0), 由 此 不 难 证 得 完全 人 性. 
b. 先 证 T /Ts 之 分 布 与 8 无关, 再 用 a 及 Basu 定理 . 如 在 了 :一 
172 的 条 件 下 求 (2 了 T,) Ti 的 条 件 分 布 ， 由 对 称 性 ,不 妨 设 mm 二 一 


1/2. 这 时 (273)-1T 一 1/2 十 max (UU DU ,Ui 
iid. ,~RC—1/2,1/2) ,WDC2T) TT =max Vir Ve Vis, 
V1 iid. ,一 RCO0,1), 因 而 (2 了 T,) 1T， 有 密度 Gn 一 1)z ?TT(0<z 之 
1)dz， 据 5, 这 就 是 (2T,)-:T 的 无 条 件 分 布 . 

注 同 禄 证 明 , 任 给 全 ,一 +€ 00, 人 ,条 件 分 布 仍 如 上 ,与 上 无 
关 . 这 从 另 一 方面 证 明了 8 而 不 用 Basu 定理 . 

16. 先 考 虚 习 过 3 的 情况 ,这 相当 于 有 一 个 定义 于 (at 的 非 
常数 右 连续 项 数 w, 据 之 可 定义 一 分 布 族 如 下 : 当 PK8D)<AKCB) 时 
dPeekz) = 10 < zr EO dp /pO 一 (及 )， 
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设 UU,…,U， 为 此 分 布 族 的 iid, 样本 ,mM 为 其 最 小 及 最 大 值 ,要 
证 (m1,MD) 完 全 充分 ,充分 性 显然 ,对 完全 性 ,等 于 要 由 
EcgGn MIO < mEMEY)) = 0 

对 a 二 后 二 <b 推出 g 二 0 a.e，p， 用 第 4 题 的 作法 , 先 由 上 式 推 
出 ElgGn;M)Ialm,M)) 一 0,4 是 半 平 面 {Cm, MM);m 志 MMM) 内 任 
一 其 边 与 坐标 轴 平 行 的 短 形 , 进一步 就 可 以 推出 此 式 对 4 为 上 述 
半 平 面 内 任 一 Borel 集 丝 成 立 , 从 而 推出 gm,M)》 一 0,a. e.g 

对 天 六 3, 记 了 = (TD 不 妨 设 为 概率 测度 , 刚 入 二 
XXXPF 也 是 , 它 在 (m,M,T) 空 间 及 了 空间 的 导出 测度 分 别 记 为 
AD 及 MD， 又 正则 条 件 概率 测度 je? 了 (4m,MD)|T 一 四 记 
为 疡 , 则 Erg Gm,M,T) 二 0 可 写 为 


旺 
|& G0 0)exp( Dadi) dp™ 0) 一 0， 
3 
Ea < < 0 bh, COs ps) 所 侣 ， 
此 处 (1,0,,0,) 一 Jg Germ, MT, 二 区 过 M 之 90)dpmlm,M). 固 


定 ( 久 ,2) ,由 加 有 内 点 , 知 对 固定 的 (8 ,名 有 天 直下,2) 一 0 a.e- 
AD， 由 Fubini 定理 ,可 知 存 在 集 入, 使 当 :EN 时 ,KG, 抽 ,) 一 
0, 对 (名 ) a.e. 工 ; 因 而 由 连续 性 知 

KG ,0 ,0,) = 0; 对 一 切 (0 0) a bt EEN, 
于 是 由 已 证 部 分 , 知 gt,m,M) 一 0 a.e. 包 ; 对 +EN, 再 一 次 用 
Fubini 定理 ,得 gm,M) 二 0 a.e. pj"? 这 完成 了 本 题 的 证 
明 ， 

题 中 “又 ”的 部 分 用 同样 方法 证 , 且 更 简单 . 

17， 以 下 记 一 分 布 ,有 概率 密度 

fxr) = (xr) — cosx), 

此 分 布 有 特征 函数 p(w) 二 《<1 一 |u1)I(Clw | 之 1). 往 还 ;分 布 族 
{F(z 一 9):9ER'} 不 完全 . 

定义 两 个 分 布 函 数 ,FF: 下 二 下, 故 其 特征 函数 多 二 qq、，F's 的 
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定义 是 
F000) 一 172， PE)) = Fl{— kh)) = 2r ?2k + 1) 7, 
外 二 12 
易 算 出 的 特征 函数 Cx) 一 1 一 |4| 当 ja| 过 1, 与 9 重合 . 因 
二 0 当 iz| 宇 1, 有 Fw) 二 p08(u)， 考 罕 


Hi(e) = Fc — zydF (rz) ,cE Ri = 1,2, 


作为 < 的 函数 ,五 , 为 分 布 本 数 , 其 特征 函数 为 gg=gg. 故 互 ,五 ， 
有 柱 同 特征 函数 ,因而 二 者 恒 等 , 但 
| F{— rdF(r + rc) = [ Fe — rxdF lr) 
一 Hte), 1 一 1,2, 
因此 ,车 令 g(x)= 访 (一 z) 一 Fe( 一 z); 则 | gle)dP Cz 十 一 
0 对 一 切 c, 即 Esg 《一 0 对 一 切 0 有 ,但 g(X} 并 不 &a.s. Po 为 
0. 

此 题 的 trick 在 于 注意 到 在 位 置 参数 族 ,期 望 为 眷 积 . 具有 所 
述 性 质 的 特征 函数 取 自 LoevefProbability Theory》 第 四 章 的 习 
题 . 

18. 如， 平凡 ,完全 性 部 分 只 须 注 意 到 用 (ad 或 用 CM,, 
my) :都 可 得 到 色 的 无 偏 估 计 . 8. 记 M=max 人 (CM.,, MD), (W251 
MM) 为 完全 且 充 分 .充分 性 平 几 , 完 全 性 可 证 明 如 下 ; 记 zz1 二 ws22 
iy ;3 = Mf. 易 见 (I ,zzy2i) 的 联合 密度 为 (上 < 二 2 < 人 :0 
gear) 

展 ( 和 1 ?多 394) 一 <0, 一 "0 一 站 3 

{mm 一 lnczs 一 ii Ss 一 zea)! 

十 jn Cn 一 1) 23 “一 Z1)™ (es 一 wo) 2}, 
把 括 导 内 的 函数 记 为 8 并 在 他 处 补 Ee 为 0, (Cx) ,22 ;%3) 的 完 人 金竹 
归结 为 证 明 ; 由 
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| fesse)g le sss) dz dzdzs = 0, 
4 人 = {0 max ,bd) < xs < hs} 
对 任何 449) ,可 推出 f 一 0 a.e. 工 ， 此 即 要 证 明 
jd Ed = 0,BOD = {zi oa 1,2,3) 
对 任何 BC9), 记 了 一 max (914,8499), 把 区 间 (6. ,9,) 表 为 (8.,0) 
一 (O11, 轨 ,不 难看 出 |， fgdz 可 表 为 形 如 


faedz 


| 有 


的 项 的 和 . 但 由 g 的 定义 , 知 上 式 就 等 于 | ，fgdz = 0, 明 所 谷 
证 . 

19. 充分 性 由 分 解 定理 得 出 ;由 于 ,TT;;T's 独立 ,了 的 密度 
为 

Cexp(— i/gA)rt" exp(— to/o)exp(— tf/oA), 
i > 0 ,to > 7 Es > nd,, 

其 他 处 为 OC 为 一 与 mn 0 和 所 有 关 的 常数 ， 更 设 湖 数 了 一 
rs? 满 足 


哆 十 对 一 导 
[fy 
exXbf 一 了 /oaA — y/o — x/oA)dzxdydz = 0 
对 一 切 抽 ER' ER! 和 o>0, 令 
gaysz) = 三 zsyszarto aeroedz， 则 有 


全 六 ,Baly rexp(— y/o 一 za)dydz 一 0， 
?一 四 有 -= 一作 


a 所 R',0, 抱 Ri,o > D, 
由 此 不 难 推出 Eelyi2)—=0 (yy 2 ER ,a, e.L,— 人 o>0. 例外 集 
EE 可 能 与 a 有关 ,但 由 Fubini 定理 可 知 , 对 (y,z) ER a,e, 氏 ,有 
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Brlysz) 一 0,9>0 a.e. 上 因为 gCy;z) 对 o 连续 ,有 gty;2)= 二 0， 
o>0. 得 由 Laplace 变换 的 原 像 的 唯一 性 ,好 知 对 (ae, LL)(y,z) 
所 有 有 Frzyyys) 一 0ave. 了 上 、z>0。 再 用 Fubini 定理 ,得 到 
fr ye) = 0 > OyERZE Ra.e. 工 ， 
这 推出 (T,,T,,T) 的 完全 性 . 
20. a. 汪 平 凡 . 反例 ;Pe(X 二 四 =1,0€R'. 
b. 把 台 旗 分 可 列 个 两 两 不 交 的 有 界 Borel 集 {@ ,6,,…} ,使 


工 测 度 a 一 16; | 之 0,1 之 1， 引进 概率 测度 v(4) ~ 312-'|8, n 


有 fai 车 名 ' 己 全 而 YB') 二 1; 则 全 " 必 在 昌 内 外 姓 稠 窗 , 因 而 所 
指数 族人 性 质 , 由 “Eog(T) 一 0 对 0E@' "推出 Erg (TT) 一 0 对 8E 全 ， 
此 利用 了 的 完全 性 . ce. 证 明 类 伺 5, 4d. 设 7 强 完全 ,*” 为 定义 为 
每 上 的 概率 测度 ， 设 Eorg (Ti;Ts) = 二 0 对 一 切 (6,9) E68X 敬 . 固定 


Ps Dh ,PD 一 | gt{E ,t2)d Pti,), 吧 Esth CT, 的) 一 有 0 对 一 切 BE 


8B. 接 了 7 的 完全 性 ,有 Pit4)=0( 一 切 昌 ,其 中 As {1:4E9， 
玫 人 5 多 天 0 记 和 A 二 (01,D :YE 如 ,HE Ap} ; 则 对 一 切 8 有 (CPeXv) 
(A) 一 0, 因 此 存在 Pi; 零 测 集 好 ,使 当 志 蕊 旦 时 ,0 内 =0aey 
对 只 按 工 ,的 强 完全 性 , 知 固定 EB 时 ,g (#1,t;) 一 0 对 a,e, 
对 每 个 gE 如 由 此 知 g(fi,t2) 一 0 a.e， PoXP,, 对 每 个 (8, E 
BXE5, e, 由 Basu 定理 知 # ,ts 独立 ,其 分 布 分 别 为 

三 


2 exp| 一 经 (> — I(r > dz, 


fis 
tz: Ch + DJ ee x Tr > Odz. 
按 本 题 5,t, 有 强 完全 性 .又 按 第 8 题 (x 一 1) 的 情况 ,t 有 完全 性 ， 
故 按 本 题 弛 ,注意 到 所 加 独立 , 知 (1 ,zs) 为 完全 的 ,到 于 (#1,t2) 的 充 
分 性 则 易 由 因子 分 解 定 理 推 出 . 

另 注意 到 ;即使 固定 a 之 值 ( 即 so 已 知 ) yt 仍 有 完全 性 . 

flita 独立 的 证 明 也 不 必用 Basu 定理 ,可 以 令 忒 中 < 拉 < 扫 于。 
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为 次 序 统 计量 ,站 一 XY 了 i 一 一 和 (D9 一 2 则 (X01 ， 
,的 联合 密度 推出 (YL ,Yo，,"…, 了 ,) 的 联合 密度 ,而 看 出 了,， 
Ys 独立 ,因为 to 只 与 了 7. 有 关 ( 一 一 Ys 十 (x 一 
2)Ys 十 … 十 了 ,) ,得 扬 与 二 ( 即 也) 独立 . 由 《YY ,*…*,Y,) 的 密度 也 易 
算出 上 和 zs 的 密度 . 

21， 当 nn 写 2 时 , 令 g(T)=min|X6o) | /max [Xo | Bmax |X | 
天 0,gfT) 一 2 当 max|X| 二 0, 则 Eeg《T) 与 84 无关. 对 n= 二 1, 完 全 
的 秽 子 是 dF (zx) 一 e-"I(zx 之 0)dz, 不 完全 的 例子 是 :F({1}))= 下 
(一 1)) 二 1/2;8 《zx) 二 zx， 男生 :FRO(1}) 一 FC{2)) 一 1/2,g (xz) 定 


义 为 :5(z) 一 工 当 二 <z<sl, 对 任何 z>0, 找 整数 = 使 2"zE (1/2， 


1]( 这 种 存在 唯一 ) , 令 g(x) 一 (一 1)"x. 
22,，n 之 m 时 不 完全 ; 取 g(T}== 2) (CX 一 cD) 


i 
— cn) ( 它 是 (Xi1,*… ,XX,) 的 对 称 函 数 因 而 是 1 的 函数 ), 则 Erg 
《TT 一 0 对 任何 下 GE 多 .aa<i 时 完全 较 难 证 . 取 2 一 2 的 情 癌 为 
例 , 设 Erg(Xi,X) 一 0 对 一 切 下 后 多 ,8 对 称 . 固定 a 这 ca( 设 记过 
cs<<es)， 对 任何 上 cc 可 我 到 0<pispasps< lt 两 两 不 同 , 使 pia 
十 (1 一 pt 一 01 和 3， 于 是 有 pig (aya) 十 2piqig (a't) qe lt, 
2 一 0 1<sis 关 3. 由 p; 不 等 推出 系数 和 列 式 不 为 0,; 故 g(a,a) 二 gg 
(二 glayt) 二 0 这 证 明了 在 (zzo) 平 面 内 zx; 所 x 部 分 的 十 个 
区 域 中 ,1 区 和 上 的 (ec,o0) 和 (一 oo,4) 内 g 为 0， 类似 地 依次 对 
2.UBC,2UAB 及 31 一 33:441 一 4 各 区 证 明 g=0. 

23，uw。 取 < 使 ECTa< FOR) < 三 co0oc 与 蝇 无 关 ， 
由 束 的 完全 性 , 知 Te< < 5) 一 cya.s. , 故 e 只 能 为 1. 把 (a， 
5) 分 为 两 等 分 Ca,d),[La,5), 按 上 述 推理 , 必 存 在 一 子 区 间 , 例 如 
(ad) ,使 (a 之 /(X)<d) 一 1,a.s,. 照 此 下 去 ,用 区 间 套 ,将 得 到 
一 点 廊 , 使 对 任何 合 记 的 开 区 间 天 有 TCFCZDE. 亲 一 1,a.s. ,由 此 
推出 A(R) 一 ha sb 把 A(X-… XX,) 写 为 gCR,Xs 一 站 1," ， 
叉 : 一 卫 1) ,由 到 与 (一 慎 ，… ,和 .一 X) 独 立 , 固 定 后 者 取 条 件 分 
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布 ,再 用 a. ce. 由 假定 知 , 存 在 常数 >0, 使 Efls) 二 cee. 找 cs 
0 使 Elcss) 二 cg, 则 及,(fG9) 一 eos3) 二 0， 由 完全 性 知 f(s) 二 cs， 
a.s,,， td. 因 A(X) 与 贸 独 立 ,ACN) 的 无 条 件 分 布 与 条 件 分 布 / 
(CX)|X 二 a 同 ,对 某 个 a; 而 后 者 为 以 概率 1 取 f(a), 得 证 . 由 人 
结合 Basu 定理 ,得 a. 

注 用 同样 的 方法 易 证 : 画 志 的 条 件 可 减弱 为 Ellog.Fs)| 挟 
co. 但 用 这 个 方法 还 不 能 在 不 加 任何 矩 条 件 的 情况 下 证 明 题 5 的 
结论 . 

24. 车 存在 E(x) 使 | ,Epondz 十 C(O) | .sgosdz 一 0.0ERL， 


则 TT.(0) = | eadzr 二 1,2, 都 是 0 的 解析 函数 . 车 了 (8) 三 0 或 
了 (和) 二 0 于 上 R! 则 由 人 NC9,0 :8ER' ,a >>0 略 定 } 的 完全 性 , 知 g 
一 0 a.e. 工 于 Ri， 若 了 ,Ts 都 不 恒 等 于 0, 则 它们 都 只 有 孤立 零 
点 , 且 因 与 ( 人 的 >0, 在 每 个 零点 处 了 ,T， 的 零点 重 数 同 ， 这 样 一 
来 ,TC0)/T2(9) 作 为 复 8 的 函数 在 全 平面 解析 . 但 ,19)/T,(9) 
二 一 C( 四 ,而 CC 在 嫩 点 处 不 是 元 穷 阶 可 导 , 因 而 得 出 予 盾 . 

25. 令 4 一 {x;8(z) 二 各 即 得 ,此 条 件 并 非 完 分 ,反例 ;在 空 
间 { (Cryy) 0X110 夺 y 过 1} 上 定义 一 族 概率 测度 {Po:0 寺 06<2} 
如 下 . 当 0 委 g<1 时 ,Ps 是 直线 段 {(z,y):z 一 80 扫 <1) 上 的 均 
与 分 布 ; 当 1 所 9<2 时 ,Ps 是 直线 段 {(r,y]:0<r<1,y 一 0 一 1T) 上 
的 均匀 分 布 , 设 有 估计 量 g(xz,y), 是 8 的 无 偏 0 方差 估计 , 则 和 集 有 4 
= {rv gtr,y)—7z=01 和 B= {ry} gry (y+1)=0} 
都 为 Borel 可 测 且 都 有 工 测 度 1, 故 4 门 B 非 空 . 找 (Czoyyoca4 门 
瑟 , 按 集 4 应 有 gros%0) 一 zo 世 1, 按 集 B 应 有 glroyy0) 一 yo 十 1 宇 
1 ,矛盾 . 

26、a， 给 定 天 一 co 人 0 技 假 定 , 可 找到 下 CC0,1) ,使 


[faz 8,66, max 沁 开 AS 作 估 计 有 zy 一 hz 


EFF) 一) = TEE,A,p 关系 (十 和 (1 一 BD) 十 p26 
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二 1 十 办 和 一 入) 十 p66 一 0 决定 . 解 出 A 一 /8 一) ,pp 二 (6 
一 1)/(8, 一 而 ) ,这 使 8 元 偏方 差 为 Vari(9) 二 《1 一 全) 尺 十 (6 
— D/C0,—6)., 不 难 验证 , 取 $0 充分 小 (因而 他 sa 都 充分 


小 ) 及 天 充分 大 ,可 能 此 式 任意 小 , 5， 若 估计 上 使 | anar 1, 
|®@ 一 1] 六 dx < 之 ,由 后 一 式 有 | 加 一 1 六 dz < WE ， Fig 


| .18 一 11fdz 之 ec VE, 因而 91dz 之 1 一 c Ve 当 。 充 分 小 
时 有 |8fodz > 0, 即 6 不 能 无 偏 e 若 8 为 无 偏 估计 , 则 有 


Vars(B 十 Var (有 二 | em 二 (人 一 1 六 )dz， 易 见 久 六 十 (1 一 


0) 六 的 最 小 值 为 ( 广 十 万 )-: 户 广 , 获 上 式 | (天 十 六 Adz 
> 0, ,与 9 无 关 , 因 而 不 能 任意 小 . 

27， qa， 由 于 (及 ,s*) 为 完全 充分 统计 量 ,可 以 只 考 岂 与 它 有 关 
的 估计 ， 设 A( 玉 ,s ) 为 go0) 的 无 偏 和 估计 , 则 Ev (fC(Z 十 a5) 一 
f RE nf (Re) Ef (Xs ) gt) — go) 0, 完 
全 性 ,fF( 久 十 a,5?) 二 A( 避 ,5:)a.s. 或 :对 任何 固定 的 ay fw 十 a， 
0 一 furv) a.e. 工 于 {1a| 过 00,v 祈 0}， 出 此 ,在 一 个 工 零 测 集 上 
调整 了 之 值 ,可 使 它 与 & 无 关 , 即 存在 只 与 % 有 关 的 函数 吾 (o)， 
使 flu,2)= 日 (vw) a,e. 工 于 wuwER!v>>0( 证 明 见 题 末 注解 ),， 4b. 
考虑 色 , 它 有 无 偏 估计 筷 : 一 (sa 一 1)) 19, 是 MVUE， 由 于 ( 怠 ， 
中) 的 完全 充分 性 ,不 可 能 有 另外 的 ,只 与 (各 ,2 有 关 的 无 优 估 计 ， 
更 不 用 说 只 与 系 有 关 的 无 偏 估计 了 ， 

注 依次 取 as 一 2 "一 1,2， 把 例外 集 瑟 去掉 (| 忆 | 一 0)》， 
知 对 任何 (zyv) ER 一 EF, 及 a 一 2", 有 futasv) 一 f(sv) ,此 
处 R= {xER!,v>0}. 按 Fubini 定理 ,存在 FCC00,co0),|F|= 
0 使 当 vEF 时 ,ftavw)= fv) ya.e. LT Ra=2 "um 
之 1. 把 对 -一 切 mx 的 例外 集训.(|F,| 二 0) 去 掉 , 令 启 一 Rl! 一 下,,G, 
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= UU CF:+ 4/2"),H, = UU (CF, + /2), I 对 任何 w€ 
Gs 及 mw 宇 l]， 有 tu 十 2 "0)= fu) H,/NG,=$, IB,|=0. 
在 吾 , 上 令 ftw,v) 一 0; 则 了 (wsv) 作 为 xER' 的 函数 ,有 周期 
2 "mm 之 1， 由 此 可 知 ( 见 Stout: Almost Sure Convergence》， 
bp. 61), /uyv)》 a.e, 工 等 于 一 常数 cfgo)， 现 令 Bo) 一 cfo) 当 mE 
玉 yc(v) 一 0 当 vEF; 则 flwyv) 二 6tv) a.e. 工 于 RR+ ,如 所 欲 证 ， 
28. a 由 于 er ?了 (Cz) 在 Ri! 为 上 可 积 ,存在 a.4 co 以 及 


b, 本 co ， 全 pm neg, 一 个- 由 三 已 or 全 ?dd 全 


一 lim | "eeyrce Cr)dr = im| edre xz) 作 分 部 积分 , 即 得 


No 


| eere 《z)dr 一 一 日 人 weroeoaz 重复 这 个 步骤 ,可 得 


站 sermcopdz = (一 "| eercz?dz, 如 奔 欲 证 ,5 的 证 法 
相间 .将 此 结果 用 于 正 态 Nb,1) ,得 包 的 无 偏 估 计 ( 即 MVUE) 


已 。 a d"e—=/2/d Rn 
为 H(z) 一 ea 一 ]1) /dz = mm1 忆 tm 一 8712' 称 
为 Hermite 凶 项 式 ,对 情况 上 了 , 若 条 件 limr® (T) 二 00EiSm 


1 不 满足 ,结果 可 不 成 立 , 
29. 验证 平凡 . 另 一 例 : 忆 ,一 玉 (2 二 1) 考虑 用 
max 扣 iji 十 cl 和 min 六 :十 c; 估计 浆 


30. 平凡 对 ,把 积分 化 为 一 4 ”TSdzr, 积分 等 于 
一 二 /12， 
31. a. £1 = logt ( maxX;) ) 就 是 这 样 一 个 估计 . 事实 上 ,有 
Eg 一 21 的)2 一 加 | {logt 一 log@) "dt, 
作 代 换 t 二 Bw; 有 
a 1 1 
Ellg1 — gO = | logs + wu !'du 一 | (logu) ?du” 
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一 2 | aogxdu， 
由 控制 收 和 你 定理 , 当 nn 一 co 时 后 一 积分 有 极限 0. 
5 给 定 ?0, 取 2 仿 有 Ra 一 (一 2 为 充分 


大 的 自然 数 . 
记 4 一 人 :0<t<B gM A= {O00, 
gz 一 8|<M},4' 门 4=$. 有 |44| 六 多 /2 香 刚 


Fe 一 V0) 之 17 甘 | td = M22"" 1 
由 |A'l 守 PF/2 及 AA 二 $ 知 | 有 4| 帮 8 一 /2, 故 
Er 一) 之 Mi 郊 | dt 一 M2* (8 /0)", 
全 
当 上 >oo0 时 ,8 16->1, 故 M22"C8 719)" 将 汪 这 样 ,对 充分 大 的 有 
supEs(gs 一 OF sup Eslg;s — >1, 
Cd [et 
对 任何 事先 给 定 的 


注 ” 比 上 更 强 的 结果 , 见 第 七 章 习题 46a. 

32. 2. 此 是 Feller Probability Theory And Its 
Applications 》 第 9 章 35 题 ,不 难 ， 见 本 书 作 者 所 著 该 书 题 解 ( 重 
庆 师 院 1981 年 出 版 ). 4. ElX—np|<np(i 一 ,必须 


h(tp) = 一 2[np 十 可 | [= np 十 “| pit1] IC] 一 pp)" P+t1] a 


容易 算出 :在 有 Am 和 pc (二 1 内 ,hh(bp) 的 最 大 值 在 p= 一 &/ (x 一 
1) 处 达到 ,其 值 为 
天 全 
让 二 1 (3 一 | | 如一】 


cE 二 2{ 二 二 1} 
Ca nl 
(2 一] kl! {xn—1— 6)! 
用 Stirling 公式 DT" ee 一 el > a ; 知 


=| nO—1 [之 /一 
ET 科 2'1 SA 2, 


2n 
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当 mn 实 4 时 ,对 上 述 范 围 内 的 上 有 cs<z 因此 ,在 1/n 近 p 氨 x 一 
DAn 内 ,有 ElX 一 np| 过 npq;: 在 0 雪 p 祈 17n 内 有 大 (加 一 22(1 一 
户 》”!. 当 且 仪 当 ppo 二 1 一 2 9, 才 有 EI|X 一 np| 之 np(1 一 
P). 由 EX 一 np| 及 坊 (1 一 户 ) 为 上 的 对 称 孙 数 , 对 n 污 4 证 明了 所 
要 的 结论 ， 对 nn 二 3 可 直接 计算 证 明 . 

33. 9， 注 意 到 一 名 为 9 的 无 偏 估 计 , 克 Covyt8,8 一 和 ) 一 0 
即 CovsC8 ,各 ) 二 vz( 间 ,因而 

vA = cw) ele — Dv) + Ce om wd) 
= wD Ce — 1 (0 — v0)). 


因为 ( 引 尖 vw(9) ,由 上 式 推出 全 部 结论 . 下. 有 9 二 DX? 取 


六 = 0 一 D757 CK; 一下)*,c 一 2 , 则 题 中 之 估计 量 为 2 中 的 色 ， 


因而 Var( 包 ?一 Vat( 让 ?一 2047 (x 一 1). 
34， 取 8(z) 一 sin(z 一 铅 ), 它 有 周期 2r, 故 为 0 的 无 偏 估计 ， 


2 人 十 < , 
而 Covs (X,&(X)) = | zsinCx — Gdr/ox— 10. 


用 引 理 2. 1， 
对 后 一 问题 , 因 易 见 0 的 无 偏 估计 g(z) 必 (ae. 工 ) 为 周期 2 


的 函数 , 记 A 一 Covs(X,&(X)) 一 om zz 十 的 dz 一 
G2) | zdGs(z), 其 中 Gotz) 一 SC 二 bdz, 有 GO 十 加 
二 G9 一 zw) 一 0( 因 gg 为 0 的 无 偏 估 计 ) 且 G 有 界 , 故 A8) 一 一 
C2m)-， [golz)dz 为 周期 2r 的 有 界 连 续 函 数 . 把 E(z) 展 成 


Fourier 级 数 eu 十 >》， (Cacosnz 十 Businzzr)， 由 上 gr)ydz 一 0 知 
二 一 = 


aa 一 0 记 六 (rz) 一 > {Camcosmr 十 六 Sin ; WW 上 (器 一 请 )sdz 
一 = 
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0, 故 | lzCECz 十 人 一 六 (十 01dz-0 对 9E R 一 至 成立， 
即 太 在 R' 上 一 致 收 伊 于 4, 其 中 心 (9) = | 六 十 9)zdz 一 


> Ancosm6 十 Bisinm0), 连续 孙 数 .C90) 的 Fourier 级 数 无 常数 


项 , 故 必 取 0 为 值 且 变 导 ,h(9) 作 为 一 串 有 0 点 的 周期 应 数 的 
一 致 极限 ,也 必 有 0 点 , 记 为 加， 这 时 ,8 的 无 偏 估计 z 十 ECz) 在 负 
点 有 方差 Vare (XX) 十 Vars (g( 叉 ))， 由 于 8( 久 } 不 a,s, 为 0, 后 一 
项 大 于 0, 即 估计 义 十 gCX) 在 点 劣 于 区 . 

35- 有 Docne 全 一 2 Dc)e 人 一 六 一 有 于 ea 把 


一 站 
守 1 


9 一 已 左边 第 二 项 为 一 DE 十 De“ Gi 一 一 


2Po(XSCR — 1))(( 一 1) 可 任 给 一 值 , 故 Es*CX) 一 2X6( 革 一 
1)} 二 自 一 此 二 Eso( 一 基 ? 十 2K) ,a 之 98 之 Bb. 据 Poisson 族 的 完全 
性 ,有 (x7) 一 2xB(z 一 1 一 一 于 十 2z 一 0 1 令 工 = 二 0 
得 5600) 二 0. 用 归纳 法 , 设 8(E) 一 下 对 站 扫 站 一 1, 在 上 式 中 令 开 
二 ;利用 Bx 一 1)=# 一 1 知识 (mn) 一 nt, 560n) 不 能 为 一 nn, 因 
车 Bln) 一 一 ,在 上 式 中 令 z = 二 nn 十 1 和 将 得 部 (x 十 1) <0, 因而 
ez) == n， 这 完成 了 妇 纳 证 明 . 

男 证 ;RC(68,5) 为 解析 沙 数 , 如 它 在 一 个 区 间 内 等 于 98, 则 必 在 8 
>0 人 处 处 等 于 8. 再 据 定 理 2.10 证 明显 示 , 必 与 世相 同 . 类似 结 
果 对 正 访 和 二 项 分 布 也 对 . 

36, KXK~—N(O,1) g(r)—sinr, 有 Esg (XK)>O0(<0) YY 0—2hr 
十 r/2(8 一 (2 十 1) 天 十 /2 ,此 = 二 0, 土 1,… ,再 利用 Esg( 芝 ) 的 连续 
性 . 


37. #, 平凡 . 十 . 逐 项 求 积 算 | repar ,得 P 的 一 办 级 数 ， 
其 bp 的 系数 非 1. ce. 令 
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和 6 
Ri ~ XA3, = >)7/3， 
1 4 
这; 二 《 训 ; 十 六 p12， 了 ,一 (yy 十 Ys)7Z2， 


一 > 《 芒 ， TT CY, TT 7 /( >) {A TT 六 ): > (Y， TT 有 723] 2 
分 子 分 每 中 三 因 于 独立 ,E27 (Xi 一) (Y; 一 了) 一 pees, 而 2 


站 
CX, 一 XY/o ~ 科 ， 之 CY 一 了 J/g ~ 灼 ， 敦 


YA/2/0s， 帮 26/r 是 2 的 一 无 偏 佑 计 . 
38. ga， 要 求 AA 非 负 定 , 这 归结 为 一 (2 一 DD)"' 所 pp 祈 1.8b. 


(XR) ,或 光 X?)， 二 者 等 价 ， c， 据 5， 知 


为 2 于/o 方 卷 为 2pfot 十 201 一 moto 在 p 之 0 时 ,此 方差 并 
不 随 = 一 ee 而 趋 于 0. da 与 上 题 相 似 , 先 证 XXX/(X3 十 XY? 十 民有 
为 ?之 一 无 偏 估计 , 青 结合 5. e. 一 切 与 上 相似 . 

39, a。 用 因子 分 解 定理 不 难 证 明 ; (minX rninyi ,pax(K2X， 
十 了 0) 三 (Ti,Tsey 人 3) 为 一 充分 统计 量 . 它 不 是 完全 的 ,这 可 由 
ET, 二 外 十 i 二 12)ET, 一 2 十 色 十 如 得 知 , 如 ,hs 记 都 不 依 
赖 站 ,名 (但 与 n 有 关 )}，B， 8,yB) 的 一 类 元 偏 估计 为 


(a 十 aTisbo 二 7bT] ,aisbi 为 常数 ,满足 条 件 go 十 24aih= 


0s41t2as—1s60+ 6 有 一 0 和 十 2 一 1， 不 难 证 明 : 这 些 估计 中 

设 有 一 个 是 MVUE, c, 可 推广 为 ; 设 4 是 R: 中 一 个 多 面体 座 部 ， 

一 TriarcOlssist). 以 jz 记 上 4 上 的 均 导 分 布 密 麻 , 设 
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及 ;是 从 分 布 族 jz 一 有 dr 人 ER 中 抽出 的 iid, 样本 , 则 
( maxai X. nn smaxa' ;全 是 充分 而 非 完全 的 统计 时 ， 基于 它 可 以 
作出 总 的 线性 无 偏 估计 ,但 非 MVUE. 


40， 算 出 已 (和 ) 一 exp(8 十 oz72)， 记 了 一 log 蕊 , 则 到 _yy/ 


到 > (Y, 一 了 )?/(n 一) 为 充分 完全 统计 量 , 计 算 E(e”) 一 exp 


GO 上 ee/2o)。 车 能 通过 作出 exp| 一 | 去 一 起] oj 的 无 偏 估计 了 


(5);) 则 2 了 C5) 就 是 ECX) 的 MVYUE. co* 有 无 偏 估计 
Cn 一 1 Cn 二 3 Cn 十 器 一 3))-!1 (Cn 一 1)*s, 因 础 


exp| 局 | Ep 


2 2n 


1_1) 
2 2n 


re/ 有 无 偏 佑 计 


Fe 一 1 Ye | 去 | Cn 一 1) 


nm 


《fa 一 1 十 2 一 3 了 37371584/ 下 1， 
需要 证 骨 ,在 计算 下 (7 时 可 以 逐 项 积分 . 为 此 ,估计 


广 (2) 一 1 十 >)| 广 一 训 
Cn Oo— ltn dt 2 — 3)) Tes /81, 
存在 如 ,使 当 Epo 时 ,有 
《有 一 ] 《天 十 让 一 3) 六 下 De +(n—1), 
因此 (e>>0 给 定 , 和 与 es 有 关 》 


之 [3 到 


是 
(一 了 六 


a Cn Dn 2 Oo 3)) ss/k! 


my 


< 扫 >)( {Es YE! < explesiy, 
上 
Ei—1 


易 见 Elexp (er7)<co 当 e< (2 1, 而 >) 这 一 段 的 期 望 存在 ， 
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项 王 广 (s)) < co 因而 了 CA 存在 ,可 逐 项 求 积 分 , 结果 为 
exp| -人 计 - 志 加 
对 Var(), 先 算出 其 值 VarCX)=exp (20+0) (e” —1). 用 
与 上 类 似 的 方法 ,算出 其 MYVUE 为 
用 一 2 2 | 
2 ,. 


exp(2FY (fF 《452) 一 fF 
41、(@ ,8 有 显然 的 无 偏 估计 (又 ,7 了) 对 加 ,一 个 可 以 考虑 
的 估计 是 用 cmaxX; ~- minX,) .人 简单 计算 得 出 
Et max, 一 minX;} 一 


1 wn—t 
| | 去 + arcsiny + 1—y Vi — yydy, 
一 1 


于 是 应 取 c = 去 (上 士 述 积分 的 倒数 ) 类似 地 ， 


cl maxy. 一 min 也 是 8 的 无 篇 估计 用 二 者 的 平均 ， 即 
2 maxX, 十 maxyY, 一 min; 一 minY,;), 可 得 较 小 的 方差 . 

42. 首先 证 明 ; 第 一 种 试验 中 XX 的 分 布 为 Poisson 分 布 多 
C27),， 为 证 此 ,首先 易 得 P(X=0) 一 e-”， 用 归纳 法 , 设 P(X= 
一 1 一 ea 1 C8 一 1)1， 则 


FT oD Gr, en 
DXA = | 人生 三 人 一。 ?| Ae*dt = eAT) /RL, 


于 是 得 证 (为 第 一 次 苦 换 的 时 刻 )， 基 于 天 ,2 的 MYUE 为 外 = 
及 /了 ,方差 为 4/T"， 用 第 二 种 试验 ,24Y 一 个 ;基于 Y 了 ,4 的 MVUE 
为 全 一 (一 1)/Y ,其 方差 为 尼 /(& 一 2). 第 二 种 试验 平均 时 间 为 
AA 令 上 /14 二 了 ,得 人 的 方差 为 虹 / 比 记 的 方差 小 . 故 从 所 定 标 
准 说 ,第 一 种 试验 更 有 利 ， 

43， 显然 天， …, 芒 独 了 关 ,， 且 PX, = x) = 


[ 了 和 | 1 "3 ,于 是 a 由 分 解 定理 得 出 . 5, 若 8(CX.) 是 
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一 无 篇 估计 , 则 有 BGG 一 1250 一 2 一 十 1 上 且 


2 100D016 一 TD 6 收 笋 ,因而 当 8 一 时 1e00C0 一 i 十 1) 


< DOI 一 1)*'6"* 一 0, 得 出 矛盾 . c, 因 了 一 x 为 充 
分 统计 量 ， 只 筑 考 虑 基于 工 的 估计 . 设 BCT ) 为 无 偏 估计 ， 则 
5 OE) pelk) = 8, D3 [C8) | petk) < co， 
其 中 pe (二 Pe(T 二 &). 对 之 7, 易 见 有 Pr 直 ) 宇 r "0, 孝 


> | 六 外 | 天 +D < co 但 尖 帮 cr 时 有 


pelk) ES PPX 六 [js<c| 可 | [3 rt, 
当 6 充分 大 ,C 与 9, 上 无关, 故 当 日 充分 大 时 
Dopp < > [BEY | Hrty, 


上 式 右 边 与 9 元 关 ， 放 左 边 不 能 等 于 9， 当 8 充分 大 ， 
44. 4a. 记 prtr ;站 二 Pol 尽 一), 则 易 见 
ptr + 11D = ptr td) 了 十 pirilr: 0) “六 
两 边 乘 甩 对 有 一 0,1…8 一 1 求 和 得 Moi 一 [1 一 言 | 以 ,其 中 人 M， 


为 授 7 个 球 时 的 EoX 值 . 由 于 My=9 一 1, 得 M. 一 8 1 一 方 | .5 


先 证 明 :; 存 在 dd, 使 1k) 一 刁 十 r)|<d. 此 因 Po(X 一 日 一 六 >) 一 
[TG 一 i 守 1 一 rr 一 1)/26, 令 d 二 rlr 一 1)/2 十 1. 如 当 


充分 大 (因而 9 充分 大 ) 尚 有 可 能 8(4) > 多 十 让 十 d, 则 当 9 二 

下 十 7 时 (李斌 十 中 一 Tr 一 1)/20) 半 0 玻 当 上 充分 大 

时 有 BR) 所 十 rf 十 rr 一 1)/2 十 1， 另 一 方面 ,车 对 充分 大 的 到 
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尚 有 可 能 C2) 委 才 十 > 一, 则 因 PelX 汪 一 7) 入 rr 一 1)/20 
县 当 上 充分 大 时 有 2 和 入 请 十 rr 十 1)12 十 1, 对 9 二 不 十 7 将 有 
Ep < 3, 与 9 的 元 偏 性 不 合 . 

现 给 定 e>0， 注 意 到 当 4 大 时 ， 

Pi 和 一 0 一 门 一 1 一 rr 一 1)726 二 OO ), 

刁 i 民 大 一 加 一 rr 十 1 一 rr 一 1)720 二 CC 2， 

PoKX 0 一 r 十 1) 一 Of 3) ， 
汶 及 上 面 证 骨 的 18(8) 一 (十 rm)1 有 界 , 易 见 若 对 充分 大 的 在 仍 能 
有 BC8) 沁 此 十 r 十 e, 则 对 8= 庆 十 r 将 有 op>B 故 让 ED) 扫 下 十 r 十 E 当 
下 充分 大 . 若 对 充分 大 的 下 仍 能 有 88)< 开 十 r 一 E, 刚 对 9 一 上 -rr 
将 有 EB<<9. 这 证 明了 | 六 外 一 (二 rss 当下 充分 大 ， 

注 作者 尚 不 清楚 本 题 中 2 的 无 偏 知 计 存 在 否 . 


45. a. 以 sx,ksp) 记 | "| MI 一 人 ms 在 a 的 条 件 下 有 
Pe 2 二 P(X ，X, 中 至 少 有 dn 十 1)72 个 不 小 于 全 


一 DD) bk,1/2) = 172， 


是 四 【 相 十 ]372 
同样 ,PCB 的 =172. 故 加 为 六 之 一 中 位 数 . 由 于 8 是 Py 的 崔 一 
中 位 数 , 对 任 给 e>0 有 和 三 Po 有 HE<172 ps 三 Pol 六 扣 9 一 
es]<<172, 故 
PB 六 a 十 &) 一 3 binsR, pl) < 172， 


(ae 十 137 全 


PABED— 0 DD bk,ps) < 1/2, 


下 Ca 十 1373 
这 说 明 如 是 0 的 唯一 中 位 数 . b. 以 六 和 记过 序 统计 量 ， 
先 证 明 ,8 是 的 一 个 中 位 数 . 为 方便 计 不 妨 设 3=0， 有 
PolB20) 一 PoCX; 中 有 不 少 于 may/2 十 1 个 六 号 
十 已 of 于 中 恰 有 a72 个 芝 0XwsD 写 一 天 oo) 二 几 十 几 ， 
由 对 称 竹 , 知 
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二 J 三 PolX; 中 有 不 多 于 nn/2 一 1 个 之 0)， 

而 由 成: 转 到 一 已 (利用 对 称 性 ) , 知 
J 二 Jy 于 Pot 一 契 , 中 恰 有 2/2 个 宇 0， 
用 tp 来 2 《一 Xm)), 

而 {一 XX; 中 怡 有 rn/2 个 衬 0} 二 {XX 中 恰 有 nn/2 个 委 0}, 因 忆 在 0 
点 连续 ,以 概率 1,X; 都 不 为 0, 故 a.s. ; {Xi 中 恰 有 /2 个 所 0) 一 
{ 中 怡 有 m72 个 之 0} ,因而 

J 二 J's 一 PolX; 中 恰 有 nn/2 个 之 0,Xowsty 入 一 六 (ww) 

=PolX 中 恰 有 ma72 个 次 0,Xojstv 迁 一 下 (0)， 

胡 2 二 2. 一 Ch 十 J 十 Ch 十 太守 PolX 中 闫 0 的 个 数 夭 ay72) 
十 PotXi 中 写 0 的 个 数 = 二 n/2) 一 1], 而 Po(9 尘 0) 宇 1/2, 同 法 (或 直 
接 由 对 称 性 ) 证 明 PoCB0) 守 1/2, 故 0 为 一 个 med (办. 

现 只 须 证 明 med (唯一 . 因 0 为 P, 唯一 中 位 数 昌 0 是 PP。 
的 连续 点 ,对 任意 小 的 se>>0, 有 Po( 一 s,0) 汪 0 之 Pot0,e). 肖 Po(| 
8 过 a) 半 PoCX; 中 有 一 个 在 (一 e,0) 内 ,有 一 个 和 福 (0,e} 内 ,n/2 一 1 
个 所 一 eyn/2 一 1 个 宇 e) 半 0, 明 所 和 欲 证 . 

当 Ps 不 是 关于 2 对 称 时 ,不 必 中 位 无 篇. 反例 :Po 一 pe -7 
(x2>0)dz yn 二 2, 请 完成 必 密 的 计算 , c, 设 六 为 Po 之 一 中 位 数 ,a 
是 P, 之 一 支撑 点 ,定义 函数 gg 一 一 (a 一 mm) 当 |u|<esg ln) 
一 5 当 |x| 守 se. 找 适 当 的 8 和 ,使 在 PP 之 下 XX 十 g( 叉 一下:) 仍 有 
中 位 数 x, 这 可 以 做 到 , 因 易 证 明 ; 当 ey 0,54 co 时 ,了 1 十 g (XX, 一 
和 2 的 中 位 区 间 一 ce ,而 当 sy 0 一 ce 时 ,其 中 位 区 闻 一 一 ce， 
而 中 位 区 间 是 连续 变动 的 . 现 引进 估计 

0 = 其 | gCK, — Xe) — m, 
在 Ps 下 ,86 古 6 之 一 中 位 数 , 且 是 唯一 的 . 后 者 证 明 如 下 ; 任 给 > 
0 可 找到 90 使 (不 妨 设 8 一 0)Po(18| <D 守 Po 一 a|<5,| 
一 a| 必 86)>>0. 前 一 个 不 等 号 出 自 g 的 定义 ,后 一 不 等 号 出 自 a 
为 Po 的 支撑 . 
对 二 1, 若 Pu 有 唯一 中 位 数 , 情 况 显然 . 在 PP 无 唯一 中 位 数 
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时 ,作者 猜测 8 没有 中 位 无 偏 估 计 . 
46. a. Xs, 为 jid. ,~ Ge “I(r > 0)dr,9 > 0,7 = 


xn 为 充分 统计 量 ,XX, 为 中 位 无 偏 估计 . 但 ECX, | 全) 二 了 不 


是 中 位 元 偏 ， 5. 设 卫 一 NC(8,1) ,一 1 之 8<1 ,XX 为 “均值 完全 ”统计 
量 . 令 XX) 二 下 当 | 之 1, 了 CX) 一 久 十 ] 当 玉宇 1 ,1(X)= 二 六 一 1 
当 六 和 一 1, 旭 A(XD 与 革 有 同一 中 位 数 8, 而 二 者 不 同 ， 也 可 以 这 
样 : 令 e>>0 充分 小 ,而 

了 (一 0 当 | 天 | 闻 e 了 (RE 一 1, 当 0<X<e, 一 一 1 当 一 sc 
XO0, 
则 meds(T 一 0 对 191<1(0ERI 也 可 以 ),; 但 工 不 为 0. 

注 1 在 问题 e, 即 使 把 节 (8T7 改 为 med(8|T), 仍 不 行 . 反 
例 : Xiid, ,一 RC0,20) ,06>>0, 玉 | 为 8 的 中 位 无 情人 生计 ,而 
了 一 maxX, 为 充分 统计 量 ， 简 单 计 算 表明 :medlX.|T) 一 271(n 一 
1) aT 其 中 位 数 等 于 n(n 一 1) 127 mg 关中 

2. 本 题 的 结果 说 明了 为 什么 “中 位 元 偏 * 的 理论 未 能 发 展 起 
来 , 虽 则 这 个 概念 在 应 用 上 上 或许 与 均值 无 偏 一 样 重要 . 

47. a. 若 有 了 两 个 MVUE gi ,gs ,考虑 (8: 十 如)72. b,c, 用 引 理 
2. 2. 

48. 设 CC 六 有 无 人 估计 g(x) ,zx 一 (zis,T,)， 往 证 g 在 R" 
上 本 质 有 界 , 因 而 GC 用 有 界 . 若 不 然 , 把 R" 中 一 切 以 整 点 为 顶点 
之 单位 立方 体 排列 为 4 ;42,…. 记 Bi {zx;zxE R*,k—l<g(zr) 
之 记 ) ,下 二 0, 土 1 ,十 2,…。. 存在 无 穷 个 让 使 工 测度 |B| 半 0, 不 妨 设 
这 些 上 中 有 一 王 列 一 so, 因而 可 找到 子 列 位 <P<<…) ,使 | 4; 站 
Bw [>0,Mj; 之 j*j 社 1 把 4 各 顶点 的 第 > 坐标 中 绝对 值 最 大 者 
记 为 cr 分 两 种 情况 :全 tcr 了 1 无界 ,1 二 rr 过 mn、 思 ) 其 他 ， 考 虑 
中 再 选 子 列 ， 不 妨 设 limez 三 00,1 所 7 太 nn, 且 车 记 有 4 的 左下 顶 


点 为 (mn ee jn) ; 则 集 D, =U [mm 十 1] ] 一 132 ,两 两 
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由 于 | 五 | 守 0, 此 处 EE 二 Ai 门 Bw ;在 Ej 中 可 找到 全 密 点 二 
以 它 为 中 心 作 边 长 为 6 汪 0 的 正 立方 体 昌 ;= fr 委 二 过 时 十 后 ， 
1in), 使 HC A, 有 1H,N El > |H,|/2. 


定义 密度 f: 在 集 Q; = UD[aisas 十 J 上 , 令 f(z) = ce /7 
< > 0 待定 . 注意 Q,,Q,,… 两 两 无 公共 点 且 |Q,| < ne, 故 
[fend Snc Hj! < oo, 
而 c 可 定 出 . 但 对 这 个 了 有 


> d 
2 fe | 2 “ 
0 2 57" "1H IM,/2 
ji 


> /2 一 Doy 
j=1 
即 
| veldz=- oo， 


故 g 不 能 为 Gt 让 之 久 估 计 . 
在 情况 @@, 取 ti} 的 子 列 ， 不妨 设 4 ,A ,… 的 相应 顶点 的 前 
r 个 坐标 皆 相 同 ,向 后 一 r 个 坐标 则 满足 情况 加 证 明 中 指出 的 条 


件 . H; 的 定义 同 前 . 定义 如下: 在 集 届 [es 十 es]( 此 集合 
于 一 有 界 区 间 内 )A(z) = “, 而 在 ,LU [aryex 十 6] 上 令 f(z) 一 


csj/ 产 .以 下 证 明 同 前 . 
49. 平凡 . 


. 
S00. 设 nn 上, 因 A 一 Ci 的 对 mat 有 无 偏 瑚 计 纪 一 自 时 
i 
为 刁 忆 一 天时 为 天 0< < 下 时 为 和 和 Xi) :再 利用 
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次 序 统 计量 为 完全 充分 . 若 # < 过, 肥 久 ,之 子 族 (P,(X 一 1) 二 1 
一 忆 ,( 久 = 二 0) 二 pp,0 扎 所 1}; 证 明 即 使 在 此 子 族 内 ,js 也 没有 无 
偏 估计 . 

51, 平凡 , 取 两 点 分 布 族 ， 

52. 和 例 :样本 臣 分布 为 Pel 一 一 1) 一 0, Po( 和 一 四 一 (1 一 
OF 0 O00 go(0)=0,g1(0) ={1—):，g,;g1 各 有 
一 无 往 估 计 为 g(x)==I(z= 二 一 1) ,g(x)= 二 T(x=0), 一 切 零 的 无 
偏 估计 有 形式 起 一 1) 一 ayrgzr) 一 一 az 一 D 1 故 go,gl 的 一 
切 匹 偏 估计 分 别 有 形 式 gokz) 二 crtz) 和 ECz) 二 car)ysc 为 常数 . 
找 cy 便 Eu(gi(X) 十 ca(X))2 最 小 对 i 二 0, 发 现 c 二 0 与 8 无 关 ， 
故 go(8) 有 MVYVUEgo. 对 i 二 1, 发 现 c 与 8 有 关 , 故 gi (09) 的 
MVUE 不 存在 . 由 于 g; 有 无 偏 舍 计 而 无 MVYUE, 完 全 充分 统计 
量 不 存在 . 

53. aa， 平凡 ,5， 上 题 中 的 gi. 

54. 固定 o( 认 为 其 已 知 ) ,g 一 g (o) 是 零 的 无 偏 估 计 , 下 是 8 
的 MVUE. 

55. 固定 oi,G3,8 的 MVYUE 存在 ,有 目 它 对 有 ,i 不 图 定 时 仍 是 
的 无 偏 估计 ,而 此 MYVUE 与 中,o 所 固定 之 值 有 关 , 故 内在 叶 ， 
学 不 固定 时 ) 的 MVUE 不 人 存在， LMVE 存在 ， 

56. 4a. 722 时 取 g(T) 一 minX;/max 及 ;一 cyc 为 适当 常数 , 则 
Eog tT) 二 0 对 一 切 9>0. n= 二 1 时 为 育 界 完全 : 设 &g 有 界 且 
| ecedz 二 0 对 一 切 8 守 > 0, 则 | .saz 一 人 对 rr 一 0,1,2,…. 因 
有 界 , 令 x 一 品 有 [gdz 一 0, 一 切 2>0, 故 gfz) 一 0ae: 工 于 
Tz 六 0. 3 一 1 时 非 完 全 :定义 &(zr) 一 一 1 当 172< 了 和 3A4 ECz) 
一 1 当 3/4<z 扫 1, 对 其 余 的 z > 0, 用 公式 g(x) 一 2g(2x) 从 
(172,1] 开拓 到 (0,co) 对 这 个 g 有 | edz 一 0 对 一 切 g>>0. 所 
设 非常 数 的 gC9) 有 无 偏 估 计 A(zy, 则 天 在 (0,ce) 非常 数 , 因 而 存 
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在 操守 0, 使 h 在 (%,20,) 内 不 a.e. 工 为 常数 ,因此 可 在 (0,,26,) 内 
找到 两 个 不 交集 有 4,8, 使 | 4| 二 | 如 | 全 0 而 及 (zt 站 hz) 当 2 
后 4 和 吾 今 mr) 一 1 当 大 和 4 一 一 1 当 工 后 吾 ,一 0 妆 证 
EE 02) 一 (A4UB), 再 按 n(x) 一 2n(2x) 和 和 n(x) 一 2 1n(x/2) 
将 其 延 拓 至 《0,co)， 则 n(xz) 为 零 的 无 篇 估计 ,而 Cove (h( 蔗 )， 
2 和)) > 0, 因 而 C(x) 不 能 是 gD 的 MYUE, 

57. a. 设 g (9) 非常 数 ,而 (2) 二 (Cz,… ,x,) 为 其 一 偏 估 
计 . 记 A 二 {10.8 十 1 十 m 一 2)", 则 存在 如, 使 (x) 在 
4 加) 上 不 为 常数 . 挠 去 天 所 都 属于 4 全 ) ,使 (1) 关上 (fs) 定 
义 阔 数 ar) 人) 一 1 人 5) 一 一 laz) = 二 0 对 其 他 xz E AC). 
再 由 AC90) 出 发 , 特 n(zx) 依次 延 拓 到 A4C% 土 1) ,46 土 2) 1 ; 以 
使 xtx) 为 零 的 无 惕 估计 (这 种 可 能 性 极 易 验 证 )， 由 “的 作法 有 
Cove (A(X) ,nC(X)) > 0. b. 证 法 与 a 一 样 ,只 是 在 选 a(on ntfs》 
之 值 时 有 变化 . 结论 是 ;如 果 条 件 名 = poti,; 不 是 对 一 切 9E 2 
避 斌 二 0,1,… sm 一 2 都 满足 , 则 除非 g(6) 为 常数 ,不 存在 g 的 
MVUE. 车 所 指 条 件 满 足 则 当 且 仅 当 有 的 一 


本 一 】 m—1 
62 “2 后 … 扩 ,时 (c 为 常数 ),g 才 有 MVUE, 证 明 还 略 有 些 


平凡 的 网 节 , 留 给 谈 者 . ce. 证 明 同 4; 车 g 不具 周 期 1 而 htzx) 为 其 
无 仿 估 计 , 则 利用 4 人 站 4 人 8 十 1) 关 和 四 易 知 存在 ,使 在 
A ) 上 不 为 常数 . 上 反之 ;车 08) 有 周期 1 则 号 (Ci) 为 gt0) 的 无 
偏 估 计 且 有 方差 0. 

s8. 非 完 全 的 证 明 平 凡 ， 后 一 部 分 证 明 与 575 相似 ,只 须 注 
意 : 闭 n(x) 有 周期 1 且 ”nCz)dz 一 0 对 某 个 (因而 一 切 )zv, 骨 
2atz) 为 0 的 无 储 估 计 , 〈 此 结论 在 样本 量 大 于 工时 也 对 ) 


S$9.， 若 对 某 铅 有 ， 例 如， | n(xz)dPa (x) 一 


由 
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| aceopodPaco > |. eldPa(z) ,给 定 cs C0,1), 记 和 = 


{187) 六 VE ac) 1 VE}sB= (gr) VE nr) 
一 VE), 则 反 (z) ==&(z) 一 en(z) 为 gC0) 的 无 偏 估计 , 且 
Es lBi(X) 一 (bo Se | Incr) ldPa Cz) 
8 


9 


十 | (gz) — g(&)| 一 en{(r) dPa (rr) 
+ | can — gC0)| + onlz))dP, (az) 
《|&(z) — gO) + eln(r) |)dPa (x) 


va, 
Es lg CX) — ge0,)| 


_ ‘| nCzYdPa(z) — | nCe)dPa Cz) 
4 机 人 4- 


一 | SA | 十 ze | az ldPs Cx). 
上 Cm A UA eH) ? 


a 


令 ey0, 最 后 一 项 为 oCe), 因 而 当 e>>0 充分 小 时 有 
Es [gi —g(0,) {< Es [lg—gte,) | 4 
这 证 明了 必要 性 .充分 性 类 似 . 后 一 部 分 平凡 (8 的 MLIUE 为 I 
(zx 一 一 1), 有 趣 的 是 ,0 的 MYUE 不 存在 ). 
60. a. 归结 为 证 明 9 有 无 偏 估计 , 即 存在 h(z) 使 /dz 一 
1，jfdz = 0, 这 平凡 ( 写 出 细节 ). 5. 求 出 9 之 完全 充分 统计 量 


T= > 7T00 志 局 委 也, 结果 :1 一 2T/n. 
1 一 1 


$61. 固定 y=% > 0., 今 TT 一 了 CT Tm ~ Eso, "ys Tms 

Yo) ; 则 TT 为 g(9) 之 无 偏 犀 计 且 方差 不 超过 不 的 方 着 , 故 

了 为 gl 站 的 MVYUE. 由 于 CX ,XX 7 7 有 完全 充分 统 
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计量 , 故 MYUE 唯一 . 这 说 明 二 了 了 只 与 1 有 关 , 同 理 
RY 只 与 Ys Ys, 有 关 , 以 下 平凡 . 后 一 问 平 凡 ， 


62. qa. es 一 ECTCX aa) 而 S 一 >)X: 为 完全 充分 统计 


量 , 故 e-* 的 MVUE 为 ET > a)1S)( 它 与 9 无 关 ). 计算 平 
风 , 结 果 为 人 1 一 Snay 170SAm > a)，( 在 这 个 及 其 他 例 中 ,往往 
看 到 无 偏 估 计 乃 至 MYUE 的 不 合理 之 处 ,如 在 此 例 , 当 S/n < a 
时 估计 PoCXi > a) 为 0, 显 得 不 合理 )， 对 a 过 0, 因 S 为 完全 充分 
统计 量 ,可 只 考虑 依赖 于 3 的 人 千 计 有 (SY、 如 它 为 无 偏 ,应 有 


1 ~ —i9 nL 2 
Ti | cye 5 tds = e 2 


因 a<<0, 当 84y0 时 ,右边 有 极限 ce, 而 按 单 调 收 黎 定理 , 左 馆 有 极 
限 0. 8 当 n 汪 2 时 0F!: 有 MVUE 为 5/n， 当 n==1 时 ,无 偏 估 计 皮 
(应 满足 | AKCz)e-wdz = 1, 对 一 切 9 > 0, 这 不 可 能 ,理由 与 a 
的 末尾 同 , c, nn 衬 2 时 ,90"'e-*” 有 无 情 估 计 苹 :TC(X) > ae) 因而 必 
有 MYUE( 何 敬 ?). 2 一 1 时 ,等 于 要 求 | h(z)e-*dz 一 e- 即 
h(x)er-mdx 二 19 > 0, 可 在 积分 导 下 对 9 求 导 . 得 | HC 
一 yesdy 二 0, 吾 (x) 二 (a 一文 )htx). 由 指数 族 的 完全 性 得 HCa 
— y) = 0a.e.L 于 (~— oo0,a) ;BD hz) = 0,a.e.L 于 (0,00); 这 不 
是 be 的 无 偏 居 计 . 

63. a. 要 算 (2ro) (fF edt |e-e-%r gz, 作 变 换 xz 
二 如 十 ox， 然后 对 (yw) 作 适 当 正 交 变 摘 , 把 积分 化 为 
(2z)-: | ie dy, | ”edyr 下 Ble 一 9) 的 MVUE 为 
ECFTCX 之 疏 | 台 ,利用 (CX) ~ NO0,0,1,1/n,1/ vn)， 对 密 
度 则 较 难 , 因 为 a = 1 时 没有 无 情 悄 计 , 是 看 出 其 解 的 形式 的 , 缚 
果 为 271iCxrtn 一 /ny -Vexp(— (ec — XY/(2n ~ 2)). ce. n=1 
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时 , 邓 (c 一 仿 当 然 有 MVUE ,密度 则 没有 ,证 明 方法 同 62<. 

64. 车 有 CX,) 为 gC0) 的 无 偏 舍 计 , 则 KC0) | hfdz 一 g(9). 
两 边 求 导数 , 解 出 

h(x) = (K(x)g' Cr) 一 K'(ryetr /Rr Fr)) 

《在 f(x) 一 0 之 处 可 定义 Cr) 一 1), hh 确 为 无 偏 估 计 的 一 组 充分 
条 件 为 {E 在 He 人 绝 邓 连续 ,对 任何 0 二 se< 9<ay| 天 | 在 (0 人 工 
可 积 ,|g'/K| 在 (0, 加 L 可 积 ,0 < 之 < 之 asg(x)/K(z) 一 0 当 
工 0}. 在 这 些 条 件 下 ,g (四 的 MVUE 为 Exh(X,)|T) ,其 中 了 一 
maxXi- 这 个 解法 有 一 个 缺点 , 即 它 要 求 上 一 1 时 有 无 偏 居 计 .而 
有 可 能 ,gC8) 的 无 偏 御 计 在 n>1 时 存在 ,但 在 nn 二 1 时 不 存在 ， 试 
研究 一 下 这 种 可 能 性 ( 举 出 例子 ). 

65. 考虑 以 样本 中 位 数 作 为 估计 . 


站， 计算 类 和 似 于 63a 题 ,结果 为 (C8, 一 贞 》/y gi 十 03). 
6b. 对 Tl Oz 无 限制 时 ， (及 ,了 , 坊 , 续 ) 为 完全 充分 统计 量 
(= DE 一) = DO 一 了 ):]， 求 出 条 件 分 布 
于 | ( 芝 , 坊 )( 利 用 Bosu 定理 知 (X, 一 受 )/sx 与 ( 叉 , 统 ) 独立 ;而 CX 
一 爱 )/szx 的 分 布 利 用 第 一 章 22 题 ) 及 了 | (了 , 吕 ). 此 二 者 独立 , 结 
果 通 过 对 数 的 积分 表 出 ,其 形式 还 要 到 决 于 卫 , 了 ,sx ,sy 的 具体 
值 , 比 较 复杂 , 如 一 04 一 0, 则 ,ss = DCX 一 ZY 十 了 CY 
一 ZJ 和 GZ 一 (m 羡 十 了 /Cm 十 nn) 为 完全 充分 统计 量 . 求 出 条 件 分 
布 CX,,Y,)| (这 ,了 ,s)t 仍 利用 Basu 定理 ， ( 汪 mb 一 | 与 


3 5 


《又 ,了 ,*) 独 立 ), 再 在 此 条 件 分 布下 求 X,<<Y 的 概率 . 计算 过 程 
及 结果 表述 都 很 复杂 . 
67.q. 平凡 。 8， 作 一 个 半径 最 小 的 圆 能 包含 全 部 样本 点 . 记 


此 贺 之 中 心 为 99, 为 半径 5, 以 站 估计 0, 5 一 2 15 估计 
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注 请 证 明 ;8 是 6 的 无 偏 估 计 而 5 系统 偏 低 , 即 Euc<cc 

68， 概 率 证 明 想 法 上 平 几 ,推导 上 有 些 繁琐 . 统计 证 明 ; 设 
四 ,下 为 下 的 i 记 样 本 ,8CX1, 叉 ,一 ( 避 , 一 基 )?/2 为 Var(CX) 的 无 
偏 佑 计 ( 若 Var(X) 一 co, 则 因 Var (这 ) 之 oo ,不待 证 )， 同 此 ,车 记 
信 ; 二 asXXi. 或 56, 视 六 之 asa 氨 玉 扩 5 或 六 放 5; 则 868《 久 ,这 ,) 为 
Vart 党 ) 的 无 偏 估 计 . 因 总 及 ( 训 ,, 匀 ,) 坊 5X, 及 :) ,上 故 得 证 ， 等 
导 成 立 当 且 仅 当 忆 (8( 久 1, 叉 ,) 一 (X11; 下;)) 二 1, 而 这 当 且 仅 当 
P(g 过 六 起 ) 一 1 才 成 立 . 


69、 可 只 考虑 基于 完全 充分 统计 量 了 = Sx 的 估计 . 了 ~ 
Pln0), 若 g(9) 有 无 偏 估计 有 ， 则 e 如 Ca) Ph) — gC0) 00. 


这 表明 震级 数 >) 四 “全 后 29.j (4) 有 收 敏 半径 -= 又 e-“ 可 展 成 收 伍 半 


径 为 oo 的 每 级 数 ， 玫 g(0) 亦 然 一 部 分 用 反 证 法 ,用 “解析 函数 
的 一 致 极限 仍 为 解析 ” 的 性 质 ， 

70-.4, 设 gtr) 为 6E (la;5) 之 一 有 界 无 偏 居 计 ,; 则 存在 常数 好 
使 lgtz)| 志 MM 于 RR". 因 对 分 布 族 {N (9,1);:a 过 86<<48}), 下 仍 为 完 
全 充分 且 为 8 之 MVUE, 故 Eslg (x)| 了 ) 二 及 ,a.s.. 由 lg| 所 MM 
有 |Esg(X) | 加 ) | 志 M a.s. ; 即 | 届 | 所 Ma s. ,这 不 可 能 . 5， 先 证 
对 任 给 的 自然 数 &, 及 下 个 互 不 相同 的 实数 上 yesy 攻 可 技 到 天 
个 互 不 同 实 数 et ee, 使 行列 式 det(Ce) 天 0, 其 中 吃 一 exp( 一 
《as 一 e172) 5i,j 二 1, 在 各 行 各 列 去 掉 公 共 因 子 , 此 相当 于 
det(ao) 天 0 其 中 心 =e， 用 归纳 法 , 当 有 一 1 时 这 成 立 ， 设 在 天 
一 1 时 成 立 , 且 找 了 as,-… ya 使 det C80) 了 057237 二 2,…, 尼 ; 则 按 第 
一 列 展开 ,有 


derCh, si sj 一 1 ，，… ,8) 一 die 
j=1 


不 妨 设 上 cz 和 et 按 归 纳 假 设 ,4, 天 0. 当 2 一 oo 时 ,注意 到 
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A si 都 与 a 无 美 , 知 上 式 有 边 7 的 各 项 相对 第 一 项 为 低 
价 (4esoy7hiecao 一 0 当 ay 习 00), 因 此 当 &a 充分 大 时 上 式 不 为 0， 
这 完成 归纳 证 时 . 

掖 行 列 式 连 续 性 ,存在 e 汪 0, 使 当 |a 一 a | 扩 e, 1 人 1 人 ,1 捞 j 
过 上 时 ;有 det (4) 关 0; 其 中 二 /=exp( 一 (4 一 0c) /2). 

因 转 移 到 及 讨论 ,不妨 设 * 一 1， 定义 估计 量 

有 (z) = rE La ea el i = ly g(r) = 0, 

其 余 z, 则 按 积分 中 值 定理 ,有 (Eg CX),"…* ,EX))' 二 DCB 
Ba)" ,也 为 上 阶 方 阵 ,其 Gi, 门 元 为 2e (2x) Wexp (一 (Qj 一 ci)*/2)， 
而 |as 一 ai| 委 si 一 1 上， 因 det (DD) 关 0, 可 选择 二,…, 妈 ,使 
Db be) = es cs)’, 

71.4. 以 pn 记 入 (0,0)? 的 密度 ， 


Ee 
C0 | dtlDdta -de 


取 分 布 族 {f(z, 扑 de :0 ERA) = (px) + C0 [| — 
i=1 


是 
ai)2ge(z))AL-CC[[C9 一 ce). 取 估计 量 z, 见 C-R 界 在 a， 
“mm 了 


,qs 处 达到 ， 由 于 CC 在 8 = 0 处 无 2 芥 导 数 , 由 24 题 知 工 是 
的 瞧 一 无 偏 估 计 . 故 微 C-R 界 在 某 点 负 E fa 和 yet} 处 达到 , 必 
须 z = Adogf(z, 人 /8|o_。 十 8B8,A,B 为 常数 . 易 见 这 是 不 可 能 
的 . 五 考察 例子 f(x) 二 g(r) 当 8 沁 Dr = 二 W(X) 十 
2 人 (1 十 庆 )-ie Ki(z) 一 ov-(z)) 当 旭 志 0， 要 注意 的 是 
af /8 对 任何 zz 为 8 的 连续 阻 数 ,又 当 8 之 0 时 flz,9) 守 0, 此 因 
2 + Ole pr) — Wr Cx)) 
ei) (rn) ee", 
而 f(z) 六 (2z) Ye 一 (此 题 可 推广 到 多 维 情形 , fa ,… ,as} 
也 可 改 为 任 一 闭 集 ). 
72. 平 几 (在 所 fs 不 a.e. 工 为 0 时 ,把 集 {zx :f(x) f(x) 计 0} 
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按 广 宇 志和 广 之 fi 分 成 两 部 分 }. 
9 k 
73. 平凡 . 注意 两 点 :证 5 时 ,把 Dp: CD) 换 成 2) (6 一 


a 
Op (sc 二 jcp;( 外 . 证 ce 时 要 留意 Xi 十 … 十 X= 1 这 个 事 
i=1 
实 ， 
74. 考察 例子 {a(2 一 rz) 1706 一 1 二 Ydr;0ER!'}) ,a>0 充 
分 小 ， 
75.G， 平凡. 5 工 一 和 CCz) 为 站 的 无 仿 佑 计 . 易 见 Covefz 人 
(2 一 0 故 Cov(6,7 一 8) 二 一 Vary(6) 0. 
76. @， 今 Y 一 xz:8TA)AFCzr9) 一 1 设 上 为 gl 四) 之 无 偏 佑 
计 , 央 Exp 一 0, 故 Covslg,) 二 Eg) 一 8 十 4) 一 g(0), 再 用 
Schwarsz 不 等 式 , 了 . 需要 g! 存在 有 limE(f(zx,6 + A 一 


1 一 BF 页 对 入 多] -例如 , 当 条 件 1 上 f(x,0 十 信 ) 一 
FOr! Gr | [A| < co > Olce 为 只 与 a 有 关 之 数 ), 且 


[jg (x,0dplz) < oo 成 立时 (控制 收敛 定理 )，c. 因为 


C-R 界 已 能 达到 ,不 能 有 更 高 的 界 ,直接 计算 也 平凡 , 4. 考察 例子 
fr DD = ee “Tx 0 ,0 08(C9) =. 


77.a. 利用 

1 Aa, 8 1 0 a — A 0 

|, Li 6 靖 [|_ a 1 0 网 
5. 在 计算 Covet8,5) 时 ,注意 EoS 二 0, 得 到 

Varsg) > (COV'V -OR , 

其 中 CD) 二 (8g1 (四 ,ag"( 四 ,… ,gC 四 ). < 这 相 于 以 下 的 和 矩阵 
结果 : 设 1 = (aD 正定 ,41 = (as 则 A471! 实 
中 中 计算 
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证 明 它 兰 0. 在 d. 注意 痊 V( 的 >0 的 假定 下 ,下 界 达 到 的 充 复 条 
件 为 COVeCg,5) 一 0. 

78, ag. 按 g(zx) 为 8 的 无 偏 估计 和 且 方 差 达到 C-R 界 709) ,可 知 
BCz) = aodogf (zr O/B be 由 Erg (XN) 一 及 Es(dogf(X, 
人 /80) 一 0 知名 一 蝇 又 由 Varg(X) = 二 J(0) 一 0, 知 a 二 上 .于 
是 94ogf (zx, /W+ = gtr) ,出 f(r.0) = ee Oh) ,h(x) 


> 0. 记 hdx 一 dv;, 有 eeavcn 一 e， 作 变换 1 一 g(x), 得 

| eazc = ef,z 为 导出 测度 . 此 方程 一 个 解 为 5Cfh)) 一 1/81 ,8 
= 0,1,2,…, 他 处 为 0, 即 Poisson 分 布 , 还 要 证 明 这 是 唯一 解 . 设 
有 另 一 个 dv* (2) 也 满足 此 方程, 则 9d2cs) = |9dv* 4),0> 


0. 邻 p 一 log8, 知 ed 一 [erdv* {t) ,有限 ， 可 设 v,v* 缘 为 
概率 测度 . 因 . 上 式 对 一 切 2E R'!' 成立, 改 9 为 克 , 按 特征 函数 唯一 
性 定理 即 知 ” = v, 于 是 只 有 Poisson 分 布 这 一 个 解 . 5.c. 的 解法 
完全 相似 . 

79.ga， EX 一 7/9 一 +r. 6. XX 为 完全 充分 统计 量 , 故 贸 为 唯一 
的 MVYUE. ce. aK:0<Ca<r ,bar, 

80. 写 出 风险 Erar 十 8 一 01)? 的 表达 式 以 进行 直接 比较 , 兼 
使 用 定理 2. 10, 可 以 解决 的 情况 有 :容许 :a 一 0,8>>0;0<a 态 1/2， 
5 之 0. 不 容许 :a 一 5 一 0ia<1,6c0ie 一 ,一切 2ic>>1 020 用 此 
法 不 能 解决 的 有 :172<a<1,5>0ia>>t16<0， 其 中 前 者 可 用 定 
理 3.2 解决 ,为 容许 的 . 

81. 9g， 如 上 题 ,BCX) 一 1/m 可 容许 ;mr 一 1,2,… 极 限 =0 不 
可 容许 . 5。 又 按 上 题 ,8=2X 一 1 为 可 容许 ,但 不 满足 定理 2. 10 的 
条 件 . ce. 不 需要 ,理由 平凡 . 

82， 利用 70 题 ,及 其 推广 到 一 端 无 界 区 间 的 情 沈 . 
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83. oa. 平凡 , 5. 与 80 题 相 似 , 也 有 些 不 能 解 淡 的 情况 . 

84， 为 利用 定理 2. 10, 要 用 变换 gq 一 包 把 参数 变 为 多 记 EsX 
一 at , 报 失 函数 (of 的 一 2 估计 axX 二 5 当 4 二 1,6 二 0 或 0<a 
<1620 而 aa 十 BE, 或 一 0 时 可 容许 . 

85、 做 法 加 上 题 对 二 项 分 布 场合 ,要 以 参数 9 一 log 二 
取代 中 损失 函数 (4 一 p80)? ,a 及 二 当 a 二 1,6 二 0, 或 a 二 0,0 志 5 扩 
1 ,或 0<a<i0sosse01 一 a) 可 容许 . Poisson 情况 类 似 , 结 果 是 ; 
a 二 6 当 a 二 1,56=0, 或 4 一 0,6 室 0, 或 0<a 之 1,b 宇 0 可 容许 . 最 
后 一 问 的 证 明 ,以 Poisson 分 布 为 例 , 设 六 ' 严格 一 致 优 于 Cx) 一 
Az 二 上; 则 ROGO,6' ) 作 ROG,6),6 宇 0, 因 而 有 RC8,6')R(O,6) ,0 
>0, 按 5 在 9>0 的 容许 性 , 知 RO,6') 一 R(8,6) ,>0. R(0,6) 
在 8 汪 0 连续 ,RR(8,8" ) 也 如 此 ， 这 是 因为 ,由 


ROO) —e HO Cr) — OP /zx! & ROO) < oo 


二 0 


知 » C86" Cx) YY/z1 当 68>0 时 收 伊 ,i 一 1,2, 而 此 为 蜂 级 数 , 故 其 


和 在 0 一 4 处 连续 ,因而 RC98,8' ) 在 9 一 0 也 连续 . 由 RC(8,6') 二 
RG) 当 9>0, 令 8940 得 R00,6") 一 R(0,8), 基 RC(98,8') 一 
民 (8,8) 对 一 切 92z0. 这 证 明了 5 在 8 取 守 0 值 时 的 容许 性 . 

注 以 上 两 题 中 指出 的 容许 估计 都 不 是 全 部 容许 估计 . 

86. 2az 的 风险 函数 为 arVars(X) 十 (1 一 a)*FEX 二 EX Cia? 十 
(1 一 a)2) 其 中 必 估 1 对 一 切 及 车 a 六 172; 则 a? 十 (1 一 a)? 对 a 的 
导数 (2 十 2)a 一 2 宇 4da 一 2>>0 与 8 无 闫 , 故 略 减 小 a 之 值 可 一 致 
地 (对 四 缩小 风险 . 例 : 指 数 分 布 2 ee 

87，1(X) 一 aX 十 的 风险 为 民 (9, 的 一 aaVars( 和 ) 十 (CE 一 G) 
下 和 一 5 而 人 1 一 a)E 一 6 一 (1 一 (a 十 交 ) 一 (1 一 上 (一 下 和 
故 因 EXs 委 1, 在 2 委 ia 十 pl 时 ,第 一 项 为 负 而 一 (1 一 a)(1 一 
EsX) 志 0， 故 略 减 小 5 之 值 ,可 使 (C1 一 a)EsX 一 5)* 下 降 . 和 车 < 
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1; 则 aXX 十 & 的 风险 一 致 地 大 于 蔗 的 风险 , 故 也 不 容许 . 

88. 考虑 和 一 NO) ,07>>0, 平 方 报 失 (8 一 d)!. 人 计量 /3 
与 2X/3 有 恒 等 风 险 ， 

89， 直 观 上 易 看 出 ,可 能 严格 一 致 优 于 纺 的 估计 是 3"” (和 ?一 
芒 jn， 为 此 只 人 须 证 

FO 一 OR/n ot On — En 一 中) 

EP WR/ Dn kn — 0):, 

这 只 须 利 用 如 下 的 简单 事实 日 车 Oa ds 0 则 IE 十 
azta2zeaBz 十 ax， 不 难得 出 RO6,6* ) 所 RC0,8) ,等 号 当 目 仅 当 0 一 
172 时 . 

90， 直 接 比较 风险 函数 ,一切 (2) 容 许 估 计 为 ;a 及 十 5,0<a 
二 1 而 5 任意 ;或 a 二 1 而 8 一 0. 两 种 情况 无 区 别 . 


91. 记 玉 一 了 Xfn, 一 六 和 (Re) 为 充分 统计 量 . 故 
已 (zz| 玉 ,2 不 依赖 于 参数 ,而 可 作为 估计 ,其 风险 不 超过 2 的 风 


险 . 算出 
FCX:|R,s) = s/n, EC(X,|,s?) 一 到 ， 


ECXX)|R,s) = Cnn — 1)-'El SIXX, | 
1 
=— (nn 一 了 )) ER — s:), 

综合 以 上 各 式 , 得 EG | 及,s7) 一 as?: 十 6 下 :十 c 芝 十 dd ;此 处 abcd 
为 常数 ,因此 ,为 证 g 的 (四) 容许 性 ,只 须 证 这 个 形式 的 估计 ( 注 
意 它 也 属于 6) 的 风险 不 能 优 于 gg 的 风险 (等 于 26na 十 33 ct) 即 
可 . 

为 计算 方便 ,把 as* 十 8’ 十 c 叉 十 4 写成 a1s1 十 如 训 : 十 cl 台 十 di 


的 形状 ,其 中 5? 二 (x 一 1)-1 3》 (8 一 斑 )*， 易 算得 
feet 
Elas’ 十 上 训 ! 十 c 蔗 十 a 一 人 一 


-i 2ta — lb gt + 
i 


地 一 1】 


az 一 241 十 1 十 总 0 十 Fb + 
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其 中 了 一 27cppej 扫 3 二 3. 为 要 上 式 总 所 2Gx 十 1) 19, 反 
沁 须 为 0, 省 则 令 9 “oo 上 式 将 一 ce, 不 可 能 竹 之 20 上 1 la. 
既 一 0, 为 使 ao' 的 系数 不 超过 2(n 十 1)-!, 了 叭 有 a = Gx 一 1)/(n 
二 12， 故 剩 下 只 人 须 证 一 好 一 0. 在 如 一 0 的 前 提 下 ,有 

= er + an) + 9d + d+ 200 + da — 1702， 

op ec 必 段 为 0. 在 ci 二 0 的 前 提 下 , 令 o>0 得 dl 必须 
为 0. 

92. 这 是 一 个 复杂 的 问题 . 考察 ws: 十 5X: ,直接 从 风险 表达 式 

上 可 以 确定 的 一 些 情况 是 容许 ;a 一 到 二 于 ,6 一 0, 不 容许 :a 天 
二 1， 5 一 0iz1630ia 生 18 必 0i 2 二 1 <e 科 1， 沙 实 0( 请 
人 不 能 这 和 样 简单 地 解决 的 情况 有 a 宇 1,8 过 0 和 a 过 


2 二 1, > 0, 这 问题 完整 的 解决 见 作者 和 吴语 光 等 著 《6 线性 模型 


参数 的 估计 理论 加. 247. 结果 是 :ar: 十 8X 当 且 仅 当 以 下 两 种 情 
咒 始 可 容许 :Da 一 (x 一 由 /rn 十 1).5=0. @a>0,5>0,{n 十 
1 一 1 十 二 和 妥 1 一 加 十 1 人 一 1-2a2 十 避 一 1 十 
2 十 1)(n 一 1) iab 十 太一 25 实 0. 满足 国 而 不 是 由 的 例子 有 ; 
0 过 a 之 (十 1)-1(n 一 1),6 > 0 但 很 小 . 


93. 取 = 十 2)-121725 对 8 二 0 时 的 子 族 N(0,a?), 按 


83 题 ,人 可 容许 . 故 存在 oo > 0, 使 RC(0,g036) < RC0,ao?;6), 但 
R00036) = 322 十 2) 而 民 (0,oo2) 二 204 十 1)-!, 因 此 
民 (0，on2zia2) — REOyGo 0) EZ 二 1) 2 十 2)-' 二 2/0n 十 
1 Cn 十 2)， 


94. 要 YAX 为 无 偏 , 条 件 是 la = 1C4 = cas)), 而 


ECX'AX) = Ya 十 > anzat 十 >》 auaiogt， 要 使 之 最 小 ,首先 
1 EE i 
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应 有 ai 一 8 当 ;天 7 这 时 下 (其 4) 二 ( aaj a 十 ea2Kaa 
! 1 
ol) 因由 一 EX2 2 (EX 一 0, 故 必 须 在 3 av 一 1 的 条 件 下 
1 


使 Day 最 小 ,其 解 为 a 二 nn ' 故 MVYUE 为 a! SK. 


对 ss 移 XAX 十 所 XX 十 ec 无 偏 ;必须 c 一 0,X 4X 无 仿 , 对 5 
无 限制 . 故 只 须 证 明 ; 对 任何 给 定 的 4,8,X'4X 无 惫 ,可 找到 ,使 


下 二 AX + PRY < Ep(X'AR + RY, 
右 一 左 一 Dar (页 一 ba, 十 >») 《已 一 D2) 0 ,es 一 EX 若 上 
1 1 


0, 就 找 2 一 0, 则 当 Dab 一 他 时 上 式 > 0. 若 Slab DA 0)， 


乒 刁 ,使 @ 人 0 0) ,上 式 仍 大 于 0, 若 二 0; 则 因 csr" edm 不 同 
时 为 0( 和 否则 关 'AX 不 能 无 偏 ), 可 设 ay 关 0. 如 an 沁 0, 令 刀 二 一 
1, 记 一 0 之 2 取 下 使; 汗 ( 这 很 容易 做 到 ), 则 上 式 仍 大 于 0. 


95, 8， 平 彤 , B， 以 RCa ,5,9) 记 估计 量 9(0) 一 a,2(1) 二 5 的 风 
险 函 数 . 计算 RG,6 ,四 一 RCO,1, 扑 ,证 明 在 a,2 满足 本 题 条 件 ， 
此 式 总 非 负 , 且 当 8 一 0 时 其 信 大 于 0. 

注 ”这样 一 个 简单 问题 而 有 如 此 难度 (用 直接 比较 风险 的 方 
法 ,难于 得 出 为 使 站 可 和 容许 ,a 和 6 应 满足 的 充 要 条 件 ), 颇 有 些 出 
大 意 表 . 由 此 也 可 以 看 出 容许 问题 之 不 易 , 因 缺乏 有 效 的 一 般 方 
法 ， 就 本 题 而 言 ,可 证 明 条 件 六 0D) 扫 上) 为 必要 充分 (参看 第 三 章 
20 题 ). 

96. a、 平凡. 5， 若 PP 一致 优 于 P* , 则 按 中 有 


上 
PAA 了 YP 二 Cn 一 DD){ DU PY /p, ll Y) 
1 l 
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二 No CY,/p” — YY)’, 

对 一 切 (Y ,ryYw)ER*. 取 了 Y= 二 1,7, 一 "二 Yw 二 0, 有 

(pi — pOCLAP 1) DD) + om Dp/p’ — 1 0. 
因 pi' 所 MCP*)<1/2; 知 (fp1' 一 1)? 一 1>0, 议 志 所 P14". 仿 此 
得 记 志 pi ;1 近 i 人 EN, 因 而 只 能 有 P 了 一 P'. 着 MCP*) 一 1/2 而 a 
实 2; 则 在 pi" 之 1/2 时 仍 有 志和 所 Po'， 车 py.' 一 1/2, 则 上 式 第 一 项 
为 8, 再 由 n>1 知 Pi=p1" , 故 仍 得 P=P*. 

97. 令 2 二 Yi/pi" 一 了 , 则 PP 一 致 优 于 P “可 表 为 


下 下 
Dpi22 十 《一 1 2 A DP.*2., 


因 Dp 2, 一 0 把 ZI 通过 ze 表 出 国人 此 处 假定 pi” 一 
ME 故 训 ”人 >0, 上 式 化 为 
rn— DD pp — ppOZ) + Cp — pd) Dp 2,)” 
z 2 
™ 
Ep dD (Pp — pI)Z,*. 
车 nn 一 1 而 Pp == 1/2; 则 取 户 二 1;ps 一 … 一 pw 一 0, 上 式 成 为 


2( 六 2 所 p22 此 式 确 成 立 ,因由 Schwartz 不 等 式 有 


nN N N N 
[ Dip*2) 二 Dp;” Dp 2 而 Dp" 一 1 一 加 一 142. 若 
字 3， . 则 可 找到 了 使 Za 不 全 为 0 而 


[Vp sprw" 与 (Mp ZsVpr" Zw] 不 成 比例 ( 即 22， 
… ,2 不 多 为 0 且 不 爹 相同 ). 这 之 所 以 可 能 ,是 因为 站,… ,Yn 只 
爱 一 个 约 东 ,因而 可 取 ( 例 如 ?72Z， 0 ZN 1 l sw ] ,再 由 


上 
> pi'Z; 一 0 湛 定 21. 一 定 有 (YY 了 w) 使 2; 二 Yi/p* 一 了 . 这 
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样 ,上 述 Schwartz 不 等 式 成 为 严格 不 等 式 ,而 这 个 已 ( 即 (1 0 
0) 严格 一 致 优 于 已 ". 若 训 ' 六 1/2; 则 N 宇 3 无 必要 , 因 这 时 (1 一 
疡 2 < 站 

98. 在 六 一 2 时 , 易 见 对 任何 (Y, ,Yi), 有 2, 二 a2Z1;, 其 中 a 二 一 
六 VC 一 页 7 )， 当 六 “在 (0,1) 变 化 时 ,a 可 取 ( 一 00;0) 内 任何 值 . 
尾 一 抽 祥 方案 二 (p,1 一 的 风险 为 

RC(pY = Zilttn 一 1)01 一 azp2 十 
(1 aT Zn lall ~ ap + na'), 
车 ==1, 则 路 非 记 的 系数 为 0,R(p) 为 p 的 严格 单调 函数 , 故 容 许 
方案 为 (1 ,0) 或 (0,1). pp 的 系数 为 0 当 上 且 仅 当 (1 一 a) (1 十 (24 一 
1)a) 一 0. 因 &< 之 0, 内 能 a 二 一 1/(2n 一 ]) 即 py* 二 1/2n 二 1/2; 这 时 
任何 方案 了 都 有 同一 风险 因而 都 可 容许 , 若 # 放 1, 则 RCp} 的 最 
小 值 在 
P= Qn Oo Dm aD i 1— Cn— 1a) 

处 达到 , 若 广 在 [0,1] 之 外 , 则 容许 方案 无 为 (1,0) 或 (0,1) 之 一 ， 
车 PEL0,1, 则 唯 此 方案 记 = (六 ,1 一方 ) 为 可 容许 ， 易 见方 E [0， 
1 的 充 要 条 件 为 (2n)7 1 寺 p' 寺 1 一 (2n)-!, pi' 二 1/2 适合 此 条 
件 , 且 对 应 的 如 一 172. 

总 结 :在 六 =2 时 , 若 z 一 1, 则 当 己 "一 (172,172)7 时 一 切 疡 江 
可 容许 , 若 己 * 关 tl172,17/2), 则 仅 有 容许 方案 (1,0) 或 (0,1) 之 一 
若 am>T, 则 当 (22 委 六 * 委 1 一 (220 时 唯 有 方案 局 ,1 一 四 可 容 
许 ; 且 pi' = 二 1/2 时 对 应 P= 二 1/2. 车 加 在 [2 11 一 (2m) 器 之 
外 , 则 C0;,1), (1;0) 中 之 一 为 唯一 的 可 容许 方案 . 总 之 ;在 N=2 
而 MCP')==1/2 时 ,不 论 n 二 1 或 >1,P'* 曾 可 容许 . 

注 前 引 令 一 汉文 章 用 一 种 精巧 的 构造 法 证 明了 :着 MCP') 
>>172, 则 即使 >>1 ,三 " 仍 不 可 容许 ,因而 彻底 解决 了 方案 已 "的 
容许 问题 在 给 定 P'* 的 条 件 下 (因而 确定 了 到 (P)) , 任 一 PE 安 
可 容许 的 条 件 问题 仍 未 解决 , 

99， 选 Z, 一 … 一 Zuv 一 0, 而 2Z,,Z,,Z, 适合 方程 
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pi Zi po’ Fs pa’ Ly = 0, bi 十 加 2 十 ja 一 0 


入 
且 Zi 7,7; 不 全 为 0 这 时 REP) 一 了》 pzi', 而 R(Q) 之 
上 


229Z 因 p; 之 givi 一 1,2,3, 而 Zi 22 不 全 为 0, 知 入 不 能 严 
格 一 致 做 于 P. 

100. 4. 在 群 G 下 , 同 变 估 计 有 形式 和 TC:C 为 常数 ,而 站 十 
C 有 期 望 的 充 要 条 件 为 EXi<co. 当 此 条 件 满足 时 ,和 一 EX 为 
同 变 无 篇 和 估计. &. 非 同 变 无 偏 估 计 存 在 的 例子 是 美 ~R 人 0 6 十 
1) ,不 存在 的 非 正 态 例子 是 筷 服 从 Laplace 分 布 2-'exp( 一 |zx 一 8 
1)qzr， 吕 实 土 ,这 分 布 族 为 完全 的 , 故 共 有 唯一 无 偏 特 计 zx， 完全 
性 的 广 明 如 下 ;由 


1 已 
Ef(X) = 2|e | scrcodz 
十 如 eforydz)| ~ 08E€R', (3) 


9 本 
对 8 求学 得 一 e-* 二 ef (rd 十 ee 上 e fridzx = 0,a.e, 
L'0E R', 此 式 与 (3) 式 结合 , 得 
Er 
e 二 ez)dz 一 0 ac 了 ,有 和 RL， 


8 
好 | ef(r)dz 一 0，a.e. 了 ,日 EC 及 1 


由 连续 性 , 知 | ef(zydz= 0, 一 切 9€ RR, 放 f(x) 二 0,a.e. 了 ， 
ER'. 
101. 在 w 二 1; 因 一 切 同 变 估计 有 形式 祥 十 C 而 EoX= 一 9, 故 下 
有 (CC 一 0 时 风险 最 小 .对 2 一 2, 因 次 序 统计 量 充 分 , 故 可 以 只 考虑 
对 称 函 数 形式 的 佑 计 ， 一 切 同 变 和 估计 有 形式 下 十 g(X, 一 XX,) ,由 
对 称 性 有 g( 一 a)==g(a)， 有 
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Cove 有 六,g) = je 十 zz)gtzi 一 To)7CrDFCrzydzidzrzA2， 


因 了 对 称 , 作 蛮 换 x! 二 一 一 一 x 知 Covs(X ,8g) 一 一 Cov 
【有 8) 即 Cove( 怀 ,有 7) 一 0 前 Varst 民 十 gCXI1 一 慷 ;) 二 Vars{ 玉 ) 十 
Vare (kg 一 2Var( 瑟 )， 等 号 当 且 仅 当 总 一 0,a.s,, 即 素 是 
唯一 最 优 同 变 估 计 .、 对 x 之 3, 去 证 车 各 为 最 优 同 变 估 计 , 则 交 的 
各 阶 中 心 距 ps 必 与 正 态 同 阶 中 心 矩 符合 ;因而 XX 为 正 态 ， 欲 证 
patti 一 0 一 0,1，2,… ;用 归纳 法 ,并 到 0 的 无 偏 合 计 & 一 (一 
2 一 机 (4 汶 适 当 常 数 ), 由 Cov( 叉 ,g) 一 0 推出 对 jw, 则 用 
0 的 无 偏 估 计 & 二 (六 ;一半 2)**( 六 ,一 并) ,由 Cov( 叉 ,g) 二 0 得 递 


mn—1 2 
推 公式 jor 一 一 >) 2j | zean 2 十 > 
ji=D 


”| 2n 、 
>) | 2 | Haast ton 2d ,再 利 和 归纳 假设 Ha = oi Oo 1)11 = gl? — 
i | 


D1/C27 Ci 一 1)1).( 注 ;用 特征 函数 法 ,本 在 只 假定 允 有 二 阶 矩 
的 条 件 下 证 明 这 结果 ， 见 成 平等 (参数 估计 》, p. 440》 

102， 利用 及 与 (XX, 一 Xa 一 其) 的 独立 性 , 间 题 归结 为 
(通过 固定 CX 一 站 sa，-… ;天 一 世 ,) 取 条 件 期 望 ) 证 明 : htc) = 
『 ay CX 十 cdz 在 c= 二 9 好 取 小 值 , 证 明 平 凡 . 

103. a. 样本 中 位 数 9 = med (1,…, 药 ,) 为 一 同 变 估计 , 故 最 
优 同 变 估 计 为 0 一 ECOIX, i ;六 | 一 六 》. 因为 当 型 这 3 时 
Es198| < ,这 个 解 在 2 六 3 时 有 意义 兰 取 9 为 及 , 则 因 Es| 及 | = 
21Pitman 估计 及 一 了 (各 | 下 一 玉 ; oyX| 一 六 ,) 对 任意 大 的 样 
本 量 也 没有 意义 . b. 当 # 守 5 时 ,名 之 oo, 证 明 :; 先 证 车 以 G 记 
98 的 分 布 函 数 , 则 当 n 守 6 时 有 GO) 一 OG 中 当 1 一 00,1 一 GU) 
= OG 当 : 一 ~， 由 此 就 不 难 证 得 | #4G < =, 当 六 6. an 
= 一 5 的 情况 简单 , 较 麻 烦 的 是 = 一 4. x 一 3 的 情况 也 简单 ， 对 一 
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| itHan—2i12 十 


27— 1 


4, 注 意 当 1 半 0 时 P82) 守 PA(X) > OP (FX, > 20)P,(X, > 
22) 宇 ct 对 某 个 c 人 0 类 位 地 ,P00>) 壕 6Po(X) > 让 Po(X， 
和 ct ,0 六 0. 故 


tdG 六 | eac 一 一 | zaa Gy) > 
mm 自 用 


一 ea 十 | ze 二 co (MW 充分 大 ). 


现 由 下 ,( 铺 )<oo 推 出 8 一 Eo(B| 六 /一 站 ,及 一 六 的 风险 之 00， 
即 在 = 池 5 时 ,上 述 最 优 同 变 估计 风险 有 限 , 但 这 还 没有 弄 清 x 所 4 
时 这 风险 如 何 . 非常 复杂 的 分 析 证 明 : 当 z 委 4 时 这 风险 无 限 ， 

104. 平凡， 

105， 方 法 与 例 2,14 同 . 取 了 一 maxi， 对 任意 的 同 变 估计 
819 一 CR ,,) 二 8g(X1,…… ,VT 在 群 G 下 不 变 , 故 为 极 大 
不 变量 SC 例 如 ,5S 一 (XX,/X,,…, 玉 /XD)) 的 函数 . 故 &8 = ThCS)， 
用 Basu 定理 (及 了 为 完全 充分 》 证 了 ,9 独立 ,因而 8 应 有 c,T 的 形 


式 . 由 Esle.T 一 0)? 最 小 得 c 一 2 + 7 
106. 方法 与 例 2.14 同 , 取 了 , = (maxX; 十 minX) /7272 一 
( maxX, 一 minX) A2. 利用 Basu 定理 及 ! maxX,,minX,) 完全 充 
分 , 知 任 一 同 变 估计 (如 ,名 ) 有 形式 (Ti 十 如 (9)Tsyhs(s)Ts) ,这 里 s 
为 极 大 不 变量 ,与 (7) ,Ts) 独立 , 由 于 Es -,(T Ta) = 0, 易 求 出 最 
优 同 变 估 计 CB* ,名 *》 中 的 名" 即 为 荆 ,2* 有 c7T 的 形式 ,ce。 由 
Eo (cea 一 1)? 最 小 来 决定 ,结果 为 Cn 十 2)n'T，. 

107， 结 果 为 上 题 的 Ti. 证 明 方 法 ;去 证 明 若 不 然 , 会 得 到 与 
上 题 逆 盾 的 结果 . 

108. 不 行 ， 虽 则 仍 可 引进 全, ,7 如 该 题 , 旦 可 把 任 一 同 蛮 估 
计 人 从, 色 ) 表 为 (T 十 hi1G) ,Ts 十 hls)) 的 形式 ,其 中 s= (CX 一,， 
及 1 一 四): 但 因 s 的 分 布 并 非 与 (名 , 扣 ) 无 美 《与 外 无 闫 但 与 多 
有 关 ) ,Basu 定理 不 能 用 . 之 所 以 :的 分 布 不 是 与 (站,8,) 无 关 , 系 
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因 G 在 参数 空间 中 的 导出 变换 群 不 止 一 条 轨道 . 

109. 最 优 同 变 估 计 为 天 Tesa. rc 二 土 ] 拘 可 ;8. |c| 志 1 均 可 ; 
ce. c= 二 0. 比 它 优 的 人 千 计 为 6Cx)= 二 x 十 1 或 x 一 1, 视 x 之 0 或 xXx 半 0 
借 定 (后 者 的 风险 当 101 守 ] 时 与 最 优 同 蛮 佑 计 之 风险 网 ,而 在 12| 
<1 时 风险 为 0)， 

110.， 如果 样本 民 ，…,X。 中 有 不 相同 的 , 则 3 一 2 CCmin 忆 十 
maxXi)=0, 而 $ 在 平移 群 下 同 变 . 车 到,,… ,及 , 相同 , 则 同 变 性 
要 求 雇 定 了 这 时 由 计 必 为 感 ,十 c, 即 了 柯 到 上 了 上 题 情 北 . 因此 最 优 同 恋 
箔 计 为 gCX1，…,X,) 一 间 , 当 XX; 不 全 相同 , 友 C 写 已) 一 大 十 ce， 
当 及 ,，,"…,X, 相同 ， 其 中 < 按 三 种 损失 依 上 题 的 鱼 果 选取 ， 它 之 
不 容许 的 理由 与 上 题 一 样 :修改 当 尺 ,一 … 一 久 , 时 g 的 定义 可 改 
善 它 . 

《任意 样本 量 之 下 最 优 同 变 估 计 不 容许 还 有 更 自然 且 很 著名 
的 例子 ; 玉 Ne) ,全 计 如, 捐 失 (oe 一 qy?/at， 在 乘法 


变换 群 下 ,最 优 同 变 估计 为 (a 十 1)- 4 一 久 )*, 它 不 是 可 竺 
许 的 ,这 证 明 较 难 ) 
4. oa、 (ZX, 阅 XXX) 或 各, (X 一 六 CC 一 叉 )), 是 完 


全 充分 统计 量 . 56,， (XX,(n 一 D1 Dx, 一 及)(X, 一 实 )0 ee， 一 
个 常 抑 的 选择 是 LipsA,p, A) 一 《 产 一 xy A Cg 一 3 十 tr AI 六 
一 五 六 ,此 姓 工 为 阶 单位 阵 ,tf 为 trace, 和 限制 取 对 称 阵 , & 记 
1" 二 及 ,A" 二 2 及 } (一 六) ,pe ,A') 为 完全 充分 , 故 


可 以 ( 见 本 题 注 ) 只 考虑 # 和 和 的 形 如 天 = .Ce 4 ) 和 均一 
fzlp" ,A ) 的 估计 量 ， 由 辣 变 性 , 取 变 挽 gj,,, 知 及 只 能 有 jx* 十 
有 A") 之 形式 ,再 由 x* ,4A4* 独立 ,及 损失 中 有 关上 的 部 分 ,可 知 瑟 
三 0 是 使 风险 最 小 的 唯一 情况 . 对 A, 职 变换 gr 由 所 变性 可 知 . 
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fz 只 与 4 有关. 再 取 gsoy 可 知 fi 应 满足 f(A'A'A) 一 
4 (44 对 一 切 非 异 4, 由 此 推出 一 切 同 变 估 计 有 形式 <4* ,ec 
为 常数 . 据 关 于 损失 的 4 部 分 易 算出 c 三 全 十 请 … 这 最 后 一 步 
有 个 “trick”, 即 ;考虑 到 同 变 估计 之 风险 与 参数 无 关 ( 因 为 参数 
空间 只 有 - :条 轨道 ) ,在 算 c 时 可取 4 二 上 的 特殊 情况 ， 

注 ”本题 的 做 法 是 先 简化 到 完全 充分 统计 量 (x" ,4 ) ,然后 
在 后 者 的 空间 内 导出 辣 变 估计 的 -- 般 形式 . 这 产 牛 了 一 个 理论 问 
题 ;分 别 以 4,T,4; 和 了 记 一 切 信 计 类 ,一切 同 变 居 计 类 、- 一 切 只 
依赖 于 Ce ,A') 的 合计 类 和 一 切 只 依赖 于 Cp* ,2A ) 的 同 变 估计 
类 . 已 知 4. 是 4 的 一 个 本 质 完 全 子 类 . 但 是 否 为 了 的 本 质 完 
全 子 类 ? 并 非 由 前 一 结论 自然 推出 ,不 过 可 以 证 明 ; 在 本 上 题 情 况 下 
这 是 成 立 的 ， 见 成 平等 (参数 估计 》,p. 366 一 376， 

112. 以 ct) 记 一 切 与 A 可 交换 (到 满足 A4=A4 的 4 和 法 阶 
正定 方 阵 的 集 . 参数 空间 导出 群 的 轨道 是 : 含 (w, 4 的 轨道 为 
(ReCC4)) 对 产 的 部 分 无 变化 ,对 4 则 不 然 , 4 的 同 变 佑 计 类 为 
一 切 满 足 荣 件 “P 7870A4 Pf/CP'A* PP 对 -一 切 阶 正 交 阵 PP 的 了 
(A)， 这 个 类 很 大 , 包 全 了 A' 的 多 项 式 exp(047) 及 4 的 收 敏 级 


数 Dye C4')”*, 要 从 其 中 找 出 风险 最 小 者 就 破 破 平 其 玲 了 . 


从 以 上 一 些 是 看 出 以 下 几 点 : 

1. 群 傅 大 ,问题 简化 愈 其 (满足 同 变性 要 求 的 估计 您 少 ) .最 
优 司 变 佑 计 存 在 的 机 会 也 请 大 ， 

2 但 是 ,除了 希 有 的 例外 ,一 般 只 在 参数 空间 导出 群 只 有 一 
条 轨道 时 ,最 优 同 变 估 计 才 存在 . 然而 ;简化 愈 彻底, 同 变 估计 的 
代表 性 , 即 它 的 意义 ,也 就 铺盖 . 

了 在 线性 变换 群 的 特例 ,可 通过 充分 统计 量 先 进行 简化 .如 
果 统 计量 为 完全 充分 且 参 数 空间 只 有 一 条 轨道 ,用 Basu 定理 ,这 
时 有 可 能 算出 最 优 同 变 估计 的 形式 ， 

113. 易 见 (下,min 叉 站 为 充分 统计 量 ( 但 非 完 全 ), 且 它 在 平移 
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群 下 同 变 . 故 所 求 的 解 为 minX, 一 EminX;|n( 叉 一 min 及:))， 此 
和 茶 件 期 得 与 9 无关, 可 就 0==0 来 算 . 以 说 < 人 < 记 六 1， 六， 
的 容 序 统计 量 , 作 变换 Zi 一 Y 了 ZI 一 有 一 了 一 2 得 (2 


2.) 的 密度 为 n1 (2r) "eexp| 一 二 [Ze (2 十 2 7C2 >0,0 
1 一 3 


FZ]. 再 作 杰 换 三 | 一 Zi ,Ws 一 Fs 十 十 ZW 一 2,3 氨 
i (注意 Wi 二 minXi Wen( 久 --minX)), 则 CW,…,W,) 有 秘 
度 

a12n) "texp(— 于 O + 2WIWa + gCWas Ws, Wo,))) 

W000 WW Ws 二 二 WW, < W,). 

号 Wi 无 美 . 出 此 式 丁 知 , CW 1,W;) 的 密度 有 

Const.exp| 去 CGa 十 2WiWW, 十 ho | I(W, > 0,W, > 0) 
的 形状 ,而 

EW IW’;) | 一 六 (eu 十 sl dusf 


J exp| 一 到 (eu 十 wa/n) "| drer 


一 一 taya 十 exp( 一 ws/2n)f 


(CV 2AnB((— vw/n)). 
所 求 之 解 为 
Wi EW IW)}) = exp(— nti — minX) /2)/ 
(VIB minX, — BR)), 
此 好 硬 为 NC0,1) 的 分 布 . 
注 参看 111 题 的 注 . 
114. a， 于 凡 . 5 一 个 例子 是 BCX) 一 和 一 了 | 和 | di 为 党 


» 3 _ +1 
数 , 其 风险 为 RO,0) < Dt D7 <| dz/r,c = 
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型 | 人 /到 十 1 人 = 邮 18A 一 1 故 
RDO) logCGd + DOM— DAMCOM — 10)), 
此 值 随 M 上 升 而 下 降 , 并 随 M~> 吕 收 钱 于 log2. c. 按 同样 想法 ， 
取 莒 充分 大 ,8x) 一 7 一 5|zx|“ 一 10. 4. 平凡 . 
115.q. X 为 完全 统计 量 . 
bp， 令 六 一 六 | 十 并 1, 了 ;一 多 1 十 六 ;并 把 fa(ziyz) 写 成 /Ci， 
yz) ;出 


上 2 2 
{dng’) 中 .exp (2 — 20) 22 | fy ,ya) dyidys = a. 
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B= { Cy, yz) sy1 后 Ri!,y; > 0}，, 
Flys dy)) = fy) + fyis — Ye). 


Crop 一 | exo| 一 2 一 28 十 oo5| FO, | ya | Yd yd ys 


Gre)! || ep| 一 让 (on — 20 十 | 


* Foyis ye Ddydys = 2a- 

对 了 一 NN(29,20),6ER',0>>0,Y1 有 完全 性 ;对 Y 了 ,一 NN(0,207)， 
|Ys| 有 强 完全 竹 , 且 袍 ,1Y,| 独 立 . 故 按 15 题 4 (7 |:|) 为 完 
全 ,因此 由 上 式 得 Flys [yz1)= 2a,a. e, L, 因为 了 只 取 0,1 两 值 ， 
故 下 只 取 0,1,2 三 值 ,因而 a 只 能 为 0,1 及 172. 

a 可取 0 和 1 显然 . 取 1/2 的 一 个 例子 是 A 二 {Cxriyza) :zi1 一 
X20}, 

ce 以 oh 和 和 和 Xm 记 次 序 统 计量 ， s 一 


(57% 一 Rj 因 wa 之 3, 变 量 : 二 (Xo 一 Xaw/s 的 分 布 与 


《8,o2 无 关 且 分 布 函 数 连 续 . 找 ae, 使 PSa) 一 ao, 令 4 一 人 Se). 
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1， 慑 碟 ,和 一 民 C0 990, 先 验 分 布 展 (0,e)， 算 样本 
(的 边缘 密度 . 
2.g&. 平凡 .五 把 鲜 中 的 孤立 点 记 为 {fayaz) 取 产 >0 于 避 


上 电 | ed 一 1/2. 在 日 上 定义 概率 测度 vv(B8) = 


D2 VI EB)+ | Acooae 存在 党 中 的 疡 零 测 集 EE,, 使 当 


TEER 时 有 CFC Fr Od = gOdy( 人 ,此 处 (zx) 一 
| fCx,0)dv0). 于 是 存在 加 中 之 二 零 测 集 C. 使 Foz, 人 一 5(T， 


的 六 xz, 当 昌 和 CO 因此 , 著 记 B= {Co 的 ;f(z,) gg(T， 
六 AD) ;网 CpX D0B) = 0, 于 是 在 在 v 零 测 集 N ,使 当 8EN 时 
fT) 一 gg 了 ,从 f(x) a.e, pz 例外 集 记 为 Do,PCDoy 二 0, 
按 y 的 取 法 及 vCN) 一 0, 知 aEN,i 实 1, 取 如 EN. 因 页 不 为 孤立 
点 , IN| 二 0 及 181>0, 知 存在 一 串 点 { 友 }CB 一 N,0.—*0,, 记 了 DD 
一 避 D,; 则 ntD) ==0, 而 对 cD 有 f(z,0,) 一 g(T,9,)f(x). 由 
ILx，*) 连续 , 知 limg(T ,如 ) 存在 且 与 地 ) 的 取 法 无 关 . 记 此 极限 
为 g(T ,00) (或 者 说 ,在 色 处 修改 原来 的 g《T, 包 ) 为 上 述 极 限 ), 有 
(zs) = g(T 了 ,606)f,(z) 1a.e, py， 用 因子 分 解 定理 . 
3.4. 明 近 近 法 ,把 点 桌 

B, = {rn rn Ti 一 十 下， 

十 (rr 一 1),4 呈 十 1,0,] 二 7 此} 
排序 为 bs,521 呈 bens 时 一 《C228 十 1X， 记 

人 cz) = by， 其 中 ;为 最 小 足 标 , 使 p(x ,58) 一 max p(x ,bs), 
易 证 总 为 加 ,可 漳 且 Cr) 一 8Cz). 【请 写 出 细节 》 
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6， 例如 ,中 损失 (8, 习作 为 d 的 函数 为 严 凸 (因而 连续 ) ,地 
(8d 一 oo 当 | dd 一 0. 名 对 每 个 4d, 存 在 e 汪 0( 可 与 4 有 关 )， 
使 若 记 gf) 二 sup {L098,Q) ;| 5 一 qd 和}; 则 对 任何 XxX( 或 a.e. 


Ar 有 | for dc0) 之 o0, 例子 :XX 一 Ni(8,1) ,8ER'， 


L(0,4d) = (0 一 4)?, 先 验 分 布 v 满足 | -1al9idy() < co 对 任 
何 a 盖 0. b.c 也 请 仔细 验证 一下. 

本 题 结 果 还 可 作 相 当 的 推广 . 例如 , 严 凸 的 条 件 可 以 用 较 轻 
的 条 件 取 代 , 只 须 L(x,* ) 连 续 且 在 行动 空间 4 上 能 达到 最 大 
值 ,比方 说 ,假定 


lim， TOd) = 0 Eo 
存在 , 有 7.(8， 4)<el9)._ 切 d 忆 A4, 这 可 以 包含 像 18 一 d 这 种 损 
内 . 

4. 令 分 布 1 为 

vel ln =1l,n = 1l,2, 

而 > 全 集中 在 11 这 点 上 ， 8={ 志 <9<o0). ). 而 样本 玉 的 分 布 为 ， 
PoelX=1)=1/20, P(X=1/2)==1 一 1/20,0 二 1,2,-…, 易 风 (1) 
二 0, 当 nn 之 1, 而 (1) 一 2. 和 vv 还 可 取得 更 自然 一 些 ,只 要 使 
(90 主 1)Y>v(8 守 1) 就 行 . 

5. a. 设 让 之 00,h(8) 之 00 语 关 由 加 知 对 任 给 e 计 0， 
有 wl0 一石 | 宇 上 三 00 一 | 宇 引 ), 取 s 二 |i 一 在] 人 2 知 
(RD 之 oo. 对 任何 a, 存 在 寿司 LC 一 2) 所 2L(8 一 4) 当 19| 详 
M( 条 件 @), 而 在 || 之 MM 内 有 LC 一 a) 志 A 之 co{l 条 件 中 ). 于 
是 LB 一 有 ) 所 2LOO 一 蕊 ) 十 A, 得 证 , 5. 后 验 风 险 

hd) = | 一 dd 

令 dr( 他 =-ArOA8)dx0 ,然后 再 以 P= 82) 变换 到 8 的 积分 ， 
得 和 ta] 一 | (一 dwr (办, 用 a. ec. XX ~ 和 N(9,1), 先 验 分 布 
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ce-a227(1 > 的 :损失 exp(0c9 一 ad)2)， 后 验 风 除 在 >/2 时 有 限 ， 
其他 处 无 限 . 

6， 磋 一 fi 十 (一 全 中 -dz 月: , 先 验 分 布 交 CI 十 六 ) 7 
d9 ,损失 (1 十 2)-1 一 4) 

7. 8,9, 平凡 , 平 几 . 


[3 
10. C= Ta 十 … 十 ww)/ [rcw)， 解 为 二 (Xi; 十 
Ful 
[3 
avla ba), 


11. 平凡 . 结果 为 (1 十 二 3X 十] “人 ， 


12.g. 把 NN 十 1 个 物件 自 左 至 右 排 列 依 深 标 号 1 十 1， 

“所 抽出 的 # 十 1 个 中 ,其 标号 自 小 至 大 第 十 1 个 ,其 上 标 导 为 i 十 
1 Ri 

4 十 1" 这 祥 的 抽取 法 有 | “| | ””“”，。”| 种 ,于 是 得 证 . 其 人 

有 些 计算 ,但 属 平凡 . 

13. a. 3) = | "avc0)/ J earco) 车 Ag 二 8 二 全 六 
0, 则 上 式 小 于 1, 而 关 /rr|:- ,一 1. b. 类 伺 . 

14， 例 1. 及 一 R00, 四 ), 先 验 分 布 信 (60>0)d8, 解 为 2x, 不 如 
37/2; 例 2， 开 一 “dr.02>0, 先 验 分 布 89711C0>>0)d8 解 为 x-!， 
风险 处 处 无 穷 . 

1s. 平凡 . 

16, 算 ECGCX) 一 g00))?, 在 (多 ,站 的 联合 分 布 PotdzrYdv(9) 
之 下 ,车 Bayes 解 间 (CX) 一 Elg()| 玉 ) 双 为 无 偏 , 算 ECX}g 
(0)), 对 98 取 条 件 算 , 为 ECg: (0)); 对 驴 取 条 件 算 ;为 EC6:CK)). 
邦和 得 ECKX) 一 g (四 ?一 0, 这 推出 Vare(5) 二 0, a. s.» 与 假定 艺 
盾 . 

17, a. 车 存在 严格 一 到 ? 优 于 了 的 ,日 R08") 二 1 一 2e 对 
某 操 汗 0 和 e>>0, 由 RC(8,8* ) 连 续 ,存在 外 省 名 使 RC0,6')<1 一 e 
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当 铠 志 0 委 册 ， 取 移 验 分 布 太 (0 和 )， 以 辣 记 站 的 Bayes 估计 的 
Bayes 风险 ,rr, 记 5" 的 Bayes 风险 ,出 普 和 rm 因 7 二 mn: (1 十 
xz ,有 
(] CO— rl Cm.) 一 Ca | (1 一 RV,6*)) 
exp(— /on do/ 一 二 ML a) nv oA) le 
| exp{— /2n Id 一 co 当下 一 oo， 
中 


辟 当 半 很 大 时 有 ”< 这 不 可 能 . 5， 的 证 了 明 比 正 态 情 况 更 简 
单 , 因 此 时 Xin 的 (广义 ?Bayes 风险 有 限 , 可 用 定理 3. 2. 

18， 原 因 在 于 先 验 分 布 大 部 分 概率 在 有 界 范围 内 .对 充分 大 
的 参数 值 而 言 , 当 无 先 验 分 布 的 调控 时 ,估计 秆 可 能 大 部 菏 在 参数 
值 附近 ,在 有 先 验 分 布 时 , 则 被 * 拉 回 ” 到 有 有 界 范围 内 ,因而 往往 增 
加 了 大 参数 值 处 的 风险 . 一 个 Bayes 解 风 险 有 限 的 例子 ;XX 一 入 
(8,1) ,平方 损 兴 , 先 验 分 布 du 多 一 人 十 更) ld Bates 解 为 


BCz) 一 工 十 | 六 ee 一 ze 0 4 -dO/f Cz) 
二 x gC) zr hx), 
其 中 f(z) = | ee 十 煞 )-'d0, 有 (分 部 积分 ) 
g(x) 一 [e290 + 久 )-sd8， 


由 于 |2841 十 有 ?| 过 1, 有 1g(z| 委 zz) 故人 (zz 委 1, 由 此 得 
出 Err) — <. 

19. 平凡 . 

20.a. 以 Biz) 记 Bayes 估计 . 证 明 疡 (rz0( 用 Schwartz 不 


等 式 ). b, 记 za, 人 一 | ea 一 9)sdy(9), 要 证 
ptt ln rp ln 1) 
Pl TIPLI+T 2 A To 1),. 
记 dz 一 (1 一 人 rd ,上 式 化 为 
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工 十 了 


] 1 ! 9 F 1 a 十 1 F | 
o< | [ls 1 (13) Ge 
da 的 一 si 
2 At 由 由 1 a 


在 .六 中 更 换 记 号 9,g, 此 式 成 为 
9 Pp | 


1 1 
| | re> me P| 5 


[BD| du(Odu(p) 2 0. 
国 被 积 函 数 实 9, 上 式 成 立 . c 与 相似. 

由 去 结合 定理 3.1,; 知 对 及 ~B(n,) 及 平方 损失 , 当 刘 不 是 非 
降 时 , 它 不 可 容许 . 不 清楚 的 是 :是 否 当 # 非 降 时 必 有 可 容许 ?这 等 
价 于 :是 非 非 降 的 6 必 为 Bayes 估计 ) 

21.a. 取 适 当 eE (0,1/2), 先 验 分 布 v(a) 一 v(1 一 2) 二 1/2, 平 
方 损失 ，Bayes 估计 与 例 3. 17 同 . 碎 瑟 一 BIO<SeS1 ,平方 
损失 . 两 先 验 分 布 :*(0) 一 "(1)=172 和 dm 的 一 (人 (1 一 分 ) 70 
<0< 站 da 产生 同一 的 Bayes 解 Xn. 

22. 平凡 . 例 ; 先 验 分 布 |1 一 81-'T(1 一 901 之 1)d8, 佑 计量: 
三 十, 

23.6. 以 政和 多分 别 记 NC8,1) 的 概率 测度 与 密度 . 设 有 估 
计 呈 满足 RC6) 一 |， Rb,3)0-1d9 一 co, 则 存在 和 ,使 R(b 5) < 
1732. 记 瓦 一 (rz) O14) ,Fa = {rz 一 | 和 1). 
由 民 ( 加 0 之 1/32 知名 (EE) 之 1/2, 区 (EN 站 RF) 守 1071. 当 
后 十 1/2 坟 多 十 3 时 ,有 (xz) /W(x) 守 e ?2 二 49 当 TE EF， 
故 有 BE 门下 实 7/10. 而 当 zEENF 时 ,有 |6(r) 一 9 守 1/4 
当 如 池 久 十 1/21 故 ROO,6) 守 3/160 二 隶 当 名 十 112 寺 0 迄 十 
3， 这样 一 来 ,我 们 可 得 到 一 申 长 度 大 于 3 一 1/2 > 2 的 区 间 (al， 
61) (Cassba): 

1 
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bp — a 2, al 一 和 所 172 之 1， (C1) 
且 RO9, 人 之 1 当 a 二 Gb 于 是 对 任何 自然 数 闻 有 


加 的 
RBS) =| RG)0 dD > >) | ROG,6)0-1d0 
$1 1 一 1Y 


性 一 ] | 
log 汉 +log 了 -和 | (2) 


i=1 itl 


写 >ylog (6 /ar) = 


由 届 ) 知 当 » 充分 大 时 及 实 ny 妃 宇 ny 邦 /ain 宇 1 一 27) ! 当 : 


mm 一 1 a—} 1 “一 1 


ji 此 处 二 一 了 二- > 0,m 选 得 充分 大 ,而 如 /al 之 n/ai. 由 
(2) 知 RO) 守 7(ogn -- logai 十 logh 一 Slogn) co, 与 RCS) 
之 oo 政 盾 . 六 的 证 明 类 似 , 请 读者 自行 写 出 . 

注 ”同样 的 方法 , 较 复 杂 的 分 析 , 可 用 于 证 明 ; 此 结 困 对 广义 
先 验 分 布 TC9 半 cf(0)d8 也 成 立 , 此 处 rgb) 4 当 8>c 而 


[feae = o0. 


24. 考虑 久 ~~BC3, 四 ) ,平方 损失 , 先 验 分 布 v(0) 二 v1) 二 1/2. 
Bayes 解 取 为 :8* (0)= 二 0;8" 01) 一 2/3,6°" (2) 一 1/13,8* (3) 一 1,; 风 
险 为 3121 一 丰 (4 一 126 十 12). 严格 一 致 优 于 它 的 估计 为 3Cx) 
二 z/3. 试 考虑 一 下 作出 这 个 例子 所 依据 的 想法 . 

25. 若 有 严格 一 致 优 于 9 的 估计 全" ==6* (X,Y 了 ), 则 RO6, gp， 
"RO, pH 对 一 切 60,g>0, 且 存在 名 汪 0,g 计 0 使 RCO,， 
R00 过 1c 这 一 1 待定 ,使 名 一 
ab ， 取 先 验 分 布 z(9 一 ai 的 | 的 一 1 而 站 的 密度 为 Const. fiexp 
(一 到 十 ao 四 ,0 待定 . 易 见 在 此 先 验 分 布 及 平方 损失 下 ,0 的 
Bayes 估计 为 (六 十 BY 了 十 十 DVAd 十 1). 取 如 ,esqd; 使 (4 十 1)… 
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=ab /dD)=b, Gt/A(dTD)=e 由 于 0<b<a<l,e>0, 
所 解 出 的 ,cl 和 4 适合 前 述 限 制 ,有 即 Bayes 解 为 3 按 6° 的 条 
件 , 有 RCO ai 丘 16 5) 才 RO9 ;ai 丘 18) 对 一 切 00, 且 不 等 号 在 6= 
品 处 成 立 , 出 于 ROO,a59;5') 是 召 的 连续 函数 ,这 将 与 8 为 所 给 
先 验 分 布下 的 Bayes 解 巴 盾 . 

证 明 的 trick 在 于 先 验 分 布 根 据 6' 去 选取 . 本题 结果 倒 并 非 
出 人 意 表 , 因 aX 十 8Y 十 c; 从 样本 到 的 立场 看 ,无 非 是 一 种 随机 化 
估计 , 它 能 是 容许 的 这 -… 事 实 自 不 足 怪 . 

26. 记 e Ai 一 rt 设 站 (区 ,了 严格 一 致 优 于 a 十 8Y 
十 c* 则 对 -一切 B30,gez0, 有 


3 Sy {at 十 多 十 c 一 Oir(O ,zx)r(p,k) 


了 = 是 二 站 


背 DH,y) — Dtb, zr gpk). (3) 
工 二 0 不 二 0 
在 3) 式 中 令 9 0, 得 
2 Car 二 Tc Or#,r) 区 
> (B05,0) 一 bsrtgzr)， — 切 0 0， (4) 


如 果 a,Bye 满足 题 中 条 件 ， 则 在 只 有 样本 工时 ,ar 十 c 可 容许 ,， 故 
zi0) 一 az 二 ez 一 0,1, 2 由 此 可 将 (3} 式 两 边 训 =0 的 项 消 
去 ,剩余 项 中 有 公 因 于 gp, 消 去 9 然后 令 9 一 0, 得 


Y， (az 十 百 十 cc 一 个》 
I=0 


D821) — Or(b,x), #0., 


工 一 让 


如 果 有 丸和 得 到 Cr,1) 二 azr 十 5 十 c. z= 二 0,1,*…. 特此 以 往 即 得 Bfz， 
功 一 az 十 2 十 c、 为 证 必要 性 ,由 4z 十 召 在 只 有 样本 天 时 的 容许 
性 可 卸 , 若 ac 不 满足 a 二 1;c==0 或 0 和 ae<l1,e 空 0, 则 可 收 政 估计 
景 sr 十 多 十 c 当 y 一 0 时 之 值 (其 他 y 值 不 变 ) ,以 得 到 一 个 比 它 严 
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格 一 致 优 的 估计 ; 邦 必 有 a 二 1,c 一 0 或 0a 过 1,c 宕 0. 即 Y 了 Y=， 
同样 得 到 必须 有 a==1;, 右 十 c 二 0, 或 0<a 过 1, 殉 十 c 宇 0. 车 4=1， 
则 世 证 c 二 0,5& 十 c 一 0, 苓 8 二 0. 若 0 委 aa<1, 刚 总 十 rc 莹 0 对 一 切记 
二 0,1,, 战 6 守 0,c 守 0. 

注 ”如 果 把 参数 pg 局 限 在 >0, 则 上 述 证 法 中 以 8g= 二 0 直接 代 
入 不 行 ,但 结果 仍 有 效 ， 请 读者 自 证 . 

27. 与 上 题 完全 相似 . 

28. a. 设 有 5 一 8CX, 了 ) 满 足 RC(60,p; 了 9) 之 R(9,g;) 二 1 对 一 
切 8ER',pED,H ROO p01 一 26 对 荣 ( 久 ,gy) 及 e>0. 由 玉 
(8 人 对 日 的 连续 性 (何故 ?) ,存在 负 人 > 总 使 RC(8,R;) 寺 1] 一 e 
当 如 S80， 取 先 验 分 布 :8 二 ,0~N(0,n) 2 一 co， 以 下 一 切 
与 第 17 题 同 . 《 注 . 此 处 又 用 了 这 个 技巧 : 先 验 分 布 与 设想 优 于 六 
的 估计 有 关 ). b. 取 先 验 分 布 g=gw( 任 选 定 EB),98~ 广 站 (8 
(1 一介) T0011)d0. 

29. a. 找 非 异 阵 4 使 A4Ah4' 二 1. 令 Y 一 AX, 有 Y~Ni(A0， 
二)， 找 行 向 量 pi' 使 pt A 二 c', 补 坟 spis 使 P=(pl :pi) 
为 正 交 阵 ( 不 炉 设 上 pi 一 1, 否则 用 cf ,代替 c), 令 Z=P' 
Y, 则 2Z~Ni(p, 了 ;而 二 0 9. DB 独立 ,Zi 一 c' 开 ,于 是 回 到 
上 题 的 情形 . 本 题 不 能 用 17 题 的 方法 解决 . 8.、 取 ( 员 :20) 的 广 


义 先 验 分 布 场 纪 一 六 )… 和 (1 一 外) -id8.…dB，》 ci 不 能 证 实 


是 Minimax 舍 计 ,以 其 没有 常数 风险 . 

30. 设 六 | 所 站 六 ,六 二 并 十 下 十 及 .十 (rn 一 rT, 为 充 
分 统计 量 , 且 有 分 布 (TC7)) 1 ez Ifr0Odry 0 取 一 
串 先 验 分布 e 01 “TC(98 汪 0)d9,ey 0 用 定理 3. 3, 得 Minimax 
估计 为 入/r, 它 有 常数 风险 一 !， 

31， 第 二 章 114 题 是 一 例 . 

32. a. 本题 的 解 要 先 设法 看 出 来 . 这 不 难 , 由 对 称 性 ,自然 在 
形 如 3S(0) 一 ea;8() 一 1 一 a(0<a<172) 的 估计 中 去 试 , 结 果 为 一 
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174，, 证 明 不 难 ， 此 解 之 最 大 风险 为 1/4,6C60) 记 1/4>R(016) 之 1/ 
4.601) 3/4=>ROO)>1/4, 而 当 600) 所 1/4,6(1) 守 3/4 时 ,R 
(1/2,8) 宇 1/4, 等 导 当 且 和 仅 当 5600) 一 1/4 一 1 一 86(1) 时 达到 ， 故 此 
为 唯一 的 Minimax 解 ,因而 容许 .5. 从 一 串 先 验 测度 得 出 的 解 
{5.) 取出 一 子 列 收 族 于 某 8, 易 证 这 串 子 列 的 Bayes 风险 的 上 极 
限 <<1/4. ce. a 中 所 得 估计 有 形式 aX 二 6,4 一 亏 ,6 一 于, 因此 它 是 
某 个 8 先 验 分 布 的 Bayes 解 . 

33. 车 上 界 为 MM 二 吕 ,固定 o> YM. 考虑 问题 :从 N (6,1) 
中 抽 iid 样本 XX 和 ,，…,XX', 去 估计 上 ,损失 (8 一 4)?. 用 佑 讨 量 人 
《Xi goX ja 其 风险 为 

RQ) = Es — = or :Eso0R ,en ,goR',) — of): 
= ao Fe (OCX ,KR,) 一 on0), 
此 处 和 ,一 人 (Cog, 二 )， 帮 按 假 定 , 上 式 最 右 一 项 不 超过 
oj af< 1 这 与 束 ' 的 容许 性 矛盾 . 

34. 取 先 验 分 布 :rz 一 1.9 一 CO0,m2) mm 一 eco， 

35. 以 正 态 为 例 , 基 有 另 一 个 Minimax 解 8, 则 有 六 (8,6) 扫 1 
兰 尺 (9 发 )、 按 定理 2. 10 的 证 明 ,得 到 1 一 六 

36， 用 定理 3. 3,2°, 取 一 串 先 验 分 布 {Ni(0,n?) 一 1，2， 


“a. 
37. 平 几 . 

38. ga. 5: 取 共 斩 先 验 分 布 (a 题 取 Dlcyd,oy7), 见 (3,26) 式 ,e 
人 一 1,4 0,ry 0sc 上 题 取 Gamma 分 布 Ce -za rzr0O)ydzya 4 


0,8y 0), 略 有 些 计算 ,但 不 难 . 答案 分 别 为 (十 1)-1 CX 一 


双 ) 和 人 十 1)-' Y 各 .五 没有 共 印 先 验 分 布 , 可 用 一 由 发布 


i 十 2 十 
Et1071-"T C0 > eyd0, Bayes 解 为 十 二 <max (Xi, Xe)， 风 
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nn 十 2 二 el iiiel™? ni 
ne [ [二 | | 
nn 十 2 十 efj ej" 好 | e111 
"(| erik [5 + 

这 样 就 不 难 算出 当 s40 时 ,Bayes 风险 一 人 十 1 ,恰好 是 合计 基 


= 2 二 nax(X， 的 风险 , 故 加 就 是 Minimax 解 . 


39. 以 第 - -个 为 例 . 固定 6 一 0, 设 对 其 信 有 sup{ 了 w(G 一 G2): 
00 一 Mo0, 对 六 (2M)?, 由 于 Ey(t5 一 2) 和 EMI, 有 Pa(|5 
一 | 志 2M) 这 3/4; 因 而 Pow:(|8 一 0 | 扩 2M) 宇 2“3/4 半 a. 故 
Port|d (20 | 守 30: — 2M) a R20 HBAa(do 2M) 
co 当 ua 一 ce 而 得 出 矛盾 另 两 例 间 样 证 明 . 

40. a 坡 8 的 先 验 分 布 R( 一 zr,mr) ,mm 一 00, 易 刘 Bayes 解 为 
DE 
2, 1 Ti TE mlm =maxth) mm — 1/2 ,6, 
《Cin (Xi) 之 一 十 1/2， 由 此 知 民 
C0,6.) = RO YI Em 1 R006) El 当天 一 1 委 19[ 扫 六 
这 样 定理 3. 3 的 2 可 用 ,得 到 Minimax 解 为 人 85， 只 须 注意 ;对 分 
布 民 C0 一 外 8 十 了 :0<o172 ,所 求 出 的 8 的 风险 不 超过 当 % 一 172 
时 的 风险 . e 的 证 明 与 上 题 相 似 . 

41. 拿 损失 18 一 | 的 情况 来 讨论 ， 如 果 广 ; 不 全 相同 , 则 该 题 
的 估计 量 # 淮 确信 计 了 #8, 此 不 能 变 . 设 另 一 估计 量 5' 规 定 在 多 ,， 
…,X, 全 相同 时 取 值 5X1). 假定 闫 5, 则 如 在 一 2 筷 + 达 2 内 有 
zo 使 6' tro) 关 BCz0); 则 当主 0 时 ,RS ,zo 一 1)>0 一 RC(6,zo 一 
1). 车 xo 过 0 刚玉 (8* ,zo 十 1) 守 0 一 RC6,zo 十 17 玻 5' 不一致 优 于 
8. 设 在 [0,2) 内 有 (z) 一 6(0z) 一 x 一 1, 则 当 8 一 致 优 于 8 时 ， 
可 依次 推出 在 [2,3).[3,4) ,内 有 6* Cr) 二 zx 一 1. 例如 ,车 2 入 x 
< 一 3 而 3" (zo) 闫 zo 一 1; 则 将 有 RC ,zo 一 1)>RC8,zo 一 1)， 类 似 
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一 2 


地 证 明 , 在 *<0 时 3 (z) 也 等 于 人 Cr) 这 证 明了 人 的 容许 性 . 要 
让 全 为 Minimax ,注意 maxR(8,5) 一 2 0 和 三 取 5'. 固定 2 一 0， 
记 各 一 人 《0 一 0 若 语 实 0;, 则 为 使 RG-1.6 妥 2 上 须 上 
二 (一 1) 一 (一 1 衬衣 1 和 2， 类 伏地 ,为 使 RC 一 i ,6° ) 去 
2 .对 ?二 一 2 一 3 中; 必须 2 守 有 =6" (一 2 一 (一 站 这 ho_y. 
汉人 写 0) 作 为 一 出 单调 有 界 数 , 必 存在 有 限 的 极限 ,因而 RC 一 7， 
人 一 2 “2?， 这 证 明了 supRt2:3 ) 之 2 “ ,因而 5 桶 为 Mini- 
max 解 ， 

42. 易 见 RG, 引 二 1， 任 耻 如 疾 人 记 人 一 min {8 (7) ,1 二 0， 
0 >0}, 取 2 一 所 /3, 易 见 R3,0' ) 半 1, 这 证 明了 8 的 容 
洗 性 且 是 唯一 的 Minimax 估计 . 

43， 想 法 : 祥 本 取 值 愈 分 散 , 可 能 参数 就 更 难 估 准 , 于 是 从 只 
取 sa 两 值 的 子 族 入 手 ， 局限 4 一 0,8==1 不 过 是 为 了 符合 二 项 分 
布 ,无 本 质 意 多 .eae. 对 Po( 忆 一 1) 一 1 一 Po 一 0 一 00<OsE1 这 
本 
二 Wn 


1 . 
一 一 一 一 一 一 ;其 党 : 1 y 一 j nn 2 、 
ZI 其 风险 (在 这 子 族 上 ) 为 常数 471(1 十 vn) ,再 证 


明 此 满足 Er 一 EXDzsd4 IC 十 wa)-: 即 可 ,这 只 顷 注 意 到 
Varr( 久 ) ErX 一 (ErX)? 即 不 难 证 (Es 对 ErX, 因 为 Fe.Fo 有 
0S:X 生 1) 五 对 一 般 a,5, 通 过 变换 二 (K…a) /tp 一 a) 化 为 a 
的 情形 . 结果 是 (十 Vn) Vn /an 十 Ca/020 二 wn)) 
‘ 试 解释 一 下 为 何 常数 项 不 是 与 5 一 a 有 关 而 是 与 5 十 a 有 关 一 一 
因为 初 看 似乎 起 作用 的 基 区 辣 长 度 ). 

注 本 题 揭示 了 求 Minimax 解 的 一 种 方法 . 先 取 分 布 族 的 
一 运 当 于 族 , 在 子 族 内 求解 ,再 证 明 所 得 之 解 在 原 分 布 族 上 风险 的 
最 大 值 不 增加 ， 下 一 也 是 用 此 法 . 

44. 取 子 族 NN(0,2M) ,86ER!, 用 上 题 注 的 想法 . 对 后 一 问 的 加 

559 


个 子 族 , 已 求 出 EsX 即 召 的 Minimax 估计 为 3 一] 买 /ma 十 


管 是 不 行 , 原 因 是 “ 注 ” 中 后 一 步 做 不 通 . 
45， 术 法 如 下 :局限 在 子 族 pi 十 ps 一 1; 则 ps 一 记 一 2ps-…1 
为 居 计 六 2， 有 271 次 试验 结 过时 1 一 让 1 一 YY 它们 是 


iid. B(1,ps), 故 在 此 子 族 内 p; 的 Minimax 估计 为 1 * 
11e = 1 1 . . 

a 一 XX， YY, A 2 Min- 
下 | 2 4 ) 十 人 >， )+ 7 也 因而 2p: 一 1 的 Min 
imex 售 计 为 此 式 的 2 售 减 去 1, 即 $ 一 一 加 CY 一 XD, 一 


ZX 一 2 再 去 验证 5 在 集 {(pi za) ;0 二 向 扫 1,0 扫 加 < 扫 
1} 上 的 风险 函数 的 最 大 值 , 是 在 集 {1 加 ,Pa):0 扫 加 一 1 一 卢 委 1}) 上 
达到 好 可 . 

46. 证 明 该 估计 为 Bayes 估计 且 有 常数 风险 . 

47， 取 Dirichlet 先 验 分 布 DCa,…,a) ,a= wm /(% 十 1) ,用 定 
理 3. 3. 

48， 对 正 态 , 用 C-R 不 等 式 . 设 估计 满足 民 (90) 扫 ma 一 
对 一 切 8 六 e 及 某 e 半 0; 以 8(9) 记 Es 一 98, 则 有 如 (6) 十 (1 十 
/nn 1! 一 8, 一 切 8 之 ce， 因 此 ,一 方面 8 有 界 , 男 一 方面 
又 有 柬 ( 全 委 Y] 一 中 一 1, 这 是 矛盾 的 . 对 Poisson ,相应 的 不 等 式 
为 8 本 ( 的 十 (1 十 入 (的 3 过 1 一 Ee 由 此 得 58669) =OCYB8) 以 及 
5 (四 过 wi 一 一 1, 但 由 后 一 式 和 将 有 8 的 所 (vv 一 e 一 170 十 con- 
st， 与 8 人 一 OU 5 ) 矛 盾 ， 

注 “ 本 题 提 供 了 一 些 更 自然 的 例子 ,说 明 Minimax 估计 可 以 
不 容许 ,更 有 兴趣 更 自然 (参数 取 自 然 空 间 , 不 受 限 制 ) 的 例子 是 
NCO,0) ,估计 本, 损失 (6 一 Ge Minimax 佑 计 


为 (x 上 DC 及 ), 它 不 容许 ,可 以 证 明 ; 估计 量 
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min{ oz 十 1 CX; 一下)',(n 十 -151X8) 一 致 严格 优 于 


它 , 见 成 平等 (参数 估计 》.p. 424. 

49，a， 问 题 在 于 : 找 不 到 一 个 形 如 ax 十 5 的 估计 ,其 风险 为 
常数 . 5， 用 和 0 题 c 的 方法 ,证 明 当 8>0,8==9 而 只 (0 的 不 大 时 ， 
RR(8/2,6) 会 很 大 . 

s0. 平凡 . 

S51， 记 2 一 TX 这 了 ), 则 22; 一 BQ1,9); 故 一 个 自然 的 猜测 是 

, ， 、 wm 1 
Ca 的 情况 下 的 Minimax 和 悄 计 2 一 证 /Ft zr /ey 它 
的 确 也 是 ,事实 上 , 若 存在 8" 一 3” (XX,, 了 了 ,… X 7) ,使 

supE C6” 一 BE < C40 十 Vn) 
则 当 有 已 ,… ,Xiid. 一 五 (1,9) ,要 在 损失 (8 一 2 之 下 求 8 的 
Minimax 估计 时 ,可 定义 了 ,=k&(X;)==1 或 1/2, 视 站 二 1 或 0 而 
定 . 这 时 Pol(X; 守 Y,) 一 PotX, 一 1) 一 9, 用 估计 量 
BK sr Ri) 一 HB* CK ROK ) ,er ,KN, AON.Y), 
将 得 到 ,sup Es(6 一 0)*<(4(1 十 Yn )?) 1, 与 已 知 结果 矛盾 . 

52, 对 n 之 3 简单 , 因 med(X,,… ,XX.}) 的 风险 有 界 . 设 n=1,8 
《z) 为 一 佑 计 , 记 
A= {zr dr) 二 一 mA B= {rr End) >— n/2), 
则 PetA) 十 PCBD) 二 Po( 六 实 n) 空 (2xn) 充分 大 ， 又 当 x 这 
时 有 届 十 X70 十 (x 十 n)?)S&1/4, 故 有 

了 Pd) 宕 4 PA), P_,(B) 41P,(B). 

若 PA) 守 (drn) 7, 则 RCO OFn/2) drn) 1 (6r) in. 
车 PoCA) < 之 Carn) 1 则 PCB) > (4xn)-!', 这 时 P_, (8)> 
(16xn) ,而 得 RC 一 ,6) 守 (84x)-in. 由 此 知 supR (9,6) 之 
《64r) 2 对 任何 ”因而 Minimax 值 为 无 限 . 

注 n= 二 2 时 ,很 复杂 的 分 析 证 明 Minimax 值 为 ce， 


561 


53. 到 f(z) 一 ce((1 二 |X I)log?(l+ [XI T,X~ f(r—0),0 
所 有 民 ,XX XX, 为 下 的 i 记 样 本 ,平方 损 尖 . 对 任 一 估计 3CX， 
,定义 A 二 人 zy TD TT 
—m/2} ,B= {ri rm TT Tm 
2}. 考虑 R(0,8) 和 民 ( 一 如 ,8)， 一 切 与 上 题 相似 . 

s$4， 取 随机 化 情况 为 例 . 设 问题 (用 随机 化 决策 时 ?的 Mini- 
max 值 为 M<oe{ 因 工 有 界 ), 则 存在 一 串 避 使 sgpR(0,6.)->M. 
以 ps; 记 用 5. 而 得 样本 zi 时 , 作 行动 a; 的 概率 . 取 子 列 16.) 使 
Pr 下放 存 在 ,1 和 j 所 mw;y 当 nr 习 co， 在 人 8w} 中 取 子 列 信 .) 使 Bo 一 
py 存在 ;1 所 j 才 rm, 当 n”>o0, 这 样 继续 下 去 ,再 到 对 角 线 序 列 , 得 
到 {8 之 一 子 到 {全 ), 俩 pr 一 psy 对 1 二 1,29 呈 Jj 一 1, 品 ,M, 当 

定义 6: 当 有 样本 x; 时 ,以 概率 p;, 取 行动 d;。 由 工 有 和 界 , 易 证 
ROO RO OB Nn 20, 因而 RO,O)SM, 对 一 切 8E8. A 
可 列 时 的 友人 秽 :A4{1,1/251/3,…},L(0,d) 一 d,Minimax 徒 为 0 但 
达 不 到 ， 后 一 场合 Minimax 解 存 在 的 证 明 同 上 .， (LC,，) 的 连续 
性 起 作用 ,这 与 上 不 同 》 

ss， 取 条 件 期 望 , 用 Jensen 不 等 式 . 

注 当 损 失 非 凸 时 ,本题 结 论 失效 ,一 个 著名 的 例子 是 和 一 吾 
Ca9) ,损失 19 一 d 1 对 某 0<r<1, 详 见 成 平等 (参数 估计 3》216~ 
220. 

56, qa. 平凡 , (Pp)SE|X—2p|=4p(l—p)’ 当 0RpRl/2, 
二 4p*( 一 户 ) 当 1/2 所 pp 入 1, 其 形状 如 图 8 所 示 , 在 pp 一 1/3 和 2/3 
处 取 最 大 值 16/27, 在 pp 二 1/2 处 没有 导数 , 5 分 析 h(p) 的 形状 ， 
看 出 关键 在 于 降低 风险 在 p= 二 1/3 和 273 处 之 值 . 可 以 把 0 处 取 
值 往 右 舍 一 点 ,2 处 取 值 往 堪 千 一 点 . 具体 说 , 取 3(z)， 

(0) = 2/7, 8(1) = 1, $2) = 1277， 
风险 函数 如 图 9 所 示 , 在 po 一 0.35774 和 1 一 pp 妊 达 到 最 大 ,为 0. 
43587; 在 p 二 0 和 1 处 之 值 为 2/7 一 0. 28571, 在 1/2 点 处 之 值 为 
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0. 35714. 
这 个 8 仍 不 是 Minimax 解 . 已 经 知道 ,此 问题 的 Minimax 估 
计 为 随机 化 的 这 从 所 举 这 些 有 代表 性 的 估计 的 克 险 都 是 双 峰 这 


“、 , 
了 六 
™ - 
™ - 
vv 地 
bb - 
1 [| 
161 1 所 
27 1 12132 
0 173 172 223 1 0 2 PB 172 
区 8 图 9 
, .| 
57，a。 先 证 明 工 | 一 Tm 区 上 | 一 0, 此 处 EE' 


表示 对 ( 久 , 从 的 联合 分 布 求 期 望 ， 这 不 难 , 因 | (1 十 家) ! 名 一 (1 
m11 

十 oo | 入 | 训 一 0 二 | 十 ?一 和 十 |( 此 处 已 记 
1 

天 一 太 11) :而 EE*X? 一 EX 一 人 (1 十 更 ) 一 1 十 到 (让 表示 对 4 


2 


2 
一 一 一 一 六 -EE"| X—8 


求 期 望 这 梯 EF， | 1 十 如 Tz 二 
of1), 而 得 证 , Bb. 平凡 
公式 的 证 明 平 凡 ,， 要 用 样本 Xi ，…,X., 和 去 估计 总 的 
(边缘 ) 密 度 fotz》， 在 此 例 中 fc(x) 有 很 好 的 光滑 性 质 ,可 以 找到 
基于 和，…X。., 和 的 巾 计 疡 (x), 使 志和 六 , 分 别 在 R'( 以 概率 
1 一 致 收 伍 于 产 和 产 <. 由 此 ,再 配合 适当 处 理 , 可 得 到 a. 0. EB 
估计 . 
59， 在 先 验 分 布 8kaaiz) 之 下 ,HBayes 解 为 8(z) 一 


_X 人 a 


p=P' (X= 
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nj atrt+a Om tat DOTn om rd 1) 
ta 十 上 十 10a 十 十 2 十 a 二 pp 一 1) ” 


i Ol ,sn 


特别 ， 


a 二 1 Ce 十 过 
Pi on 1 
TD 
(a 十 百 十 37an 二 十 5 一 1) 


于 是 


十 1 2 
和 bp™ Pi/pry = psf pis pi 


可 以 用 pa = (4 十 1)- TX 四 中 等 于 : 的 个 数 } 去 估计 . 故 
可 有 用户, /Bo 十 2 和 疡 7( 记 ,十 2 1 去 估计 请 ya 和 pz/p1( 分 每 
加 上 -是 为 了 对 付 记 , 为 0), 从 而 得 出 4a,6 的 估计 名; 名 代入 5 


zx) 中 的 a,8, 得 EB 估计 8 . 


为 证 六 为 a.o. , 仍 按 57 题 的 方法 ,考虑 13 一 56 | ,要 证 E*|8 
一 人 | 一 0 此 易 看 出 归结 为 证 E’ |6, 一 a |:-*r0,E* | 一 5|: 一 0. 
而 这 又 归结 为 证 明 

E* ‘Psnf CPn 二 2 ) OO— ps/pl’ 
> OE|pu/ po + nl) ~ p/pol:— 0. 
这 不 难 , 可 利用 下 "| 加 一 加 | "一 0 对 任何 >0， 

注 ”本题 与 第 57 题 比 更 典型 地 肇 划 了 证 明 一 个 EB 估计 为 
ao. 的 一 般 步 又 ,包括 适当 修正 估计 (分 母 上 如 ,以 及 随后 有 
关 的 收 傅 证 明 . 更 复 巢 的 模型 导致 更 繁 融 的 细节 ,但 基本 线索 仍 
相似 . 这 些 问 题 可 解 的 基点 都 在 于 :Bayes 估计 中 出 现 的 参数 ( 先 
验 分 布 中 的 未 知 量 ) :应 能 通过 历史 样本 及 1 区， 及 当前 样本 X 
去 适当 估计 之 - 这 一 点 与 所 谓 “ 可 辨识 性 ”有 关 . 
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60， 设 两 个 不 同 的 先 验 分 布 G 和 Gs 产生 相同 的 天 边 绿 分 布 
P' ,但 Gi,G: 的 Bayes 解 合 和 5 有 不 同 的 Bayes 风险 加 和 刀 , 则 
任 一 EB 估计 在 G 下 和 在 Gs 下 有 相同 的 全 面 Bayes 风险 , 它 不 
可 能 既 收 租 于 所 ,又 收 敏 于 刀 , 因 此 不 能 是 a.o, 的 . 

61、e ,利用 特征 范 数 .在 第 59 题解 答 过 程 中 已 处 理 了 ,d 
也 相似 . 

关于 不 可 辨识 的 部 分 ,对 二 项 分 布 容 易 , 因 为 当先 验 分 布 为 忆 
时 ,ZX 的 边缘 分 布 为 


i = 01 on 
这 里 w+* 是 如 的 :十 " 阶 原点 矩 . 这 样 ,X 的 边缘 分 布 愉 与 G 的 前 
2 阶 原点 第 有 关 , 而 前 = 阶 矩 有 时 (甚至 一 切 阶 矩 ) 不 足以 决定 一 
个 分 布 ， 


第 四 章 


1 之 平 几 ( 是 第 4 题 的 推论 ). 反例 :以 (0,1) 上 的 工 测 度 为 
概率 空间 ,Ytw) 二 当 G 一 ])/n 扩 wifn, 一 0 对 (0,1) 中 的 其 他 
多， 念 (三 和， 一 《77 Ti) 

2. 车 芳 , 非 O,(1), 则 存在 so 汪 0, 使 对 任何 对 < 二 co 存 在 nw; 致 
PLX | 汪 订 ) 守 6， 令 且 二 1,2,…, 定 出 各 ;nz，… 且 不 妨 设 1 过 
11,2 中 而 对 i 弃 和 yn2…} 令 二 17i, 则 
e600 但 名 XX 00 in pr. ( 若 要 使 6 ,可 令 8 一 171 当 1 之 i 和， 
mm 一 0). 对 a.s, 的 情况 证 明 类 似 , 或 用 第 4 题 . 

3. 平凡 . 结论 是 ;| 的 支撑 有 界 ， 

4. 若 所 给 条 件 满足 , 找 es 一 2 一 , 定 出 M. 一 MM.. 定义 事件 4.= 
{至 少 有 一 个 使 | 了 ,| 疙 MM.), 则 依 Borel-Catlelli 引 理 ,PCA, i,0) 
一 0, 而 在 集 (4-i.o) 上 ({X,} 在 每 点 有 界 ， 反 过 来 ,车 ,二 O01)， 
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ais; 四 了 CA) 二 1, 其 中 4={w; {1X,(w)|} 有 界 ) } = U Au,Au— 

w: | 和 Ko | 所 且 ,n 宇 1}， 于 是 pO4w)>1_e, 当 MM 充分 大 . 

5. 前 半 平 凡 ， 局 半 用 第 1 题 反 例 . 

1 不 一 定 ， 博 如 ,1XJiid ,和 一 ArCO,1). 

7，e&, 正面 平凡 ， 反 从 1: 用 C50,1) 上 的 工 测 度 为 概率 空间 ,多 ， 
Cw) 一 0 当 0<ao<1 一 172 (一 1 当 1 一 1]/ 寺 w 之 1 ;rn 宇 1. 8. 第 
一 个 反讽 : 取 六 ;为 常数 Mi'. 第 二 个 反例 可 用 第 ?7 题 的 反例 . 
c. XX 定义 为 PX E A) = (0 一 eIO0E€ 4) 十 ‘| a 十 
zly :1og 一 (1 十 |zl)ydric 盖 0 依 条 件 PEK, E RD 二 1 确定. 

注 这 些 简单 例子 不 过 说 明了 ,XX. 的 尾部 概率 趋 十 0 的 速 
度 ,与 和 ,本身 趋 于 0 的 速度 ,是 西 回 事 . 当然 ,在 比较 自然 而 非 那 
和 直观 上 显然 的 看 法 是 ,一 
串 一 wm {X,} 的 尾部 概率 趋 于 0 的 速度 熏 快 , 则 一 般 讲 ,及 , 本 身 也 
就 能 以 色 高 的 数量 级 收 做 地 0. 

容易 从 以 上 上 反例 看 出 ;车 把 “ 按 指数 速度 收 合 ” 的 要 求 加 强 为 ; 

P{U {IX, | 之 e}}<ce“, 则 本 题 结论 仍 不 变 . 

8. 平凡 . 

9， 由 {Xn 和 zcaf VC {Er} UI{Xw| 宇 c/ vn} 及 {六 
所 所 (oz 十 co Vn U1{|R | 守 co/ Yr) ,得 

Fn(x—c/ vn )—P( Ra) Bc Vn EF (7) 
Frte/ vn t+PRs | Bc/ vn ). 

利用 题 中 条 件 及 全 (zx) 一 (Y2z)-'e-" 在 R\ 十 1 上 有 界 的 审 实 . 

10， 参 见 作者 :《 中 国 科学 》 中 文 版 ,1980 年 6 月 ,p. 522, 该 文 
是 对 一 般 忌 统计 量 证 明 的 . 

11. 不 妨 设 二 0, 因 而 p= 二 a;/， 有 


rl1 
lm 一 HMOan 一 人 十 Zylanllanl™®), 
二 一 个 
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M 为 一 与 1 元 关 的 常数 .对 >0 的 项 用 Helder 不 等 式 ,得 

EClauml’lan | en Eee 
后 一 因子 有 限 . 又 因 冰 之 2, 前 一 因子 为 O(n 一 Da， 
因 7 一 x 宇 1. 再 注意 到 5 一 1<<5/2 当 1 所 5<<2 即 可 . 

12， 记名 二 mi 一声 |， 反 复 用 Helder 不 等 式 , 例 如 ,第 一 次 
有 
Flé 1 |é | Er EN EY -rN 
César | 二 | 7), 

继续 下 去 ,得 

下 | 与 | 人吉 |* < Er | Bd Er | | 
不 芒 设 一 >> 关 六 人 人 > 必 有 Nr 字 2 当 i22, 而 NA 则 可 以 实 
2, 也 可 以 在 [1,2) 内 ,若是 前 者 ,得 

Elm,, 一 pi mn — £1 = On Dl). 
若是 后 者 , 则 为 arp 2 Tees "+ i 由 于 | 2 后 
者 为 站 (了 一 (AN+2 ce 十 二 <) ) 一 ol-ew+erDi2， 册 于 ci>2AV 对 
前 者 的 情况 ,这 个 数量 级 也 成 立 . 

13. 不 妨 设 记 记 my 放 呈 六 7,， 有 
atta Herts 一 
十 ma 和 CR 一 
而 | a ee — |= | Op | | 
mmol ,| 生 #* ,用 Helder 不 等 式 
Elé7|E |é1*E ||)’, 

取 记 一 lrg, 得 (利用 第 11 题 ) 马 | 轨 | 委 4E | ma 一 pw | 个 二 0 
Cn) 或 Otn 3), 视 Lr 之 2 或 天 而 定 . 只 有 x 可 能 满足 i/ 
关 <2, 故 得 下 md 一 AH) 或 DG ), 视 
zj/m <2 或 否 而 定 . 同样 ,对 下 | aoagseo 和 一 ap 人 | 得 到 上 


述 估 计 , 一 二 > carisro 一 二 
一笑 
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14， 前 半 由 等 式 
Dx TN 4D Xa 


je i=1 


十 十 本 “Kt Nhe Re 

一 《Bi > KutetrsXie Ny 二 1) 二 …， 
按 归纳 假设 ,括号 内 各 项 省 可 表 为 工 三 (am,mw，…，mm) 的 多 项 
式 ， >x, 显然 地 如 此 . 故 》， “XH.…X4 可 表 为 工 的 多 项 式 ,这 完 


成 了 (对 六 归纳 证 明 . 

后 一 断 语 的 确切 意义 如 下 : 设 吕 (am 一 0 对 任何 
样本 值 Cz,…yzrs)? 算 出 的 cam 都 成 立 , 则 在 ”充分 大 
时 , 多项式 瑟 的 各 系数 绽 为 0, 按 假定 ,有 ECH Cass sman yn) 
二 0 对 任何 耻 EF 定义 昌 的 * 主 项 ”capgetir 是 五 的 一 
切 项 brme**mzeatt 中 ,7' 的 最 大 者 . 若 只 有 一 项 达到 最 大 , 则 这 项 
就 是 主 项 ;车 有 几 项 同时 达到 x,, 则 在 其 中 选 x'_! 最 大 者 1, 直 
到 仅 有 一 项 最 大 者 为 止 . 

记 和 [rr | ms a, 

和 meg “…mzfat 都 是 瑟 的 项 }. 
定义 随机 变量 卫 (2); 令 一 eyaw41 二 e%yK 字 ]， 
P(X(a} =— 1) = 1/2, P(X(a)} = a) = ga, 
P(X(a}) = 4a) = gar “tT ,w= 12 
9 记 0 选择 之 使 概率 和 为 1. 不 难 验 证 , 当 ae 一 ce 时 有 
Ha 3， 
表示 ,例如 ,存在 与 a 无 关 的 常数 0 之 cl 志 cs 呈 0, 使 当 a 充分 大 
时 oa 和 j( 六 Co) 这 cza*， 由 此 可 知 
DAC 
一 oo) 开 23， 
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又 取 适 当 常 数 r, 使 京 (a)= 和 ka)-+cs 有 期 望 loga， 由 此 及 上 题 可 
知 , 除 非 主 项 系数 < 二 0, 当 a 充分 大 而 后 # 充分 太 时 ,比值 
IECemsaremBais [RCa)) | /|E Coms -mitan | Ca))| 
将 可 任意 大 (此 处 Be…m2zmi4 是 五 的 任 一 项 ,而 1 文人 ?表示 在 样 
本 及 ,，… XX, 抽 自 祷 (a) 的 条 件 下 求 期 望 }, 这 与 态 二 0( 作 为 及，， 
， 汪 , 的 同 数 二 0) 训 盾 ,因而 主 项 系数 为 0, 去 掉 此 项 再 找 余下 各 
项 中 之 主 项 ,依次 证 得 五 的 各 系数 都 为 0. 
注 在 xn 一 2 时 ,再 显然 不 唯一 , 因 这 时 有 mst 一 0,k 一 1， 
Ca ;是 否 在 nn 二 3 时 :或 
maxtr; :ms Mma 
"me 时 能 证 叭 一作? 不 清楚 . 
为 二 的 项 


15. p 一 Sicaa-c, 为 常数 aa， 有 无 偏 舍 计 为 GCn 一 


1 一 十 站)-17 XX， Xi ， 按 上 题 , 它 可 表示 为 如 
(Cam pn sa) 的 形状 . 挨 人 为 所 十 c3 可 知 ECH Cm,, yn 


NN 
awm 十 5)) 与 Cc 无 关 . 把 可 Cs,mayam 十 c) 表 为 Go 
= 


ooc 的 形状 , 且 Gw 作为 芝 !，…,X, 的 函数 不 乙 等 于 0, 于 是 可 找 
到 XE 使 ECG(mms an) | 玉 ) 关 0( 否 则 与 在 分 布 族 .家 ,之 
下 ,次 序 统计 量 为 完全 统计 量 地 盾 )， 令 c 一 ce 即 得 矛盾 . 

16， 1 ,Xoiid, 为 抽 自 RC9 一 1, 介 的 样本 . 8 的 一 个 MLE 为 
二 max(X,, 义 >， 调整 成 无 偏 得 =3 十 1/3, 方 着 为 1/18, 而 无 偏 
矩 估计 271(X 十 了 ;十 1) 有 方差 1/34. 

17， 第 一 种 情况 的 例子 是 ;gp({ 一 1))= 二 g(11)) 二 1, 他 处 为 0. 
后 一 情况 的 例子 是 ;w(tA4)=I( 一 1E 4) 十 14 门 (0,1)|. 具体 验证 
不 难 . 

18， sa， 分 两 种 情况 ， 记 样本 点 为 zo 人 pl({zxo}) 一 ec 之 0. 易 
见 x({ 单 位 圆周 }) 寺 Moot 取 8 一 0 可 知 ,或 者 :对 任何 9ER: 有 
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inffe*z: | z 直 二 1)>0)7, 找 单位 园 周 上 凡 ze 为 中 点 的 充分 小 的 弧 
4 一 er |t—argzo | <erl=—1}, 记 b=p(A) B= {zrz| =1} 
— A,. 记名 二 nxo: 有 


Jo 一 e/| edptr) 2 e"/ (ber 十 We 
#1 =1 


IE: 


于 是 liminff (zx, 扩 ) 之 br 1!>c + 但 对 任何 6€ER", 易 见 Ara 人 < 


c (除非 产 的 测度 全 在 zo 一 点 ,这 没有 意义 ). 这 证 明了 :使 了 
(zxos9) 达 到 最 大 的 8 不 存在 名 p(t{xo)) 二 0; 这 时 与 上 相似 得 了 


(ton. 

b. 对 任意 a€EE,E 表单 位 圆周 ,及 充分 小 的 e>0, a-_: 和 a 
分 别 记 {xz:zE Earglta}—e<arg(tr) argta)} 和 {lr: EE,arg 
(aj<Cargtrj<arg(lay 十 e}. 因 产 在 五 上 连续 日 nx 实 2, 不 妨 设 xo， 
,Xn 全 不 同 ,因而 至 少 有 两 个 相 异 者 , 且 对 每 个 xio 上 及 e 守 0， 
(xn)+: 的 上 测度 都 大 于 0. 任 取 ER:， 以 铝 记 o6 联 线 与 五 之 交 
点 ;不妨 设 在 lg" no 中 ,与 Os 最 近 的 点 就 是 To, 且 其 次 最 近 的 
是 zw， 分 为 甲乙 两 种 情况 , 见 图 10， 先 讨论 甲 , 向 在 弛 orw 的 
中 点 全 的 偏 x16 一 边 ,在 (x10) _: 中 找 一 段 纺 48, 使 4 二 x48)>0. 


守 I0 起 sg 
FE 


和 


{ 乙 } 


( 甲 ) 
图 10 


记 遇 rio 一 上 rso—e Ti0A—=7,0<<7<e 
Ti 过 cs 7 和 NT osc 


exp[ > zn) exp 191 Cn — 1)cosb 十 cosc))， 
1 
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而 | edpcz) 六 exp( leos 中 一 人 3d. 故 (fan) > 


d"exp( | 8 有 ncost5 一 2). 由 于 按 图 甲 的 位 置 情 况 是 c 一 Tio 一 
5 池 b, 可 以 看 出 ,不 论 b 一 0 或 否 ,都 可 选择 7 沁 0 充 分 小 ,使 ncos (5 
一 D> (Cn 一 1)cosp 十 cosc- 这 样 , 只 要 上 9 充分 大 ， 


I 18) = exp' | 9 /| | eaxcoj 


可 尾 意 小 . 再 由 f(x, 从 的 连续 性 , 即 知 MLE 存在 . 图 乙 情 况 的 
讨论 类 似 . 

c. 如 果 在 所 上 有 原子 , 记 原子 集 为 4, 则 MLE 不 可 能 以 概 
率 1 存 在 . 因 著 xo 一 … 二 zw 人 ©4, 则 情况 与 a 相似 ,而 这 种 情况 的 
概率 大 于 0. 更 仔细 的 情况 是 :除了 上 述 情况 外 ,还 有 一 种 情况 
MLE 不 存在 的 :zz 都 属于 4, 只 有 两 个 不 同 的 值 gc, 而 jp 


( 开 劣 弧 a5) 一 0， 其 他 情况 MLE 全 存在 ,其 证 明 与 上 述 情 况 5 相 
似 , 请 读者 完成 之 . 
19， 样本 六 有 分 布 P(X=1) 一 68 一 48 十 1, Po(CX 一 2 一 0 一 
2F ,PAX=3)—=30— 4 ,001/2, 
20， 设 及 yy; 屁 , 为 抽 自 Cauchy 分 布 x'il 十 (x 一 六) 1dx,8 
所 及 :) 的 样本 , 似 然 方程 为 
:—8 


X 
也 (8) = Ar 一 人 
2 TT 


有 五 ( 们 一 > 人 (一 站 一 1 十 (和 一 的 52. 设 系 和 Ca， 
1 


人 1 一 4 二 1/Y 则 六 (90<0 对 ws<6, 而 方程 (1) 之 
根 必 须 在 Ce, 已 内 : 因此 (1) 恰 有 一 根 ( 在 (a,5) 内 ). 故 P( 方 程 (1) 
愉 有 一 根 ) 之 P (maxX: 一 minXi<&1/ wm >z0、 另 一 方面 , 若 min 
{|X 式 ;一 ;| :天 说 宇 228; 则 工 ( 六 一 1) 半 0 渤 L(KXi 十 1)， 礁 若 有 Xi 进 
一 之 玉 w 为 次 序 统计 量 ， 则 在 每 个 CX 一 13 关 wj 十 1) 内 有 一 根 ,1 
之 in; 每 个 (六 十 1,XXwurv 一 1) 内 有 一 根 ,1 所 i 所 nn 一 1; 共 24 一 1 
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根 . 因此 PLCQD 有 2x 一 1 不 同根 ) 守 P(X 一 XX | 之 24,1 关 7 这. 
21， f(A) 一 e 0,g 上 四， 必 有 gr) 一 co 当 | 工 | 一 co 否则 上 在 


R! 上 单调 , 广 不 成 其 密度 . 似 然 方程 为 1g (和 一 9) 一 0. 由 于 


8 严格 上 升 ,此 方程 只 能 有 一 根 . 其 必 有 一 根 ,是 因为 g 为 严 凸 ， 
故 g' (500) 二 00,g' (一 0)= 一 o0. 

注 当 一 logf 只 为 凸 而 非 严 凸 时 ,结论 失效 . 例 :Laplace 密 
度 2 :e .满足 本 题 条 件 的 典型 例子 是 入 (8,1). Cauchy 分 布 则 
是 单 峰 而 非 严 单 蜂 的 例子 . 

22. 设 革 :Xiid 为 抽 自 Laplace 分 布 ?ie 9dr 的 样 
本 ,MLE 为 样本 中 位 数 . 用 第 一 章 68 题 ,此 处 也 不 难 通过 直接 计 
算 证 明 . 

23. 平凡 . 要 注意 的 是 ,为 了 证 明 MLE 的 相合 性 ,不 必 引 用 
定理 4. 6, 可 以 直接 通过 强大 数 律 得 出 . 

24， MLE 仍 是 京 , 因 盛 为 有 理 数 (《 这 是 关键 之 点 )， 


m ] 
25. 记 总 一 (和 则 天 的 MLE 为 (hm) 之 2 (Xs 


一 下 ,此 处 卫 ; 一 CR 十 十 下 7 此 MLE 依据 率 收 丝竹 
k—1 , 
Eo ; 当 了 一 ce， 

26. 自然 而 然 的 例子 不 易 举 , 因 为 在 常见 情况 下 ,一 个 相合 信 
计 通 沼 总 是 同 具 这 几 种 相合 性 人 为 的 例子 不 难 举 出 :0ER:, 参 
数值 为 名 时 , 必 瑟 ,2 的 分 布 为 : Po(X 一 及 =1 而 了 一 六 0,1)， 设 
(R11 为 (了 的 iid. 样本 , 令 和 一 CX Yi 
9) 二 = 及 , 当 0<Y ,之 1/n; 革 二 六 ,十 1 当 1/n<Y, 太 1. 这 同时 是 
qs5 的 例子 ,ce, 的 例子 是 ;六 = 充当 0 过 了 之 nn 如一 到 十 nr" 当 
1 < < 

27. 似 然 方程 为 


(8B) = > xflogXy YX 一 房 工 一 天 -1 yiogX， 
1 1 1 
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和 一 DP XP/n. 
1 
证 明 中 58) >0( 用 Sechwartz 不 等 式 ) ,又 limA (8) 一 一 co imA(CD) 


一 log( maxX,) ,以 概率 1 有 iog maxX, > n-! ,logX,, 知 似 然 方 


程 有 唯一 解 . 又 当 或 8->0 或 ce 时 (四 者 有 一 ) , 似 然 函数 趋 于 0 
(验证 一 下 ) ,故土 述 解 必 为 MLE， 相 合 性 由 定理 4. 6 得 出 . 
28， 求 MLE 利用 指数 族 性 质 , 对 指数 族 C(p)er dm(z)， 


MLE 是 方程 4 PT = ET(X) 之 解 . 0; 的 MLF 就 是 样本 
协 方差 6% 一 a (一 和 DC 一 交大 一 (和 Ka) 
和 一 ar Dx 为 求 ,的 极限 分 布 , 先 利用 中 心 极限 定理 ,得 
Vn (Gin — 0) NOOO0,g50; 十 5) ;其 中 襄 二 n- 3 (Xi 一 


HD CK PCH 一 {A ps) ), 胃 证 明 vi 《人 im 一 Oi) —_ 0 in 
2 
Pr， 于 是 ,得 wx (6a 一 6 — N05ig;; 十 <) 此 处 站 二 


《ape 
29, 一 个 相合 估计 是 : 
1 一 max 其 | 当 maxXi< 1 一 17 wa， 
CRI er ) 一 
1， 当 ImaxX, 之 1 一 17 rm， 
( 写 出 仔细 证 明 } 
30， 对 自然 数 n, 记 二 [n/noj( 不 超过 n/no 的 最 大 整数 ) , 令 人 


{并 1) 一 1 70. "1m )， 用 Kolmogorov 强大 
数 律 . 
31. 先 设 相合 估计 名 存在 . 固定 负 算 日 , 令 多 一 包 或 页 , 视 访 
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与 集 昌 的 距离 小 于 1 或 否 而 定 , 则 多 为 渐 近 无 偷 . 反之 , 设 色 为 
浙 近 无 偏 估计 ， 则 存在 一 串 自 然 数 吉之 zs<<… ,使 max |Esb, (Xi， 


…, 久 ,) 一 9|<< 南 . 找 自然 数 N, 充分 大 ,使 


Pol | 到 (OO Ro wat ;Xi ) 一 Er. | 让 (27)71) i, 
:=1 


OE Bm NN;, 
因而 


Pl | a (OB CK v1 Kn,) — 8| 次 三才 所 1 
i 一】 
OE Bm N,. 
不 妨 设 NN 现 对 任意 自 然 数 nm 找 7 ,全 HS 
Niri: 令 i 一 [n/njj ;而 


RR) Ol > CX ovat pe ' Xn ) » 
i™l 


则 避 是 相合 估计 . 

32. 把 妇 ! 的 有 理 数 排 成 列 训 ,rs，…、 定义 Po~N(9,1), 当 8 
ER' 为 无 理 数 ; Po 一 Na ， 当 8 一 mm 一 12 5 设 下, X 
为 iid. 样本 ,县 满足 要 求 ， 

33. 2 题 中 的 参数 事实 上 , 若 包 为 一 致 相合 , 则 对 am， 
对 600,1) 有 (| 让 一 用 <172)>>172. 注意 Po~R(1 一 息 , 令 日 
一 0 将 得 忆 (| 久 | 和 273)>172, 因 而 在 参数 g 取 1 为 值 时 ,名 并 不 
依 概 率 收 分 于 1. 

34. 取 Tv. (了 ,了 ) 分 布 为 : 当 8 一 2 时 ,三 以 概率 1 取 c ,而 了 
一 尽 (0y1)0<2<1. 把 由 一 切 自 然 数 上 升序 列 人 n,m,*…) 移 成 之 
集 与 ‘0,1) 区 间 建 立 一 一 对 应 ;而 a€ C011) 所 对 应 的 序列 记 为 
(Caen)， 设 (六 1 了 1) (加,yY,) 为 (K, 了 了) 的 记 样本 ,建立 8 
的 合计 亲 ; 当 六 二 a 而 nn 世 Goonzo…) 有 时 ,各 一 四,. 车 多 ,一 a, 而 
一 ?ty 则 0<7,<< 1 时 , 令 站 二 久 , 十 1, 否 则 名 二 XX,， 显然 ,外 是 8 
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的 弱 相 合 估计 . 对 亿 ; 的 任 一 子 列 亿 ) ,以 & 记 在 上 述 一 一 对 应 关 
系 中 ,与 人 aiyma… > 对 应 之 点 , 则 由 户 的 构造 , 据 Borel-Cantelli 引 
理 , 易 见 已 -( 刀 一 一 0 

35. 平 几 . 

36. a. 据 对 了 的 假定 ,在 z 点 左边 ,与 2 充分 接近 之 处 找 一 点 
“可 满足 | /zydz> 0,| f(xydz>0. 记 | f(x)dz=p， 
则 0<p<1, 而 < 是 了 的 瞧 一 记分 位 数 ， 以 总 CCX ,和 ) 记 样本 
记分 位 数 , 则 名 (KX,"…, 芒 ,) 一 c 是 8 的 一 个 相合 估计 . 5 用 直接 
计算 密 产 函数 的 方法 ,不 难 证 明 : 若 以 p.(x) 和 g(x) 分 别 记 在 8 二 
0 时 ,2800) Ya (Gm 一 0) 和 2 了 (0) Wn Gm 一 上 的 概率 密度 , 则 有 


1 -2 
eX 
2 


prtTI TS zg pr) 


吻 见 | PCz)dz 一 1/2,| gz)dz 一 172. 于 是 , 按 Seheffe 定理 
的 证 法 ,得 到 
lim| [pCr) — g(r)ldzr = 0, 


jim Ig (x) — px) dr = 0. 
Hcy 


容易 看 出 : 找 不 到 这 样 一 个 常数 c, 使 2f(0) Yn Cm 一 c) 依 分 布 收 
黎 到 某 一 概率 分 布 . 略为 繁 元 (但 不 难 ) 的 论证 表明 ,用 任何 与 # 
有 关 的 数列 {4,},{B.) ,也 不 能 使 B71 Gm, 一 A,) 依 分 布 收 仑 ,这 一 
切 的 根子 在 于 总 体 中 位 数 不 唯 一 .对 其 他 分 位 数 , 类 似 现象 当然 
也 存在 . 这 从 一 个 角度 补充 了 定理 4. 14，(ms 密度 的 计算 :在 > 
为 奇数 时 直接 得 出 为 


路 
PCz) 盖 《2 下 十 D (FO 一 下 (zz 一 呈 十 1 
2f Ca) Yn (mas 一 2 的 密度 为 点 (e 十 zA2a) vn )， 对 工 < 过 0, 按 


对 卫 在 a 点 好 的 假定 , 易 算出 Cz)->plxr)， 对 关 为 偶数 路 时 ,用 
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上 法 处 理 2fCa) Vn (Kom 一 9) 和 2fCay vn (on 一 aa 此 二 
者 的 密度 当 r<0 时 都 收敛 于 Kz); 再 利用 ma E [KX 2) .| 
(及 山寺 这 六 为 次 序 统 计量 ). 

对 一 般 8, 只 人 须 把 上 述 a,5 改 为 a 十 8,58 十 8 即 可 (但 f(a)， 
六 所 保持 不 动 ,不 改 为 f(a 二 具 ,了 (二 站). 

2.， 设 g.(m) 是 8 的 相合 估计 . 设 s>0 充分 小 , 当 充分 大 时 
有 (下 式 可 为 p, 或 gq.) 

| [Cr) 一 px) dr < erPollg mn) | < >1— ee. (1) 
记 d 二 f(a)/ft5). 找 开 ,使 


上 dz 一 | redz 一 172 一 E， 《2) 


因 * = [crydz ~ ( VIM) -lexp(— M'/2) ,有 limeexp (M°/2) 
Er 他 
一 0. 
令 MM.=2f (6) vn Cb) NM) = gm ) A, {rb 


M . 2 
pb 二 oe—————， 本 > 人 nn n 本 = 二 HH 
ID gtr) | 宇 e}, 有 ,EE 4 全 好, 所 直 三 1z:0<zr< 


Nf, [A Ce) | 宇 s} ,B, = (0, — A,. 按 人 1 {2), 有 
| Cofz)dz 172 一 ae |， Prydr > 1/2— de 


=|， xdr < de |A,| < Se vIne lr 0 0, 


| 有 .| 为 1 的 工 测 度 . 令 妈 ==5 一 a 十 Mf/esycs 二 2f(5) vn, 有 
Pa (M, € 4,) = Pe(— dM < 2f(a) 
Va Ca — CBM/e)) < 0 gm) | > €). 
把 适合 右边 括号 内 条 件 的 一 切 m; 值 的 集 记 为 互 , 则 和 集 {2f (a) 
Vn Cp 一 (6 二 MicD)) smu€ HH} 的 上 测度 7 不 超过 4 - 5e V2x 
ex 0, 当 e 0 故 
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Ps (OY, € A) Se | pdr > 0, 当 Ee 一 0. 
故 当 eg 充分 小 而 充分 大 时 ,Po CE 和 )<174, 因 而 
Po (gm 一介 - 的 | <s)<3/42 充 分 大 ， (3) 
这 是 因为 |g,(mw) 一 6 一 2) [ze 之 |gatmmn) | >e 当 充分 小 ,而 
Pe Cgslrm) | > 6) Poe CM, € A,) 


+ Pot2f lay Va ms — Ww Me)) ES— dM) 


十 Pry (2f (6) Vn Cm — (2 — a M/c)) 0) 
+Ps B+ Mi/e, Em, E26 — a + Mc,), 
上 武 右 边 第 二 项 当 充分 小 (因而 i 很 大 ) 及 充分 大 时 可 和 任意 
小 ( 据 (C1)) ,第 三 项 当 cc 时 有 极限 1/2, 第 四 项 当 n 为 奇数 时 为 
0,m 为 偶数 时 为 | “ 
ni/2 
结合 , 即 得 (3), 现 有 
{2 ; gn Cm) TT (Cp TT a) | < s} 
TC {mdf la) va — B+ MY)) EC 
UU {m2 6) Vn Gm — (9b — a+ Mc ED,) 
Ufmd + Mc Rm a + Mic,}, 
此 处 Co—o0.0) DCO0,00). 因为 Pe BH M/Em ES —a 
十 Mfc 一 0, 当 nn 一 oot 见 上 }, 由 此 结合 吕 》, (3), 知 当 充分 大 时 
有 | ?YXz)dx<3/4. 因为 在 9 一 外 时 你 一 M/cs 之 分 布 ,就 是 在 
和 一 5 一 4 之 下 sm 之 分 布 , 故 有 ( 仍 据 (1)) 
PP Cg — Bo— a)| < e) 
EP, 2fla) va — EO,) 
二 Ps (2 Vn ms — (bo— a)) ED,)+ 


2 ">0 当 n->oo. 此 与 Pe (CME NA)<1/4 


Poa) 2 十 | Fr)dz + 0901) < 3/4， 
bl 总 
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当 E 充 分 小 党 充分 大 ,因此 6 在 点 9 一 5 一 < 处 不 相合 ,得 出 
了 矛盾 . 

d. 记 站 ,一 maxfpasoassEa 1 二 E 宝 2 外 ,一 minfzmaasoasty1 
AS) , 则 PDB 下 ) 一 1 一 已 (已 .一 六 ， 找 常数 mcs* 使 ma 十 cot 
二 0yc 十 cs=1; 易 见 关 二 ci2 十 cB 是 86 的 一 个 强 相合 千 计 . 

注 ”本题 ce. 证 明 貌 似 复 四 精 巧 ,其 实 思 想 极 为 简单 :在 8 二 0 
时 ,zm, 各 以 很 接近 172 的 概率 在 a,5 附近 (x 充分 大 时 ) , 故 当 很 
大 时 ,go 在 a 和 的 邻 域内 都 应 取 0 附近 之 值 , 另 一 方面 ,在 #8 
二 5 一 a 时 ,oz 各 以 很 接近 1/2 的 概率 取 怠 和 2 一 a 附近 之 值 . 故 
当 于 很 大 时 ,gs(2) 在 已 和 中 一 a 的 邻 域内 应 取 &8 一 a 附近 之 值 , 这 
在 所 的 邻 域内 是 互相 矛盾 的 要 求 ， 有 了 这 个 想法 , 剩 下 就 是 克服 
数学 细节 上 的 困难 问题 . 

37. 设 忆 ,和 iid. 一 rzo8)dez), 8 属于 Ri 的 开 区 间 
@@、j zi0 人 0 苛 一 切 (z 信 入 .有 X 旭 ,上 且 对 每 个 TE 190 (x， 


们 /及 在 日 上 存在 ,z 一 1,2,3, 工 (由 一 了》 logf(wys0). 设 方程 上 


(的 一 0 有 两 个 相合 解 六 : 记 . 记 呈 = 一 (zz 一 (zyz) 站 (rz) 天 
名 (x)), 则 由 中 值 定理 ,存在 内 E (8 使 工 (8) 一 0. 中 也 相 
合 . 假定 对 每 个 8 存在 t= 二 gsr; 使 sup{|Flogf7(X /8 |: 16--0| 过 
se}M(X) 而 EsM(X) 过 oo, 则 由 中 值 定理 ,KolmogoroY 大 数 律 及 
如 的 相合 性 , 易 证 nw) 一 LO) 一 0 in pr. Pe, 因而 
nO) x — TO) in pr, Pe, (4) 

T( 的 为 Fisher 信息 量 ， 由 此 可 知 ,车 取 eE 0,1)), 并 邻 人 ,={ 工 
二 Cp) 一 710) 十 e} , 则 依 (4) 式 有 Pa,) 一 1， 
但 3 门生 .一 站 , 故 Pe(S,)->0. 

38. 8 的 MLE 易 求 得 为 : 先 算出 环 , 以 扣 为 与 卫 距 离 最 近 的 
整数 , 则 名 就 是 8 的 MLE. = 名 有 分 布 

PB — Ek) 一 PollR—k| A122) 
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| (+t -0 gl v (一 2—0|. 
他 如 

无 偏 性 显然 ,相合 性 :Po(8 一 公 一 理 ( wii /20) 一 (一 Vn /20)> 
1]. 及 

_ VAGtD| mv 人 一 172) 

va 四 -2 全 CELL -直人 有， 
按 公 式 (1 一 更 (z)) 一 (Y2rr)-iexpf 一 za/2 当 -cof 两 边 比 值 趋 
于 1( 下 同 ), 有 
Var 的 一 20w2n -oexp 


Bo? 


和 》! 易 见 为 2 二 oC1), 故 
i=1 


Vars(@) ~ d(C v2na) ‘sexp| 一 吉 | , 


39. g. 平凡 .结果 为 ;均值 一 exp (9 十 /2) 方差 下 一 exp 
(20To) (exp(toD) 一 1). Bb. 四 的 MLE 为 名 =exp(Y 十 S*/2),S: 一 


"CY, 一 Fy?, 由 于 与 5 独立, 有 
Eo.2 (0.) = Eo (er)Eoz les) 


加 Cn _ 1}o? a —tn—1) /2 
= exp a 1 | 3 
人 人 一 了 7 2 nl 
由 于 exp 一 | > [1 一 和气 ; 上 式 总 大 于 全 ;但 
{ _ 1} 2 2 nl 
exp| “(1 人 | 一 1 当 moo, 故 色 渐 近 无 


偏 .e， 平凡. @& 由 于 
v 责 (了 十 Sz/2 0 0 >N 


:1 
,0 十 3) ， 
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有 VB 0 Na 十 于) 一 exp(g + /2) = 
be 平凡 ,结果 为 (e” 一 1)/|a + 去 
时 接近 1. 

40， 以 后 记分 布 sexp( 一 e 0) 的 2 十 1 分 位 数 . 车 在 方 
程 etXu 一 弛 一 ca 中 把 蕊 换 成 拓 ,， 则 由 ae 一 z 一 cu 所 is 宝 四 按 
最 小 二 乘法 得 出 的 解 , 就 准确 地 等 于 ac 和 2, 即 


二 Xe。 一 of Dx, 一 有 一 三 。 一 Cf 
i=1 i=1 
全 一 Dee, 一 ef) CE — &,) 
i 二 1 i=] 
下 二 才 一 c/a {&, 二 ay1e。] . 


,总 大 于 1, 当 到 接近 0 


由 以 上 得 
在 一 a 二 Dx,e, 一 cy CX; 一 X,Y 
一 Dalen /DD C6 一 所 )2 
一 > Xu 一 co 人) (一 总 ) 
t=1 iel 


= DE RN/ DE Dy 


.ED 
注意 到 以 下 几 点 事实 :记分 布 exp( 一 e “2) 的 均值 为 gx 方差 


1 > 一 各) 0 D) Ki — HR) /nr 0,a.s., 
i=1 + 一 1 


2°. > 《cu 一 CA /RE > csifn — | — log(— logz)dz 
1 一 1 im~1 8 


€ (0,co)， 
Dx/n = DX/n pe 十 oya.s. 
利用 这 些 此 实 得 
> ce。 一 各}? 一 > (X, — RK)! = oln) a.s,, 


(Px, 一 co 让 去 Dx De, 一 ca = om) ,a. s.. 
于 是 得 /一 0(1) ,a.s. 
J2 的 处 理 较 复杂 给 定 se>8 充分 小 ,把 J 分 为 


J = ;十 = 5 /Dé y+ 5 /Vey, 
i 二 1 i=1 
其 中 2 一 Dm eX 一 bs) cw 一 0o)) 2 一 


DK 一) en 一 6) 一 了 .以 下 记 分 布 exp (一 "0),f 
i=1 


记 玉 的 密度 ,和 记 min{f(z):e/2 扩 F(z) 斥 1 一 e/2}; 有 Rh2>0. 又 以 
下 记 蔗 1 ,X, 的 经 验 分 布 ,由 Glivenko 定理 ,有 
sup |F, (x) — F(x)| =% -rr 0,a.s. 
记 了 = 人 {il1SiSnyei/(n 十 1) 太 1 一 e}. 以 概率 1 成 立 : 当 半 充分 
天 时 ,ET 和 GE 和 一 (rie/2 扫 FICr) 扫 1 一 sf2， 以 下 省 略 “ 以 概 
率 1” 一 词 , 有 
|FCXS) — FAK) | 0， 

i 
天 十 二 a 
故 让 (Xa) 一 (84) 二 CB)CR6s 一 &)~*0, 此 处 户 介 于 和 六。 之 
闻 , 二 QQ; 而 当 * 充分 大 时 (对 一 切 iET 同时 成 立 )X。 也 属于 QQ， 
故 8EQ@, 因 而 A( 让 之 h， 故 

一 001) 当 n 一 00 一致 地 对 i EE QQ， 


IFCé,) 一 并 (Xe = 


— 人 0, 


因此 
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12 | = Pleo = ol Vn), 
而 二 0C1) va. s.. 最 后 
[DD 6 (ew — co)! = HH;, 
其 中 态 / 扎 5xo: a.s. ;而 
lim Ha/n 一 | log( 一 logz) 一 cyzdz 


十 | {— log( 一 logz) 一 c)2dr， 
1—t 


此 处 < 一 [ 一 xlog( 一 logzxYdx. 任 给 6 >0, 可 取 >0 充分 小 ,使 
上 式 小 于 .因此 五 ;入 ein( 以 概率 1 当 n 充分 大 时 成 并 )， 结 合 


以 上 ,得 |22 “| 志 V5 en; 以 概率 1 当 充分 大 , 由 此 ( 因 6>0 
的 任意 性 ) 得 J, 二 0(1) ,a.s. ,这 完成 了 翅 强 相合 的 证 明 ， 因 为 当 
nooH ,及 ,Ca. s. ) 和 总 同 以 Fk 为 极限 而 [ee ; 知 Cr ed 
Da. 3.. 

41. 证 明 是 平凡 的 ,但 要 把 定理 4.7 和 4.9 的 证 明和 仔细 检查 
一 通 , 根 据 本 题 情 襄 作 一 些 相应 的 小 修改 ,并 启 时 立 出 所 需 的 正则 
条 件 . 

42， 不 妨 固 定 9=1, 设 徊 一 max (X,Y 一 (5&6. 一 6,) 


an ran 0 Y, ~N(0,1), 则 有 
(max (QO mintanz + hl BL) 一 oo， 
取 z 一 0,1,2. 因 (0), 独 (1) 和 下 (2) 都 在 (0,17 内 ，, 故 当 王 充分 天 
时 ,对 这 些 x, 必 有 0<aszt 十 如 之 1, 因 而 
{a 二 bi oo Bi = 0,1,2, 
由 此 推出 
GE 十 本 一 1 十 cm 十 oflAaysc = log® ea). 
这 导 玛 co 十 cs 二 200; 即 一 log2 十 logB02) 二 2logB(1) ,而 实地 计算 
表明 此 式 不 成 立 ， 
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当然 ,本 题 是 定理 4, 15 的 直接 推论 ， 上 述 简单 证 法 避免 了 引 

用 这 个 定理 . 
43. da. 记 芝 二 六 yy 了 了 二 Xiwrp': 按 十 区 wzw 二 (XX 十 了 /2. 
{ 蔗 , 了 有 联合 密度 
2N—2 
2N (2N 一 D| N_i 

T(z < yydzxdy, 

令 如 二 ( 关 十 了 /2,V 二 (YY 一 娘 )/2, 得 (U,V) 联合 密度 ,然后 得 UU 


即 men 的 密度 为 


gnu) 一 4NCN 一 D| 


ant — BO Fg) gy) 


2N — 3 
N11 

[a — of Blige — wpe 4 vdv. 
因此 


gn tO) =A4N2N 一 DI 2N 一 "| 


NMN—1l 
[a 一 B22) er dv 


2 


一 一 172 2 一 
《2 4NC2N »| Nl1 


[era 一 B01dB). 
8 


把 积分 记 为 Iy; 则 
Ty =((2N — 1)2* 7 )7! 


一 [a 一 BO) ive-" dv/ (2N — 1), 

而 右边 之 积分 , 记 为 了 ,等 于 
7 = [ + 『 < fa ow-dB wv) YA 

入 E 0 
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oo 172 no 
下 (| (1 一 Bo) -sdB (vu)| (2 vie-v /dv] 
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ES VIre(2N2™) + VA AN— 1) BO)™ 
由 此 , 间 定 :而 令 和 N= 品 , 青 令 e-*0, 可 知 
» = (2N — D2 + 00D, limodl) = 0, 
2N 一 21 
一 1 


以 此 代入 gan CO) 的 表达 式 , 用 Strrling 公式 估计 


一 co 即 得 ， 解释 由 v2N (msw) 的 极限 分 布 得 出 ， 
6， 看 gow (tt) 积分 表达 式 中 被 积 函 数 , 固 定 zs 全国 之 0, 则 glas 
一 plz 十 之 一 vg 十) 对 任何 zw 守 0， 生 具 须 证 明 更 (Ca 
一 备 ( 十 2 让 硬 (w 一 0) 和 一 竺 (wi 十 0)) 对 任何 wz 守 0. 把 


二 3 

图 11 
上 式 左右 两 端 分 别 记 为 J 和 .1 半 .由 图 11 看 一 目 了 然 , 因 
为 ,J 分别 是 Cr) ie- +t222 二 上 在 角 4i4:4, 内 和 外 BB,B 
内 的 积分 ,其 中 4;、B; 两 点 的 坐标 分 别 为 (wi 十 Vsti 一 vw) 和 (ws 十 


vV,Wz 一 D0) ,都 在 点 T= 二 Ca, 一 2) 的 东北 方 , 鼓 J 一 J 二 ja 和 


| 其 中 
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| = AsAstBs, ee 一 了 DC 
任 康 五 .六 机 点 使 CC 一 5, 并 在 线段 五 五 和 7 上 任 取 点 严 .G, 使 
EF 二 DG, 则 易 见 正点 坐标 绝对 值 和 等 于 G 点 坐标 绝对 值 和 ,但 
两 坐标 笔 对 和 值 差 的 绝对 和 值 ( 节 | | | 一 18|12%,F 点 大 而 G 点 小 . 由 
此 知 有 有 CF)<ACG) 从 而 |。 > | 有 7, 汪 J，， gsw 的 侦 性 显然 . 


和 4， 若 在 其 虚 4a 衬 0 满足 了 Fa) 一 1 (一 4) 及 f(a) = 
一), 往 证 在 a 的 充分 小 邻 城内 上 述 关系 仍 满 足 . 人 F 
(a) 一 A, 二 By 了 Ca) 一 0 一 六 (一 a) 一 DD， 则 略 去 一 个 0 
CAzx’) 的 量 不 计 , 在 a 十 Ax 点 ,为 满足 

(Fat A — Fa Ar))*fa 十 4z) 
= (Foa— A — F(a Ar))"f(— a— Ar) (5) 
应 有 
(A BA — A— BAT)™B + CAr) 
= (A BAD"™1— A BAB + DAr), 
这 导致 C 一 D. 在 这 个 基础 上 ,考察 (5) 式 至 (Azr): 项 ,又 可 证 
产 (a) 一 产 ( 一 a)， 依 此 进行 ,得 
ADKa) ~—— fa f(a) = fa), 
由 解析 性 立即 推出 在 .一 a 的 邻 域内 对 称 点 处 ,f 取 相 间 之 值 . 

45， 一 个 例子 是 样本 量 a 一 3,Ptzr) 一 0 当心 一 11972， 
Pr) 一 (rz 十 Vig72)7v119 当 一 v119/2 二 rz<D,FCz) 一 (xz 十 
1)72 当 Dssz<1, 而 PRz)y 一 1 当 和 rl. 

作出 这 个 例子 的 想法 是 :对 3 一 3 王 (mca ) 等 于 

9+6| zpQa 一 P7az=8 一 人 CF — 2F)dz, 
要 后 一 项 为 0, 先 在 [0,co) 内 指定 一 种 简单 形式 ,再 在 (一 c ,0)? 处 
配合 以 使 上 式 成 立 且 下 不 对 称 , 循 着 这 个 想法 ,不 难 就 一 般 = 作 


出 例子 ;虽然 计算 要 复杂 些 
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第 五 章 


1. 设 8>8 记 py (Cx) /pelx) 二 h(2) ,存在 aSS5 使 A(2)< 之 1 当 
t<a( 也 可 能 是 ssse ,证 明 无 分 别 )， 
二 1 当 a 和 tb( 也 可 能 是 est<ba<ct<ca 等 )， 
六 1 当 #>6( 也 可 能 是 实 丰 . 
必 有 (ritr)<a))>0,p({r:t(r) 6)) >0, 记 A=supg (1),B 


=infg (2). 
如 果 gf: tayg( 和 之 4)= 二 0, 则 由 g() 严 增 知 BA, 因而 
了 gt) — Esgltty 守 B (by — padp 


te 


一 AA | 《za 一 poydp. 
人 1 


o< |p — pap = | pe — piddp 
{hetd 1 


{1 


而 BA, 知 Erg00) 一 Erg 0)>0. 车 ptrcargdt<c dm>0 则 
| gp prodp>—A| ps — ped 
TEA lh 


{ht} 
而 B 宕 A, 故 仍 有 Evg GQ) 一 Eog (4) 0 

这 证 明了 g 为 严 增 的 情况 .8 为 单调 增加 的 情况 的 证 明 , 也 
和 包含 在 上 述 论 证 中 . 

2,， a. 设 总 体 分 布 为 C(O)exp (8z 十 x 了 (O07YA1)dx ;的 > 
0 为 内 这 总 体 中 抽出 的 iid. 样本 . 要 检验 果 : 8=0*> 
天 ;10>0, 先 设 %==1, 这 时 样本 三: 的 分 布 族 为 MLR , 故 UMP 检 
验 存 在 . 车 n 宇 2; 考 虚 8 一 0e9==1 和 8 一 008 一 2 这 两 个 检验 癌 
题 . 给 定 sE (0,1), 其 水 平 aUMP 检验 分 别 有 和 否定 域 


Sy s {Cpe) + OLE 2 rt re), 
1 
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SC + Or 2 (2 十 4 好 ?32e }. 
只 要 138; | 一 13 Ex0,1)CES:| 表 8 的 工 测 度 ), 则 必 有 |S1A5; | > 
,因而 这 商人 个 检验 不 一 样 ， 这 证 明了 互 一 六 没有 UMP 检验 ( 因 
而 (当主 2)C, (CO)exp| 6 ya 十 8 D7) 了 CO<Ti<c ldrdr, sd 


六 0, 不 是 MLR 族 . 这 附带 提供 了 一 个 例子 :样本 量 %n 二 1 时 为 
MLR ,nn 之 2 时 不 是 》， 


记 g=g(r, 2 ) = 2 (2 十 4z)/ (zi 十 zi). 因为 a€ 
{0,1) ,存在 DO<a< 1 使 二 na 十 na?. 在 集合 {Cz ,Xx ) + Oz 


去 1 之 Cr tt) natna}, 之 C2z, 十 4z?) 的 最 小 值 在 zx1 二 … 
2 一 和 外 达到， 部 为 |151255 | 二 0, 迷 有 c= 二 2n4 十 dma:， 在 从 所 X 扎 


1,1Si&n) 取 一 点 C44,…, 欣 ) ,使 225 一 na 但 如 不 全 相同 , 则 
2 P64 >. 故 存在 rE (0,1) ,使 2 G76) 二 422 Cr 
=css 有 2 rh ?一 4 1 一 27n0) 二 na 十 271(01 一 rj)na; 因 而 


2 (Crp) 二 2 (rb): =—rnat na 2 (1—r}ina<e, 

故 Cr rb 已,， 由 此 可 知 ,在 {0 过 x 之 1,1 坊 ?所 n} 中 存 
在 一 个 其 工 测度 天 于 0 的 集 B8Cs;,B 站 MS: 一 $, 即 1S145;| 半 0, 明 
所 和 欲 证 . B. 平凡 . 例如 ,总 ,和 iid, ， 一 了 (zr 一 四 dz,8E Ri, 假设 8 
和 0coO>0, 检 验 和 (Cx,X2) 二 a 与 加 (X19X2) 一 Tx 一 X23 之 t) 对 适 
当选 定 的 c, 有 同一 的 功效 函数 a。c. 例如 ,和 有 分 布 CCI 十 
Br)7C0<z<1),p>0( 验 证 这 不 是 指数 型 的 方法 参考 第 一 章 39 
题 ),，d. 加 一 10,1,2)， Po 一 RD 1) PP 有 密度 

六 (zy 一 1723，0<Y<i72i 4/3, 1 /2 x3/d; 573，374< 工 
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二 1; 他 处 为 0, PP, 有 密度 

Fr) Or 5/3, I/2 人 ETB/d; 4/3, 3/4ET 
<], 
这 不 是 MLR 族 , 但 当 a=1/2 时 ,8=0060>>0 的 水 平 x UMP 检验 
存在 ;有 否定 域 {x 守 1/2}, e. d 中 的 例 : 当 a=1/2 时 ,UMP 检验 
存在 ,而 当 a 二 1/4 时 则 否 . 

注 关于 ,请 与 5 题 对 照看 . 

3. 4a. UMP 检验 为 Wz) 一 1 当 gx)/f(z) 六 机 ,$CX)=0 当 
BCT Cr) RT) = 当 rES= {rt gf = 由 于 


dp=dz, 可 以 把 5 分 为 两 个 不 相交 之 集 S,US:, 使 | f(z)dz 一 7 


. [fendz. 修改 $Cz) 在 S 上 的 值 :f$(z) 二 1 当 z E S51,$(zx) = 
0 当 z € 5,, 则 $ 成 为 非 随机 检验 , 且 仍 为 水 平 a UMP. 5 把 集 


Sta) 中 的 点 排列 为 好 1 sa TD yo) = A. 车 f(a) Ar, 


且 flar) 之 247, 则 令 拉 41) 一 1,$ai) 一 0 全 2. 着 (a1) 守 2Ar， 
则 令 ga = 二 0, 当 i 宇 1. 车 Fo)<4r, 则 找 最 小 的 下 之 2 使 


Do) 324r: 车? Fa 一 4r 扫 dr 一 Fa) 则 令 %ai) 一 

1 1 了 

1 当 1 扫 ii 势 Egai) 一 0 要 若 >7re 一 4 人 而 一 
1 


Si jca,), 则 令 Ba) 一 1， 当 站 开户 一 1,801) 一 0 当 ;i 阅 开 

4.、 用 第 一 章 70 题 , 知 存在 与 8 无 关 的 EC($(X)|2) 一 Jy(2), 令 
8 一 侍 : (D>13 或 0) 二 0}. 由 0 和 $ 和 2 和 1; 知 PetE5)=0 对 
任何 8E6. 令 gg 一 J 四 当 0S$(0) 所 1 否则 gC2) 一 0 则 Pilg 
(= 二))= 二 1,0E€68, 因 而 检验 函数 #x) 与 gtz(x)) 有 阅 一 的 功 
效应 数 . 

5. g. 不 论 站 > 由 或 六 <0 ,2 一 加 9 一 和 前 水 平 UMP 检验 
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都 有 否定 域 {mnaxX; 盖 由) 局 (maxXi<Bo }， 与 外 无 关 , b. 0 一 
0 二 站 的 水 平 a UMP 检验 有 否定 域 {TminX < 名) 口 


和 这 2 一 抽 ) 之 2 对 (4a) ,与 外 无关 . 
1 


看 。 . 记 二 二 minX,, Fs 一 >» CX, 一 有 了 网 Fl sts 独立 . 《| 本 


是 整个 分 布 族 的 完全 充分 统计 量 ( 第 2 章 20 题 ,固定 5 时 问 为 完 
全 充分 统计 量 ( 充 分 性 易 证 ,完全 性 见 第 2 章 20e 题 ). 由 (4 ,to) 充 
分 ,可 以 只 考虑 形 如 $5,#;) 的 检验 函数 ， 不 难 证 明 ( 见 本 题 注 )， 
任何 检验 有 的 功效 函数 B.C8,0) 对 08,o) 连 续 , 因 此 , 若 绢 为 无 偏 水 
平 we, 则 有 Beo) 一 a 对 一 切 9E R'， 出 所 在 固定 a 时 前 完全 充 
分 性 , 据 定理 5.5, 知 Ess ($C 在) | 二 ?一 ay a.s. 石 对 任何 9ER'. 
按 第 2 章 10 题 中 得 出 的 的 分 布 的 形式 , 知 对 任何 om 在 -- 
切 满 足 条 件 Es,s ($C st) [£1)=a 的 检验 $ 中 ， 以 节 ”: 
$b’ Cts) = T(t oo sa) /2) 
的 功效 最 大 , 即 
Es C$ i) Eos Cg [i) a. e. LE). 

故 Eyl$*) 守 Ess 和),9ER!i,o>ao. 义 #7 显然 有 水 平 &; 因 此 是 水 
平 a 的 UMPU 检验 . 8， 为 确定 计 设 a 过 oo, 取 定 负 志 负 , 据 定理 
5. 1,0 一 名 ,一 coe0 一 六 ,5 一 ai 的 水 平 x UMP 检验 有 否定 域 


{minX,<0}U | DI Xng, oo 1 —a)/2 } X85 (1 一 中 是 如 的 
上 一 ;分 位 点 )， 此 否定 域 与 外 无关 ,因而 是 UMP 检验 ， 

注 i 记 f/f(8,a;zz) 一 ar"exp| 一 >， (zi—0) 7/0) Tr 0, 
>9) ,az) 定 义 于 ER 若 | ,1/0,0;2)hCz) |dz < co 对 一切 


8 ER! 及 so > 0, 划 在 这 范围 内 ,J (6,0) 一 | .70woyz)hzYdzr 是 
(PB,o) 的 连续 函数 ， 为 证 此 ， 国定 (各 za) 取 <E 《0yco)。 则 当 12 一 
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| 二 e,|o 一 oo| 之 e 时 ,有 


| exp fC0 +e， Go 十 Er), 


f(0,037) < [2 二 2 
再 由 1im./g,asz) =f (0 ,gosT) 县 . 全， 了 ,用 控制 收 伍 定理 即 得 . 


下 
gro 


7. 平凡 . 
8 a. 记 了 一 及 ,UU 一 > (Xi 一 卫 )*,(Y,U) 的 密度 为 
Ba ys = 
CONur dexp(— wf/20) Tu > Oexp| — By a) 
在 所 指出 的 先 验 分 布 之 下 ,(Y,U) 有 密度 
Cao Viexp(— wu/200)T (nu > 0)exp| 一 


以 此 为 原 假设 ,gs 为 对 立 假 设 , 水 平 a 的 UMP 检验 有 香 定 域 {U 
al Co) 这 与 (oo 无 关 , 因 而 ,考虑 到 此 检验 有 水 平 a, 它 
就 是 水 平 a 的 UMP 检验 . b. 在 所 指出 的 先 验 分 布下 ,CY,U) 有 
密度 ga ,yt0) ;而 gao 下 goin 的 水 平 a 的 UMP 检验 有 否定 域 


/em 一 ap > 村 ， 


由 于 xz 十 ay 一 人 于 一 > (X 一 oa 上 式 可 写 为 > (成 一 GD) 


六 c 一 o9， 


A 


& nl Ey 
P| 208 2 2 207 


之 c, 其 功效 函数 为 BCa,o) 一 已 .| Y， KX; — a ee). 显然 , 它 
随 o 增 加 而 下 降 . 又 由 第 1 章 23 题 , 知 在 园 定 z 时 , 它 在 a 一 a 处 
达到 最 大 值 , 故 Bao 委 Pa al) ,对 一 切 a ER 及 o 之. 到 
c 二 XC1 一 o ,得 知 以 CX; 一 a1)* 之 c 为 否定 域 的 检验 是 水 平 


a UMP 的 , 由 于 此 检验 依赖 a ,知之 o6o9 之 0 的 水 平 s UMP 
检验 不 存在 . 
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注 严格 说 ,还 须 证 明 ;$ 一 > (CX; 一 a)*<oXe(1 一 )] 是 
pp dd 的 唯 “TMP 检验 . 这 可 证 明 于 下 ; 设 D 为 另 
一 (水 平 a UMP 检验 , 则 它 是 dl 的 水 
EE a 检验 ， 其 在 {a ;309) 点 的 凤 效 与 $ 同 , 故 而 也 是 上 述 检验 问题 
的 UMP 检验 ,因而 必须 与 g 一致， 


2 
9. a. 平凡 (参考 人 . b. 记 s = D(z 一 z》, 则 #= 坟 1X 
1 


一 匡 上 ; 其 中 六 由 才 XXsy; 帮 3 一 27 有 《Xp 一 站 a))， 由 于 及 二 271 
《 蔗 册 十 蔗 (7 而 (这 ,5) 为 完全 充分 统计 量 , 帮 {Xo ,Xiw) 为 完全 充 
分 统计 量 . 因而 ,任何 满足 条 件 二 a 的 窒 验 函数 多 (站 ， 芝 wy) 内 
能 是 #8 二 a a. ce. 工 ,其 余 由 第 2 章 1155 题 推出 , ce， 由 第 二 章 115c 
题 推 出 

10. 平凡 。 

11. 令 f(z) =gi(r) liEm. 对 cA<0<enrn 令 f(x,0) 
=(cp ed) (er —Dgtr) Fc gn (ry), 1Aim 一 1. 找 


gCz) 使 g(x) /g(x) 为 (zx) 的 非 降 函 数 , 旺 eax 一 1. 找 


8-(7) 使 gr(z)/8 (x) 为 TCz) 的 非 降 函 数 , 且 |e--dx = 1 
令 a = + fr = alDge (tr) 十 (1 一 
a())gtz) 当 上 六 co 找 5( 四 二 (十 a 一 的, 令 f(x,0) 一 6(0) 
E12) 十 (1 一 BD)g_ (zx) ,8<cl， 不 难 验证 : {f(z,)dn,9ER'} 
为 MLR 族 . 

grim 可 这 样 找 ; 设 infT(xr) 二 ga<5 二 supT (zy、 找 在 (aa 内 正 
且 非 降 的 浮 数 At)》 ,使 limh (2D 一 0,limh(D 二 1 则 ga CrhCT CY) 


宇 0 且 0 之 Jgs CTAhCT Cx)dp 氨 1， 故 存 在 cE (0,oo0) 使 
Jegaeh cr cr ydp 二 1. 令 gg 一 cgs(T)RCT(CZ)),g_- 类 似 ， 
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12. a. 合子 仿照 上 题 的 作法 给 出 . 下 面 提供 .个 实例 ,有 兴 
趣 者 可 验证 一 下 :和 完 窒 义 gy,0 二 一 1,011,2: 令 了 二 (一 1/20,0) ,1 
一 (0,1), 7 一 (1,w22377) ,du 一 dr 在 上 gi(x) 一 31/360 一 
7D0zrygott 一 3740-.3139zr/7，8zr) 一 1724 一 115773，52( 人 ) = 
407/15000; 在 7: 上 gg ==31/360 一 13x/180 一 x(1 一 /72, go 
C7)— 3/40— x/20, gr)=1/24+ x/60, gz(z) 一 407715000 十 
2597/7500 二 37x*(1 一 x)*/2500; 在 I 上 g(r)=1/72 十 g(r 一 
1),a= (361/2700—( v223/7—1)/36)( v22317—1) “golr) = 
T/A SCT = TIAN, go (x)= 377/600. 

仅 是 为 了 举 出 这 种 例子 , 没 必 要 卉 得 这 么 复杂 ， 此 例 提供 了 
这 样 一 个 例子 ;一 个 MLR 族 的 灰 例 盘 设 ,例如 外科 HE 旬 全 0 二 由 
或 92> 久 ,可 以 没有 UMPTU 检验 . 如 在 本 例 ,不 太 复 条 但 也 不 很 简 
单 的 论证 ;得 出 ,08 近 1r8 二 0 或 >1 的 水 平 0.95 的 UMPU 
检验 不 存在 . 

b. fr = (Or+tI/DNT 1 ||/ dn 一 dr 验 
证 方法 显然 . 对 任何 如 ,级 ,一 42 人 人 之 1/2 及 aE (0,1) ,人 硅 
989< 或 > 的 水 平 x 的 UMPU 检验 存在 . 因为 , 任 一 


检验 #$ 的 功效 函数 为 BC0) 二 | $x)zdz ,9 二 22 g(r)de 


除非 | pCz)zdz 一 0 ,不 能 有 B01) 一 B(9:) 一 ,而 若 此 条 件 满 
足 , 则 房 ( 的 二 ae 于 和 < 过 172. 因此 ,任何 满足 BC801) 二 By (0) 二 a 
的 检验 都 是 UMPU 检验 ,其 一 个 例子 是 此 二 一 1 到 jz| < 二 wgz) 
一 0 对 其 他 x. 
13，4#， 存 在 性 、 转 到 ttz) 空 间 去 讨论 ,不 失 普 通 性 不 芒 设 * 
(rz 一 工 记 atz) 一 At 定 只 
hr 97 了 7 党 


| fb Vdplz) + (1 — rf esd)alae) 
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+ rflrad)alr), TAIRA) Rl = 1,2, 
h(xTr mr) 一 (ra rr datr), 
日 站 re 1 f 一 1 ,2， 
此 处 六, 扑 一 C9)e”， 由 于 0<a<<1, 可 找到 c,r ,使 
月 Keyce " =—=1l—a. 
这 样 ,对 每 个 z: 一 o 委 zc0Sr 扫 1 或 了 一 c0sSr 安 ri 可 找到 zx 
(x) 和 0 入 vl7) 和 1 使 (rriu(r)w(r))=a, i 记 i(r,r) =h, 
(zyryalr)sv(r))， 由 指数 族 为 MLR 易 知 Lx ,7) 为 x 和 r 的 非 降 
函数 , 当 x 一 一 oo 时 极限 之 a;y 当 过 不 cl 或 += 二 csr 个 r,) 其 极限 之 a. 
又 固定 z 时 ,zx,r) 对 7 连续 ,r==1 时 对 x 连续 ,因此 存在 元 ,7, 一 
co<xz<e0O<s7 所 1: 或 工 -cy0Sr<ri 使 57 一 se 令 
0 TATUT), 


7 工 一 工 ， 


1 — vr); z= u(x), 

1;, 工 之 工 ,或 工 计 w(T)， 
则 有 雇 ()==Bi(9,)= 二 a 注意 此 证 明示 用 到 指数 族 的 特 萄 性 质 ， 
只 要 是 MLR 族 都 行 ， 

Bb. 唯一 性 ， 首 先 , 只 依赖 于 + 的 UMPU 检验 必 ae. yx 唯一 . 
地 因 二 者 在 8< 及 5 有 同一 之 功效 , 据 指数 族 之 完全 性 即 得 
(这 一 点 在 MLR 族 不 必 成 立 ). 现 设 只 zx) 为 一 个 水 平 < 的 UMPU 
检验 . 据 上 述 , 及 上 的 分 布 的 连续 性 ,存在 (不 依赖 于 % 的 ) 常 数 
< 使 下 (Cr) (DD=1— Te ,0 tt) a.e. 由 于 0 志和 1 ,这 证 
明了 竹 集 :1(ei ,cz) 上 有 有 $x)=0， 其 他 处 有 gz) 一 1,a.e. yx 唯 
一 性 得 证 . ce. +( 对 工 测度) 有 秘 度 (证 明 用 ). 若 t 的 分 布 不 连 
续 , 则 UMPU 检验 玲 一 与 否 要 看 情况. 具体 言 之 , 若 45. 23) 式 中 
有 某 个 c, 傅 如 cei, 满足 条 件 :ptCz 一 co 人 0,0<r<1, 是 集 {1z:t 
(x) 二 0 不 是 的 原子 , 则 UMPU 检验 不 唯一 ,不 然 就 唯一 

14. 首先 , 设 负 <0. 区间 六 二 [CC ,CokW) 和 了 工 圭 [Ci， 
(8 Ci 人 不 能 有 其 中 之 一 包含 另 一 个 . 事实 上 ,分别 以 页 和 负 
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记 这 两 个 检验 函数 , 则 由 无 偏 性 有 
Es ($—#) = Ps (C00) —a>0>a— PCO) 
=Es ( 胃 一 各 》 (1) 

车 I, 和 了 有 一 个 包含 男 一 个 , 则 名 一 示 总 非 正 或 总 非 负 ,与 上 式 
矛盾 , 故 必 有 

C0) > C0), i oo 1,2; 

或 C8) C(O) i = 1,2, 
后 一 情况 不 可 能 ,不 然 的 话 , 和 C0 一 各 (2) 在 区 间 [Ci 8 ,Cs (C06)] 
上 由 一 1 单调 上 升 至 1. 在 此 区 间 外 改换 页 一 页 的 定义 , 即 令 


ast C0), 

h(t) = | (人 Ooh, CAD Et Ce)， 
并 CB ), 

取 a,b, 使 a<< 一 1,6>>1, 重 aPs Ct<C(0)) +6P(t>C,(0,)) = 

aPa CCC0)) 十 bPe Cs))( 这 种 ap 存在 , 因 Ps (C86,) 

tCz( 抽 )) 二 Pe (Ci) 筷 t 太 Cs(01)))， 由 此 与 (1) 结 合 , 将 得 

Enah(t)>>Esh(z). 但 h(i) 非 降 , 按 第 1 题 ,这 不 可 能 . 

现 证 C:( 人 连续 . 设 所 上 如. 按 已 证 部 分 , 知 Ci(B) Ai,i==1， 
2, 当 me, 且 4 安 4 由 于 t 的 分 布 连续 及 指数 族 的 性 质 , 易 知 
以 [4 所 1 二 A4s] 为 接受 域 的 检验 ,是 8 一 +9 隆 名 的 水 平 a 的 
UMPU 检验 . 因 的 分 布 连续 , 按 第 13 题 5, 此 检验 唯一 , 故 必 丰 
4 二 CiC9) ,i 二 1,2, 这 证 明了 Ci(9) 的 右 连 续 性 ， 左 连续 性 的 证 明 
相似 . 

15. 以 a 二 1/2 为 例 , 并 为 行文 简单 计 , 设 吉 二 n= 二 1. 往 证 ; 检 
验 

$Cz ;97 二 1; 当 /zc 2a, 他 处 为 0 
是 水 平 "的 UMD 检验 . 记 了 五 = 10 委 xz 委 oa,0 魏 y 守 ea} , 则 任何 水 平 


“检验 满足 | gzdy < or, 因而 对 任 一 对 立 假设 (六 0.) ,8 >b， 


有 BD, ‘0 ald,. 检验 EM 对 满足 条 和 件 2a0 < 的 对 立 假 
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设 达 到 此 航 值 ， 对 0< 员 二 2ag 记 a 一 如 72， 因为 | 条 zdy 所 
asuy 有 
$dzxdy SE (P20) a, 


es 
故 | 2 和 dy 扫 (多 /2a)sa 十 (一 Bf/20)0, = 


区 "dxdy， 这 完成 了 证 明 . 车 am>172, 水 平 ae UMP 检 


| 0 


验 有 否定 域 $Cx,y) 二 TCy/x<201 一 0)) -1)， 
对 一 般 的 ,作法 类 似 ( 利 用 充分 统计 量 (max ,max 
7 在 0<aEm/ lm 十 nn) 时 ,水 平 & 的 UMP 检验 有 否定 域 max 


mm 十 nn Lin 


了 :max 所 页 ea2”，eamam 十 2 的 情况 类 似 , 请 读者 自 
已 写 出 仔细 论证 . 

16. a 车 而, 册 都 是 水 平 a UMP 检验 , 记 $$ 一 和 一 告 。 则 
天 zdy 一 0 对 任何 由 ,20 过 下 过 8 由 此 不 难 推出 


| sy 号 的 


| gdzdy = 0, 其 中 J 是 (x,y) 平 面 上 第 一 象限 分 角 线 下 任 一 其 边 


与 坐标 轴 平 行 的 长 方形 ,进而 推出 $(x,y) 二 0 a.e. 工 于 上 述 半 得 
限 内 . 因此 由 二 由 a,e， 工 于 此 半 和 象限 内 ,因而 , 若 以 $" 为 中, 则 网 
(zx 一 1ae. 工 当 央 (zs 一 1 由 此 易 知 , 若 在 第 一 象限 内 有 
点 之 0 于 一 荆 正 测 集 上 , 则 对 某 个 a>0 将 有 雇 (a,a) 计 记 ' (a,2) 
一 x+ 与 多 有 水 平 e 不 合 . 

对 172<a<1, 往 证 对 充分 小 的 e>0, 检 验 函 数 

8 一 1 当 yST 或 2 一 2a 一 ezAy 达 1 一 s, 他 处 为 0 
都 是 水 平 a 的 UMP 和 检验, 这 就 证 明了 不 唯一 性 . 

图 12ta}) 标 出 了 使 gz 一 1 的 (zy) 的 范围 ,是 在 -zxO4 
和 了 BOC 内 . 图 中 站 的 坐标 为 {1,1), 玉 为 (1 一 e11), 玉 为 (2 一 Za 
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一 s,1)， 仍 是 把 zx 坐标 写 在 前 面 . 

这 个 检验 $3 在 对 立 假设 集 上 的 功效 与 六 同 ， 故 为 证 其 是 水 平 
a UMP ,只 须 证 在 原 假设 上 的 功效 奖 数 值 不 超过 a. 这 等 于 要 求 ， 
对 工 . 品 之 则 任 一 点 H(JHAOL) 成 立 

图 中 阴影 部 分 的 面积 / 算 形 OLHJ 的 面积 委 c, 


图 12 
(]) 要 分 HEDE,HEEF 和 各 护 三 种 情况 讨论 . 图 12 
C5) ,tc) 分 别 给 了 后 两 种 情 沉 ,第 一 种 情况 简单 ,后 两 种 也 是 初等 
几何 问题 . 


对 情况 人) ; 记 DH=a>>s; 则 EH 二 a 一 8 而 HM 和 ,而 
EH<~MH. 故 图 中 阴影 部 分 的 面积 < 一 序 (1 一 (1 一 a)*) 一 池 


2 


. 这 样 ,(1) 式 归结 为 


= 


a— a/2+ (a /2 ~— 8)) San, 
此 式 在 c==0 时 成 为 a 实 aa; 因 而 当 e 汪 0 充分 小 时 正确 .对 情况 
ke 记 工 五 二 aa, 刚 了 下 一 2 一 2a 一 E 开 五 一 2 一 2x 一 ss 一 2 而 MH=1 
—a/{(2—20—e),. RK EL=1—e, EH=1—t—ay 故 NH=] 一 a/(l 
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24 一 1 让 
一 £), 而 NM= (1—e) (2— Om—e) ,而 人) 式 归 结 为 


2 一 1 
(一 EC 一 24 一 6 


因为 a 和 LF 二 2 一 2a 一 e; 上 式 当 82>0 充分 小 时 成 立 . 
6. 设 v 为 原 假设 集 0 过 抽 筷 负 之 co 上 之 一 概率 分 布 , 则 f(z， 


3) 二 ] ee :9.) dv, 它 是 zy 的 非 增 函数 . 因此 ,f= 民 


(ap 外 固定 ) 的 水 平 xc UMP 检验 不 ; 控 NP 基本 引 理 ,应 
具有 性 质 :在 集 {0 委 xz 委 由 ,0 委 ? 委 外 } 一 上, 若 贞 (zy 一 0 刚才 
《一 0 当 忆 之 xy 之 但 大 不 具备 这 个 性 质 ,因而 多 不 可 
能 是 8". 

这 个 推理 适用 于 疡 在 了 上 不 为 常数 时 ( 因 若 所在 了 上 上 为 常 
数 , 则 整个 了 全 在 NP 基本 引 理 的 “中 间 集 ?内 ,而 导 不 出 矛盾 )， 
但 即使 这 样 仍 不 行 . 国 为 , 若 扩 在 内 为 常数 (例如 ,到 >， 
外 )) = 二 1 可 做 到 这 一 点 ,这 里 (4 .) ,外 全 矶 ,是 所 固定 的 对 立 候 
设 ); 则 当 oag,<2<b 村 太一 (9 ,网 ? 的 水 平 x UMP 检验 将 有 功效 
2 7 如, 而 当 蚁 天 外 二 268 时 Ber 有 克 )<agy/ 砚 , 故 仍 有 克 关 四 . 

注 本 题 的 a 提供 了 这 祥 一 个 例子 :UMP 检验 对 某 些 水 平 = 
唯一 而 对 另 一 些 a 不 唯一 . 

17, 取 二 上 的 概率 分 布 yv(t 四 一 a 太一 ca) 二 1 ,其 中 ame 
十 n9.) /Cmc 十 nc) ;然后 用 第 6 题 、 对 后 一 向 ,转化 宰 方 姜 为 1 的 
情形 ， 

18，a， 给 定 水 平 saE (0,1), 找 c, 使 


Pl » (Yj 一 97/ Dx 一 > c] 一 ac: 当 四 一 de 
1 


固定 对 立 假 设 K's Co 903 Oy. 取 五 上 的 概率 分 布 集中 在 
(aa) 一 点 44a 待定 , 则 Ac 的 水 平 < 的 UMP 检验 大 有理 
定 域 


2 十 13| 寺 a 
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(0 
1 1 
> da mg. 


找 a, 使 (oj 一 ae ?一 oz 二 ete 见 前 式 ), 则 上 式 变 为 > (CY; 


一 9)* 一 c5) CX -gz>>0. 易 见 此 检验 对 态 有 水 平 a, 而 它 不 
依赖 于 所 选 定 的 对 立 假设 (oa , 故 即 为 五 < 天 的 水 平 ae UMP 
检验 . 

5. 找 < 使 P >， YY/ > (和 一 bo2>>c] 一 w 当 四 一 as， 


EY ,一 吕 。, 此 处 (Copyooyese 是 给 定 的 一 对 立 假 设 点 ,oo 人 on， 
在 原 假设 参数 (2 ,0 ,oo 空间 上 给 定 概率 测度 "如 下 :4 一 0u， 
Cl 一 机 一 和 页 一 MB (qh — a )/n) ,a 由 公式 (om 一 a 3) ACE 2— 


om) 一 c 确定 ， 易 见 (w= > (Yj—Y) ,v= 2 (下; 一 及 六 ,利用 (2， 
vs 了, 丰 ) 的 充分 性 ) 


tn— a3 


=eonst, exp 


oe —3)72 
— |v 3 


2a 
。 exp| .0 
由 此 得 到 :fr Ko lho, Ooo ,F10020) 的 水 平 a 的 UMP 检验 有 否定 域 


SY, 一 7y/ 5 (XK, — Oo): > ce C2) 
1 


这 检验 对 原 假 设 互 : 有志 of 也 有 水 平 «如何 证 明 ?), 因 此 是 玉 嘻 
KK, 的 水 平 a 的 UMP 检验 ,由 于 此 检验 唯一 而 与 以, 有关, 知 二 
ee 天 没有 UMP 检验 . 唯一 性 是 因为 : 任 一 个 五 < 天。 水 平 CUP 
检验 必 是 上 六 。 的 水 平 < UMP 检验 , 而 后 者 是 唯一 的 . 
c. 与 5 的 做 法 相似 . 结论 基 : 若 如 已 知 , 则 UMP 检验 存在 ， 
其 否定 域 为 (2) ( 改 后 为 抽 ). 若 久 已 知 而 庙 未 知 ,UMP 检验 不 
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存在 . 
19. 若 有 UME 检验 #$, 则 它 也 是 UMPU ,因而 握 UMPU 的 
唯一 性 (第 13 题 如 , 知 它 就 是 以 2 Cr 一 了):/ CX; 一双) > 


一 二 Ri(a) 为 否定 域 的 检验 加， 因 题 中 之 $$ 为 水 平 a 的 检 


1 一 工 


验 , 故 其 在 (6 ,gog,o) 一 (0,0,1,2) 点 处 的 功效 ,不 能 超过 芭 加 
在 该 点 之 功效 ,而 易 见 这 与 第 一 章 24 题 的 结果 矛盾. 

20. 4. H 喇 KKR' (二 1 如 二 1 一 e),8e 半 0 充分 小 ;其 水 平 a 
UMP 检验 在 (11,1 一) 点 的 功效 为 a/ (1 一 5). $ 是 UMP 检验 的 必 


要 条 件 是 | ，， 。 .各 zdy = a ( 确 有 这 种 # 存 在 ,例如 ,8(z， 


7) 一 0 当 1 一 a/( 员 一 生态 XY 夺 1,0 太 y 太 1 一 6, 他 处 为 0). 类 似 地 , 末 

全 天 :1 一 s,1) 水 平 x UMP 检验 在 (一 e,1) 点 处 的 功效 为 a/ (1 一 

ce). $ 是 UMP 检验 的 必要 条 件 为 | ,各 zdy 一 a 因此， 

车 五 GK 的 水 乎 g 的 UMP 检验 存在 , 它 必须 满足 以 上 两 等 式 ,以 
| gzdy 所 和 这 只 有 一 种 可 能 ， 
10 yl 


和 xzdy = a. 但 这 样 一 来 ,BC1 一 &,1 一 y= 二 a(1 一 


Il yl—+ 
“>>a, 与 区 有 水 平 “不合 , 故 这 种 引 不 存在 . 
5. 由 于 任何 检验 #$ 的 功效 函数 包 连 续 , 若 # 为 水 平 “无 偏 检 


验 , 必 有 | 烛 zdy 二 ata 二 (0 壕 z 世 a,0 才 yy 所 4a). 往 证 ;由 
无 偏 性 推出 


jdrdy 一 drdy = a:a/2. 《3》 


| | 


事实 上 ,考察 对 立 假设 点 (a 一 s,a)， 记 | gazdy 一 为 了 Be 一 
EQ) 之 站 攻 须 有 (asa 一 pp)/(ala 一 赴 ) 守 a 到 思 所 aadz( 图 13). 
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于 是 | saray 一 > 二 > aaaa 一 | au 二 aa:/?. 同 理 
| fdrdy 势 aaz/2. 由 于 二 者 之 和 为 a: 邦 得 (3) 式 . 因而 有 


0 可 "点 加 如 
阁 13 


| seedy 一 Cr ae Lr 0, 
4 


seay 一 oaya.e. 也 ,> 0. 


要 在 这 个 条 件 下 使 BC9, ,如 ) 最 大 当 妈 关于 ,唯一 解 是 
$9) 一 1 当 0 委 工 委 上 ,0 雪 》S 委 ar， 他 处 为 0， 

这 就 是 唯一 的 水 平 的 UMPU 检验 . 这 是 因为 ,在 (4) 式 的 第 之 
式 的 约束 下 ,不 论 怎 样 安排 $ 在 y<z 处 之 值 , 也 不 会 影响 Br 人 60,， 
入) 当 负 过 负 之 值 , 而 为 使 房 (页 , 册 ) 当 六 二 责 最 大 省 在 y 人 > 基部 分 
之 值 ,在 (3) 的 第 二 式 的 约束 下 ,只 有 令 内 ix 一 1 当 0 委 xz 裤 ay 
才 行 . 同 理 讨论 # 的 另 一 部 分 ， 

21. q， 取 定 对 立 假设 点 (0,0 ,891"< 抽 之 60,*， 由 NP 基本 引 
理 易 知 :简单 假设 检验 问题 (8 ,2) 呈 (0°, 抽 ") 的 水 平 k UMP 检 
验 为 gm 一 ] 或 a, 视 MM, 六 后 或 否 而 定 ,M: 一 max (XX， 
,此 检验 对 原 假 设 瑟 ; : 及 委 名 也 有 水 平 4, 是 当 负 丢 "< 之 
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如 "时 在 ( 刀 ", 员 ?点 有 功效 1, 因此 它 就 是 让 和 志 页 一 及 人 > 页 的 UMP 
检验 ， 

b， 设 水 平 a€ 50,1)， 考 虑 检验 问题 各 一 后 0, 放 名 ,不 难 证 
明 : 此 很 设 的 水 平 a UMP 检验 存在 唯一 旺 就 是 a 中 求 出 的 加 有 
BC01,90) 二 a 当 0 一 ,但 检验 8; 

CXisXD) 二], 当 久 一 1 一 24SM. 蕊 0, 一 1 一 4; 他 处 为 0. 
对 看 假设 如一 机 有 水 平 & 且 遍 () 一 1 一 2&, 抽 一 1 一 a) 一 1， 这 证 明 
了 UMP 检验 不 存在 . 

注 其 所 以 肯定 水 平 & UMP 检验 唯一 旦 就 是 4 中 的 g, 是 因 
为 :为 使 水 平 为 w, 必须 


wn 
» | Cz — 9)" g(r)dr < (0, 一 ya 任何 0 < 入 
1 


另 一 方面 ,为 使 BC(8.,8) 当 抽 放 名 尽 可 能 大 ,又 必须 使 上 式 尽 可 
能 大 , 故 唯一 的 可 能 是 此 z) 一 c, 当 rz(= Mi) 才 负 . 

为 证 庆 一 页 > 多 天 有 UMPU 答 验 , 令 wo 一 (1900 :< 
一 贞 }. 因 任 何 检验 的 功效 函数 连续 ,对 任何 水 平 as 的 无 备 检 验 弛 
有 A 站 = 二 a 当 8Ew. 记 六 :一 minf 基 大) 对 驯 ;s 为 完全 充 
分 统计 量 , 故 任 一 无 偏 检验 #4 相对 Cm;,w) 有 Neyman 结构 ， 在 给 
定 mx:=ce 的 条件 下 ,MM 一 m; 的 条 件 分 布 , 等 于 从 RC0,6, 一 c) 中 抽 
出 的 ”一 1 个 iig. 样本 的 极 大 秆 的 分 布 . 而 在 此 条 件 下 , 原 问 题 多 
一 和 二 由头 及 成为; 

Ki Klid, ,~ RO He 
按 第 5 题 ,此 问题 有 UMP 检验 , 它 即 是 原 问 题 由 一 名 一 册 天 加 的 
UMPU 检验 ‘(以 上 讨论 送 用 于 x 守 1, 请 读者 对 x 一 1 的 情况 给 出 
证 明 ). 

22, 《Xi1;XXz) 的 联合 分 布 为 

Po 一 (成 一 zs 一 za 
一 人 (BexDp( 人 多 TXT) 十 8 ysrz)D)， 
GQ1 


其 中 =log (prg1/ p192) ,P=—1og Cpi/g1) 人 二 一声， sry) = 
Tr rs) = 二 x. Himk, 转化 为 五 (0820 天 0<0) 五 ， 
全 天 则 转化 为 日,(86 二 0)<rKK',C8 尖 0) 要 算 条 件 分 布 UIT, 有 


PylX, = xi|X, +X 0, ”| " 
本 2 


er ， 
Ta 


EE 


而 在 9 一 0 时 为 起 几何 分 机 ”| WW | ,由 此 得 到 吾 ， 


下 的 水 平 x UMPU 检验 为 r= l yr 或 [0 ; 视 TCs 二 
Cl 成 守 c Cl 和 mnE[Ldo, 1 由 会 式 

有 十 天 

"fl 1)- “ 


人 Pt mm | 
| ,| 
fe 
确定 . 有 H:* 尺 ,' 类 似 ,结果 为 


ft—t 
QC Ta 
rT) = 7 AXy 一 Crt 二 1],2， 


EE 
+ 


1 二 机 


1， 其 他 zz， 
其 中 性 sz; 由 公式 
之 | 让 to oa- “| 人 = 人 a, 
t= -1lt——i el ec, I 
人 


i 


Tet-】 


czl ” Jj+2o- jl 了 =a-omyenm 
所 确定 ,这 种 常数 的 存在 证 明 见 第 13 题 . 
ie 2“ 一 2 2 2 


， 
"| "| ; 当 c 之 0 时 随 增加 而 下 降 . 5。 以 
Cn, 户 ) 为 例 , 所 断言 的 结果 在 nn 二 1 时 对 ， 用 归纳 法 , 记 g==] 一 p， 


A 
站 


23. &. tem =25 | 
o 


i 


A | 
一 人 一 台 十 ] 


如 一 尼 一 了 


对 


hnt1sp) ~2pa Ren py +t Pe | 了 ,一 入 一 
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十 广 Po [YX | =e 1)) + pg) Rr, p) 
= pa (hh NI 《ay 万 ?十 下。 1 起 ) ) (p+ a )h, Cn :Ap). 
记 瓦 (wn 十 151/2) 一 瓦 (wn 十 1,p) 二 A， 利用 归纳 假设 ,有 


A> 于 二 easy172) 十 下 (ns172) 


于 ] + 天 ， “, 立 || 


— Cp! + gq — 1/2)h.Cn,1/2). 
因 pp 十 gq: 一 1/2 二 201/4 一 pq), 有 
A (A pa hn /2) + hns1/2) 一 2h.tn1/2)) 
= (1/4 pq) konsc — 1}) — kOec)), 
由 于 2 天 172, 再 据 已 证 的 e, 知 4>0, 于 是 完成 了 归纳 证 明 . e. 因 
PX 一 了 ,) 二 1 一 h(nsp) ,由 8 即 得 . d. 用 归纳 法 , 当 n=1 时 对 . 
现 有 ({ 记 5S, 二 一 六 ,) 
PolS, — d) = (p+ ql}P,(S, ;= d) 
十 2g(P CS 1 =d 1) ++P,(S, =d+1), 
固定 rx, 把 in(p) 记 为 tntec ;pp), 则 由 上 式 有 
esp) = (p+ gd (ep) pol — 1,p) 
十 pz like + 1,p), 
记 二 erp} 二 由,(c;p)/dp; 有 
Uesp) 一 【下 gle, p) 

二 pataite — 1,p) + pqt',_ilc 1:p) 

+ (4p Co— Dtes pp) TF (1 — 2p lem 1,p) 

十 (1 一 2 tc 十 1 为) 
据 归 纳 假 设 , 前 三 项 之 和 非 负 , 故 员 须 证 ( 因 4p 一 2<<0) 

1 ae 一 1 办 十 1 1p) > Cecy 力 )， 
因 c 半 0, 上 式 归 结 为 PC5, 一 c 一 1) 衬 P,(S. 二 c) ,0 万 p 氨 1/2. 用 
归纳 法 ,此 式 当 nn 二 1 时 对 . 设 当 2 一 1 时 对 , 则 在 c>1 时 ,由 了 P， 
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一 pa 


(S,=c—1)= {p+o) PCS 1=c—1)+paP (Ss, 一 一 2 十 
poP,(S。 1 二 c)， 知 (由 归纳 假设 ) 当 x 时 对 , 车 c==1, 则 
PS = 0) = (Pp’ Fg PS = 0) 
+ zegPS 1 一 一 1) 十 2z3PotS 1 = 1) 
有 PCS， 一 1) 一 ( 拓 十 GPS 一 1) 
十 加 Po， 一 0 十 zeP0S， 1 = 2). 
二 者 相 减 ,注意 到 已 (3S， 1 二 一 1) 一 P,《S,_1 一 1), 有 
AS= PC — 0) — Pls, = 1) 
= (pi + a oo potP,S, 一 0) 一 已 (09 = 1)) 
十 potP,lS, 一 1 一 了 03 一 2 
据 归 纳 假 设 ,4 滨 0, 完成 了 归纳 证 明 . 

注 按 上 述 推理 只 证 明了 4,Ce,p) 非 降 , 但 据 归 纳 假 设 ,4,_， 
(cp) se eetl 中 ,至 少 有 一 个 严 增 的 ,因而 上 ,1(c ,p) (对 某 
c 一 ce 士 ]) 在 (0,172)? 的 任 一 子 区 间 内 以 正 工 测度 大 于 0. 这 证 
明了 cc 也 具 同 一 性 项 ,因而 为 严 增 的 . 

24. a. 取 检 验 问题 百 '(172,1/2) 僵 开 ', 其 水 平 ws UMP 检验 
为 zy 二 1 或 0, 视 yy 一 + 祝 c ,二 cc 或 之 cleyr 与 (让 无 
美 ,对 pp; 二 1 一 六 p10). 往 证 以 (pi;pz) 扩 a 当 ps 所 Py. 有 

Blpispa) = 了， 


y— Te 
十 了 之 站 [aaa 一 外 ?1 pe) 
一 Sl Jz — pa)” ， 


"pa 一 十 rr 
和 i 


i 


天 
[ja p90 — p97™ 
也 


2 


i 

由 BGrs 思 ) 为 音调 似 然 比 族 , 而 记 : 所 pi, 故 如 把 上 式 插 号 内 的 记 改 

为 ps; 其 值 将 下 降 , 因 此 证 明了 BCpyy pe 所 By(pssp2) ps 冲天 
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a ， 
Eas — pi)" + 
—e 


此 ,只 须 证 By(p,p) 坊 a. 但 据 上 题 d. ,B(zp)<BC1A2 172) 当 
ol/ 出 Bll—psl—p)=B{p, pp) ,RM Bp p) (12,1/2) 
一 ay0< 委 pl1,b 天 172. 

注 _ ax<172 保证 了 检验 8 中 的 ec>0, 或 c=0 但 -<172. 这 时 
当天 <172 时 有 饭 (p;p) 达 By(1/2,1/2) 当 c 半 0, 由 上 题 4 推出 . 若 
c 王 0, 则 

Bpsp) 一 吝 一 | 主 一 "PY =X)， 

据 上 题 c, 及 "<1/2, 知 [ 训 一 | PC 一 X)>| 立 ~ PtY = 
必 )， 于 是 仍 得 (pp)<B(1/2,172). 

5. 若 UMP 检验 存在 , 则 只 能 为 a 中 求 得 的 & 但 以 (p; 思 ) 二 
a 当 pp 之 1/2, 故 对 充分 小 的 有 BCp,p 十 E) 之 wy 而 (pp, 记 十 e) 为 对 
立 假 设 点 . 这 证 明了 $ 不 是 无 偏 检 验 , 因 而 不 能 是 UMP. 

$. 这 个 结果 的 证 明 方法 之 一 是 穿 举 法 . 任 取 一 对 立 假设 点 
《2 pe) 在 本 例 情 况 下 可 以 证 明 ;: 必 春 在 原 假设 Hp 所 pp,) 上 


之 一 概率 分 布 , 使 分 布 P,: PAX 一 冰 7 一 万 一 | Pa (X 


二 站 PolY = jdr(p1,ps) 有 以 下 性 质 :P< (pyzas?) 的 水 平 w 的 
UMP 检验 $ 对 原 假设 五 也 有 水 平 a. 因此 ,若水 平 a UMP 检验 
存在 ,只 能 是 按 NP 基本 引 理 , 并 考虑 到 水 平 值 a,# 只 能 是 以 
下 五 种 形式 之 一 (未 提 到 之 处 $ 值 为 0: 

000 = blll)=as 内 (0,1) 一 1， 加 (1,1) 一 ai 

O01) = 0 — 1/2; 南 (0，1) 一 1， (1,0) =a. 
不 难 证 明 : 负 一 点 都 不 是 水 平 a 的 UMP 检验 . 以 页 为 例 , 其 功效 
函数 为 


Btpis pa) 一 《] 一 pi)ps 十 apips:, 
而 胡 则 为 BCp1sp2) 二 0 一 pp)pz 十 ap1(1 一 pz), 在 对 立 假 设 0 过 
Ppo172 外 ,BB (pi sps) 之 BoCpis ps) ;因而 和 不 是 UMP. 
注 以 向 为 例 ,检验 #0,1) 二 ] ,$8(1,0) 一 r 的 功效 函数 为 
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Astpis pe) = (1 — pps 十 rp — pa) 
一 rp 十 za(1 ~ (二 rpi). 
要 定 出 "EL0,1j, 使 max Pe(pis pe) a. 由 ps 所 i, 知 在 pi 基 


1 ， ， 1 、 
和 时 "Btp : 户 :) 最 太 为 7, 当 PTr 时 ,最 大 值 为 max Crp 十 


P(t 一己 十 p11 二 (十 ) /4， 为 使 其 筷 a,r 最 大 只 能 取 a 

此 结果 应 能 推广 到 一 般 的 w 汪 1， 叉 上 题 结果 在 一 般 mw,ntm 
不 一 定 等 于 nn) 时 也 应 当 对 ,眼下 作者 还 不 知道 如 何 去 证 明 ， 

26. 24， 五 二 天 的 水 平 a UMPU 检验 有 形式 $x,y) 二 1,r 或 
0, 视 yckz 二 yy 一 ez 二 或 <cftzr 十 yc 为 函数 非 乘 数 ， 当 


十 y 充分 大 时 ， (elz+y) 一 Cz 十 y)/2) /于 (ety) mos 此 处 6 
C4) 一 1 一 q; 定 一 NC(0,1)， 这 样 , 当 工 十 y 充分 大 时 ,只 要 a 关 1/2， 
容易 验证 这 样 的 UMPU 检验 与 前 述 #$5 不 合 ， 若 «= 二 17/2, 则 
UMPU 检验 要 求 在 z 十 ?为 奇数 时 , 当 y 半 zz 时 否定 ; 当 x 十 y 为 
偶数 时 , 则 当 y>>z 时 否定 ,在 y= 二 x 以 某 一 概率 (2>0, 与 z 十 y 有 
关 ) 否 定 ,这 也 与 上 述 # 不 符合 . ,因为 imPiaC|X 一 Y1>a)=1/ 
2. ¢， 注意 到 对 前 述 形 式 的 有 记 人 hp 委员 (从 当当 = 一 
172 时 , 任 一 形 如 gz) 一 Try 一 za 的 检验 多 满足 supBy(4, 4) 


=1/2. 著 a>1/2, 则 因 对 $ (x,y)~T(y 一 x 之 0) 有 supBi (4,p) 一 
1; 易 见 对 适当 的 rE 0,1j, 检 验 i#' (Cz,y) 一 1] 当 yz 一 rr 或 0 
当 ?= 工 或 y<<z} ' 满 是 supPr(4,p) 二 a 

27. 设 已 (0E A) 下 Kt0EB) 在 检验 类 .PF 中 有 水 于 ae UMP 
检验 gt 任 取 五 KK 的 水 平 a 检 验 #Cz), 则 名 (1) 一 Ew(#(X)| 
了 一 已 满 足 条 件 EVp,(T) 一 EwpCX) 护 a 对 8E 4, 因 而 有 Expy(T) 志 
Es (TT) ;对 OE B,BN EntX) EE TY. 

作为 一 个 例子 , 设 样本 (XX,,…,X,) 服 从 名 项 分 布 M(n,pi， 
pa) ,要 检验 户 扫 pi1" 嘻 志 记 p'; 这 里 记 p 相当 于 0 而 人 pas", ps) 
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相当 于 ?7 麻烦 的 是 7 的 取 值 范围 依赖 于 8 因而 不 合用 . 改造 一 
下 ,引进 参数 pi, 二/ 一 二 24006 训 则 Cn) 二 (XX， 
Mp pipe rpipr) ;其 中 (ps,… ;pe ) 的 范围 为 疡 之 0 
Dp 一 1]， 不 依赖 于 疡 . 把 p 作为 0,Cps spi) 作为 9, 了 二 
下!， 则 并 之 分 布 只 依赖 守 9, 而 给 定 工 = 时 ,了 的 条 件 分 布 为 虹 
tn 一 439) ;人 不依 束 8, 故 工 相 对 于 8 为 充分 统计 量 ， 由 于 户 委 和 "> 
Pi" 在 只 依 否 人 的 检验 类 中 有 UMP 检验 , 故 这 个 检验 就 是 -一 
切 答 验 类 中 的 UMP 检验 . 


28, 记 X= OX = CX KA DA pi=AA 1 


issn. 可 以 转化 到 样本 (区 ,了 ) 去 考 左 , 因 (X,Y 了 ) 与 (X,,…, 琅 ,) 有 一 
一 对 应 . 令 了 = X, 则 了 一 PGD) ,7 相对 于 4 为 充分 统计 量 (这 利用 
到 YX 一 MCX, 记 P,… 户 ,) 的 事实 ). 于 是 原 问 题 转化 为 由 样本 到 ~ 
P() 去 检验 假设 Eo 为, 而 这 有 UMP 检验 . 

注 值得 注意 的 是 :以 上 两 应 用 例子 都 非 直接 用 上 题 方 法 ， 
前 一 - 例 改 造 了 参数 ,后 一 例 收 造 了 样本 .另外 ,这 一 方法 也 适用 于 
求 UMPU 检验 . 试 氢 述 有 鞠 结 果 并 给 一 个 例子 , 

29, 8， 任 取 对 立 假设 点 (0 ，… ,6,') ,0 二 2.8; 沁 抽 . 考虑 检 
验 问 题 HC 二 0 一 (一 00) /nl ,由 NP 
基本 引 理 推出 其 水 平 a 的 UMP 检验 有 否定 域 下 省 ww/ vn (四 
(wo) 一 1 一 a), 易 见 此 检验 对 原 假 设 吾 | 也 有 水 平 a; 而 它 与 (91'， 
0) 无 关 , 故 就 是 态 , 呈 天, 的 水 平 a UMP 检验 . bp. 记 避 一 总 ， 
工 二 ( 玉 1 一 站 1 一 六 (X14 ，XX,) 有 联合 密度 CC 》 
exp《g 十 介 站 : 细 一 2, 凡 ), 故 符合 定理 5. 8 的 情况 .因而 知 #8 


二 名 有 UMPU 检验 $, 其 否定 域 为 
CRs 一 XO XD) 过 | < 托 ca 一 人 一 区 1)， 


此 可 改 与 为 ci 人 Xe 一 下 有 一下) 十 mr (ZX 一 以) 十 六 
2 
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Leo Ks CO— Rs NK, — RI), Be (Xs— Xs KK) Re 
(Xs 一 一 X) ,其 中 满足 UMPU 条 件 的 那 一 个 的 取 法 是 
如 一 页 一 za wa cz 一 页 一 av ， 这 最 后 一 步 用 到 对 与 (X， 
一 六 ,及 .一头 1) 独立 这 个 事实 ,这样 得 到 瓦 se 天: 的 水 平 a 的 
UMPU 有 和 否定 域 | 了 一 | 之 wws/ wm， 

30， 取 定 水 平 a 了 0,1. 不 妨 设 抽 一 0. 若 某 检验 5 满足 条 件 : | 
fe} | 04I 表 和 4 的 工 测 庆 ) ,此 处 ww 


<a, 则 在 yz 天 0 处 有 此 集 之 一 全 箱 点 i 王 Ch ,人 )， 这 时 易 


证 (请 证 明 ): 当 o> 时 tim sup 和 BC sa) 安 w 而 4 在 对 立 假 
设 内 ,这 与 无 偏 性 不 合 ， 因 此, 五:”KK; 的 任何 水 平 aa<<1) 的 无 
偏 检验 $$ 必须 满足 >=a a.e. 工 于 R". 这 样 的 检验 中 , 谁 有 办 寺 a 
有 水 平 a 而 向 为 水 平 无 偏 , 故 为 水 平 ge UMPU. 对 石 全 天, 考 
虚 检 验 

$i 一 0 职 min(29,1): 视 久 才 0 或 否 . 

31， 取 定 ppE (Cl,2) yr 二 (2 一 po)/ (3 一 po) ya 一 po 一 1 十 r (2 一 
Poy， 取 对立 假设 点 下 (ppo 一 1 之 p* 近 1， 考虑 检 验 问 题 入 1 
《lz 一 1) 人 天 其 水 平 as UMP 检验 为 

南 人 (+ 1) 一 1， 由 (100 一， 其它 点 为 0， 

其 功效 函数 为 向 (yz 一 疡 加 十 六 (1 一) 而 
max 局， Cpipe)—, max Cplpo 一 吉 ) 十 六 (1 十 产 一 名))， 括 


PI 二 pap 
号 内 的 函数 为 二 次 多 项 和 ,Pp? 之 系数 小 于 0; 而 它 在 pp 二 1 处 的 导 
数 为 0. 玖 max A (加 ,六 一 疡 一 1 十 r(2 一 加) 一 cx 这 证 明 册 是 
五 一 玉 , 的 水 平 w UMP 检验 . 

现 了 可 并 2 (zt 一 1< 因 < 考虑 检验 问题 Hi (po 一 1,1) 
一 天 ,与 上 述 完全 类 似 的 推理 ,得 出 此 问题 的 水 平 g UMP 答 验 为 

11) 二 1, 加 (0,1) 二 rx,; 其 他 点 为 0. 
二 者 结合 , 知 吾 * 兵 的 水 平 a UMP 检验 # 若 存在 , 它 必 满足 
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$1,1)—=1,¢10) =—=#(0,1) =r. 
但 这 个 检验 的 水 平 太 于 a, 此 因 其 功效 函数 为 
B{pis ps) = pps ct rpll — pi) 十 7 Oo pps, 
而 max Bp F2) 一 ,ax Cplpo—p)+rptlitp— pr) 二 tr(l— 


让 Py 全 


pI Cpo 一 p)). 因 加 >>1 有 rr<12, 故 括号 内 二 次 洛 项 式 中 产 项 
的 系数 小 于 0, 而 它 在 名 一 1 和 1 这 两 点 取 等 值 , 故 拓 导 内 的 函数 
当 志 一 1 所 pp 冬 1 时 ,在 pp 二 1 处 达到 严格 最 小 值 we, 即 PP pa) 
对 ps 十 二 pes 一 1 之 让 达 1; 因而 其 水 平 不 为 a 这 证 明了 和 = 
K 的 水 平 < 的 UMP 检验 不 存在 . 

注 循 上 述 解法 的 思想 ,读者 应 能 对 二 1, 任 意 区 实 ? 举 出 肥 
例 ， 推 想 对 一 般 4 宇 1,m 斌 2 也 有 这 种 反例 . 这 比较 难 , 不 妨 一 试 . 

32. 8， 只 须 在 8 一 入 处 证 明 这 一 事实 , 因 若 记 8C(8) 二 a , 则 
0<w < 之 1, 否 则 将 有 ==9 或 1, 与 0 之 a 之 1 不 合 ， 所 述 UMP 检验 
也 是 8 和 8 品 扣 > 的 水 平 af 的 UMP 检验 把 六 ,a 改 记 为 各 ,a ;中 
回 到 二 的 情况 ， 由 指数 族 的 性 质 有 PC) 二 (04)Es (TCX? 
十 eC (的 ) /Ct 抽 ). 考虑 下 述 问 题 : 在 En$(XX} 二 a 的 条 件 
下 使 Bx (7 达到 最 大 ， 按 NP 基本 引 理 ,这 最 大 值 在 $Cx) 一 


六 TC), 二 1,7,0, 视 TT>c, 二 c 或 <c 处 达到 , 且 任 一 达到 
最 大 的 必须 满足 站 (x) 一 1 当 了 T(x)>e, 一 0 当 T(zx)<<c， 由 此 
知 各 三 a 不 能 达到 最 大 ,此 因 0<a<1, 若 页 达到 最 天 , 则 必须 有 
Atz3 TD) 关 ce 门 一 0 这 时 分 布 族 {1C(0)ee2 中 dy(X),9E@} 中 
只 有 一 个 分 布 ,这 不 可 能 . 由 于 名 使 说 () 一 0 而 它 又 未 使 尿 (&) 
达到 最 大 ,只 能 有 maxpr (8,}>>0, 
b. 可 转移 到 工 的 分 布 族 上 去 讨论 ,又 不 妨 设 入 (的 一 多 以 yg 一 
Qt 四 作为 新 参数 ,有 妈 设 分 布 族 为 COODe”dy(xr). 取石 ,KK 来 讨 
论 . 任 取 抽 关 员 , 若 8(0) 一;y 则 各 二 a 在 理 :rKKs 的 一 切 水 平 无 
偏 检验 中 , 便 久 点 处 的 功效 达到 最 大 ,而 具有 这 种 性质 的 检验 必 
须 有 8z) 一 1, 或 0, 视 xz<ce 或 cs 或 者 ca<<r<es 而 定 ， 因 此 若 
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不 三 a 使 80) 达到 最 大 , 则 plx}) 的 测度 全 集中 在 =cives 两 点 ， 
记 pa( 居 一 c) 一 pO),Pel 必 一 c2) 一 1 一 p( 四 . 任 一 检验 上 的 功效 函 
数 为 局 (一 $e YpOOD + ec) p=p0 (08Cc — $e) + 
$es), 因 pp(0) 连 绪 且 不 同 的 8 对 应 不 同 的 分 布 ; 故 p (外 为 严格 单 
调 . 这 样 来 ,车 $e) 隆 glecz); 则 当 Byc6,)==a 时 ,在 久 的 分 域 内 
PB: 将 取 小 于 a 之 值 ,而 #$ 不 能 为 无 偏 检验 . 因此 必 有 gle ) 二 $e)， 
而 多 恒 等 于 一 常数 ,此 常数 即 是 其 水 平 a 

33. 平凡 . 用 测度 论 中 惯用 的 证 法 . 

34- 固定 二 oo. 不 妨 设 加 = 一 0, 考虑 检验 问题 刀 ,(08 一 % ,一 
gp) er 民 o(9 一 上 ,6 一 00)， 以 各; 记 其 水 平 a UMP 检验 , 则 BC en) 
By ,00)， 令 了 二 XX;/mm; 则 在 H,。 和 Ko 下,Y; 的 分 布 分 别 为 地 
《和 (zx 一 上 /oo). 因此 高 ,《 本 :00) 就 是 A) 上/( 一 六 /co) 的 


水 平 全 UMP 检验 的 功效 . B= go CY nes,) = po Cao see, 
ny.) 记 此 检验 , 则 据 上 题 , 并 记 了 Cy,,…,y) 一 ][ f(y.), 有 
iBs CD 00) 一 a| 一 


js (F Cy, 本 中 ap ,Yh /on) fy Li dd 


一 0, 当 本 一 oo (4) 
明 所 欲 证 . 
注 引用 上 题 以 得 到 (4) 式 还 须 假 定 了 连续， 若 不 连续 ,可 找 
一 申 连 续 且 为 R*" 上 的 密度 的 质数 他 ) ,使 | 7 一世 ldy 一 0. 
35，、 考 虑 检验 问题 百 , (由 一 0 由 一 加 ) 二 天 (900; 二 
B60) , 它 有 水 平 & 的 UMPU 页 人 Cr) 一 1 0, 视 了 Crz)<el 或 全 cz， 
Ti 一 5 或 <Tz<cz 而 检验 问题 五: 外 一 和 四 一 名 0 全 天 
〔 负 一 久 o 多 天 go ?有 水 平 es 的 UMPU 各 Cy) 王 1,71 ,04 视 T,(y) 过 
或 盖 cr To 一 ccc 而 如 果 五 天 的 水 平 a 
的 UMPU 检验 外 存在 , 它 也 是 五 ;一 天 和 瑟 : 人 一天。 的 水 平 “ 
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UMPU 检验 . 因此 $ 二 各 二 各 (a.e. pj Xpa)， 这 只 有 在 (TI(X) 
六) 一 0 TCT 天 cca!) 二 个 才 可 能 ,而 且 这 时 还 必须 及 

ra 二 71' 二 7 二 Qsy 肥 $= 二 gla.e,pXp). 还 须 验 证 :在 『 述 条 件 成 
立时 ,$==a 确 是 水 平 a 的 UMPU 检验 , 这 个 不 难 . 

上 后 一 部 分 的 证 明 完 全 类 似 , 不 妨 设 一 0;, 在 0 一 (，… ,入 ) 的 
分 量 册 二 … 一 如 一 0 时 ,T(K) 的 第 一 分 量 TiCX) 有 指数 型 分 布 C， 
CDerdpn (iD :于 是 ~- 切 照 前 进行 . 

36， 为 了 避免 行文 上 非 实质 性 的 麻烦 , 设 了 的 分 布 连续 ,因而 
可 在 入 中 取消 x; 部分, 如 果 闻 一 1, 则 订 取 cv 一 cz 一 (co 二 coo72， 
满足 所 述 要 求 , 故 吕 设 a<<w 一 1， 


取 aycie< az<escy 使 (“cyerdye 0) 二 ga' 一 a. 在 一 切 满足 
条 件 


4C (we), | dP = a a 
a 


的 集 有 4 中 ,以 集 (wc) 使 | idPI (1) 达到 最 大 . 因而 站 aa (2) 


>9=#[" 十 tdPE G4). 若 等 号 成 立 , 就 取 cv 一 euycx 一 适合 


四 的 要 求 ， 车 不 等 号 成立 , 则 对 任何 veE (seo )， 存在 d,€ tecissv)， 
使 


人 上 ， 
| 二 aaD=w a, 
且 4d 是 v 的 连续 函数 . 令 
i ft Tw Tog 
kv) 一 | +|*+ dg 由 edPY Ct). 
当 w==g( 这 时 4d, 二 ce) 时 ROD 这 (a 一 oj)/( 一 0)y 当 v=cy 村 k(v) 
Ci 一 Tam 
志 (q 一 0)/(1 一 o) (其 理由 与 | “dPEO) 之 全 二 [wdPEG) 类 
* le 


似 ) , 改 存 在 mwE Cuses) 合 (v0) 二 Caf 一 /一 we), 取 cw 一 d,s， 
cay 二 V0; 遂 合 各 的 要 求 . 


6il 


当 了 的 分 布 有 原子 时 ,可 用 类 似 于 第 13 题 的 方法 去 处 理 . 

37. a. 大 supPe(CS) 一 <a- 考虑 检验 函数 让 : $x ) 二 1 当地 
ES 一 一 Ql 当 了 人 5 找 BE 玉 使 PrCsoJ<]1 ,网 PoeGs2) >>0 因 
而 记忆 82) 市 区 有 水 平 w, 与 贞 为 水 平 & 的 UMP 检验 不 
合 , 5B. 利用 a ,显然 . c. 一 个 反例 (上 比 反例 取 自 Lehmann 《Test- 
ing Statistical Hypothesis}》 第 三 章 习 题 ); 玉 取 1,2,3,4 为 值 ,五 
包含 Pu,P, 两 个 分 布 ,KK 包 会 分 布 @: 


1 


2 3 


Po 
Pi 


2713 4/]3 3/13 4/13 
4/13 2/13 1713 6/13 
4/13 3/13 2713 


易 验 证 S53 一 11,3),5ens 一 {11,2}《Po 的 先 验 概率 分 别 取 173 和 
3/5). 

38。 引进 一 个 与 蕊 独立 的 Tv 人 (一 站 一 上 Ts 每 
抽出 样本 所 时 同时 观察 对 每 个 i 作 全 一 扬琴 关 扣 : 的 水 平 “ 
UMPU 检验 和 (8 ,6 分 别 是 8 和 吕 的 i 分 量 ), 有 C0)>a 当 以 关 
Gr ( 见 第 32 题 ). 现 考 虚 检验 #$: 当 &=i 时 用 名 则 (6) 一 


DB C9)7&, 由 此 知 #$ 满 趾 题 中 之 要 求 . 


39. 不 妨 设 名 一 0. 设 # 为 任 一 水 乎 “无 偏 检 验 , 以 808 一 月 
(把 ,8) 记 其 功效 浮 数 . 则 8 的 任意 阶 ( 混 合 ) 偏 导数 都 是 解析 函 
数 ， 

基 #8 连续 ,由 $$ 无 偏 知 800,2) 当 咏 委 0 时 之 值 为 , 故 ( 由 解 
析 性 )8(0,8.) 二 & 对 一 切 员 .， 取 定 如 沁 0, 由 无 偏 性 知 8(8, 抽 ) 守 a 
对 一 切 8 故 88 8) 作 为 册 的 函数 ,在 员 =0 时 取 最 小 值 . 因此 
38(0,00) 一 0 (000,00) = 六 (0 .0/911s 一 0, 以 下 类 似 记号 有 类 
似 意 义 }. 但 9300, 名 ) 的 解析 画 数 , 它 当 铝 证 0 时 为 0, 玻 
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4 (0,0,)=0. 

现 取 定 名 < 之 0. 车 PC ,8) 在 外 二 0 处 有 局 部 极 大 或 极 小 ,为 
确定 计 设 为 极 大 , 则 由 无 偏 性 知 存在 s>>0, 使 B60 8) 一 wz 当 0 所 
让 ss 因而 子 (0,0) 一 0. 若 外 一 0 不 为 扩 ，: 包 ) 的 局 部 极 值 点 , 则 
仍 有 了?(0, 负 ) 一 0 因 已 有 z(0,2) 一 0, 若 闻 (0,8) 天 0,9 =0 将 是 
BC。,8) 的 局 部 极 值 点 (图 14)， 因 此 字 (0, 名 ?一 0 对 一 切 久之 0， 
故 字 (0,8,) 寺 0. 


加 


0 


、. 


图 14 

现 取 包 >0. 因 8C*, 妈 ) 在 外 二 0 处 达到 极 小 而 3 (0,8) = 了 
(0, 太 ) 一 0, 国 而 必 有 站 (0, 一 0. 因 若 不 的 ,0 将 是 8C，,8,) 的 指 
点 而 非 极 什 点, 这样 得 到 妆 (0,6,) 寺 0. 

变 蔡 在 >0 和 <0 处 固定 讨论 ,得 (0, 如) 寺 0 对 一 切 有 之 
1, 这 样 得 到 BC ,8 与 册 无 闫 ,而 

BB, ,2 一 800,2) = a, 

再 利用 指数 族 的 完全 性 , 即 得 后 一 结论 . 

当中 的 维 数 大 于 2, 例 如 为 3 维 ， 仍 设 吕 =0, 因 定名 所 0, 则 8 
Co s+ 2) 在 亢 委 0, 吕 委 0 处 委 a, 在 其 他 处 关 e、 故 按 已 证 部 分 ( 注 
意 这 个 证 明 只 依赖 于 8(5. ,6) 人 解析 及 其 上 述 性 质 }, PC，,，… ,0,) 
三 4 当 六 委 0, 对 0 名 类似 论证 可 得 Ab 名) 当 及 中 至 少 有 一 
个 为 和 0 时 , 取 值 w。 于 是 再 固定 员 >0 对 有 6。，，， ,四 ) 重 复 上 述 推 
理 , 知 8=a, 使 用 归纳 法 ,可 对 2 为 任意 维 数 的 情况 作证 明 . 
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PtX, 一 ;+l] < 了 n) 一 Cexpto Ti 十 OT ) 和 


Zi 二 0.1,] 所/ 所 1 
其 中 C060) = Tia 十 exp(B 十 7)) ,TT 一 DX,T, = 
Dx, 于 是 按 定理 5.8,H 居 的 水 平 x UMPU 检验 $ 为 :$ 一 1， 
0, 视 DjX, 之 < JX ,一 cl DX 或 <c[ 3)Xi) (e 是 函 
数 , 不 是 乘 数 ) ,cr 的 确定 要 找 出 在 名 二 9 时 的 条 件 分 布 
YX YX 二 a, 这 个 分 布 P: 是 (a(a 十 /2 所 kan a 
+ 1)/2) 

Ph) 一 (一 切 形 如 广 十 … 十 元 的 量 中 等 于 的 个 数 )/| ”| ， 
记 hrsja 的 变化 范围 是 1 委 广 之 … 之 jn 于 是 ,在 有 3 > KX, 
二 a 并 给 定 水 平 & 后 , 找 <=cta)r 一 7rfa, 使 

> Pi 十 rPo te) = a. 

41. 作法 同上 题 . 本 题解 决 过 程 中 涉及 求 条 件 分 布 
Dx, 
= eV jx Y, 一 ee (D7 】 2 ,这 可 转化 


3 mon- 


1 id ,~ Nc0,g?}， 作 正 交 变换 六 


加 . 
i > 


为 求 关 件 分 布 yj 


1 
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YY 独立 , 一] 人 一直 问题 解决 了 . 


42. 此 题 可 直接 用 定理 5.8 解决 . 另 一 种 较 简单 的 作法 如 下: 
售 Z 二 一 ,Zi 二 了 十 部,] 入 ?和风 ZZ 独立 ,Zi 
一 (82a 24 = NO 200) 1 和 ?nn 对 Fi ,Fw 有 开 
定理 5.8, 最 后 落实 到 在 9=0 的 情况 下 求 条 件 分 布 21 


S22, Zs se Z| ,此 处 2 一 242,/n, 而 这 相当 于 求 2| 之 2 
这 个 问题 已 经 在 41 题 中 解决 过 结果 是 ; 当 vit 2/ 


| 21 (2; 一 Zi(a) 时 否定 . 
1 


43. 以 多 记 一 切 水 平 “检验 之 集 , 记 及 = sup{By(K):#$E€ 
: 玉 }, 则 有 {加} C, 玉 使 Bi (KK) 一 BB， 由 于 样本 空间 只 含 可 列 个 点 ， 
可 取出 子 列 各 ,使 Hm 和 (7) 二 6 存在 ;1 所 jm 令 名 让 二 611 
7S 则 $F 且 By(KR) 一 8B, 因而 #8 就 是 五 r 大 的 水 平 & 的 
UMP 检验 . 

注 ”对 任何 欧 氏 样本 空间 ,如 果 祥 本 分 布 族 受 控 于 一 5 有限 
测度 ; 则 本 题 结果 仍 成 立 , 参看 Lehmann 《Testing Statistical 
Hypothesis》 的 附录 . 

44，a， 作 变换 UU; 二 AX 十 Y,V 二 久 一 AFIY ,yi 二 1 yn 
刚 二 如 转化 为 CovdU,V) 二 0, 因此 ,所 讨论 的 问题 转化 为 对 
NCO ,01; 吕 ,Pp) 中 的 样本 (XY) ,1 志 i 夺 , 去 检验 假设 p= 
0mrp 了 0， 用 定理 5.8, 得 到 此 问题 的 UMPU 检验 有 接受 域 


| XY | <C{ 了 DX DY,, 3X?, S317?) .为 求 出 CC.), 要 在 
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P 一 0 之 下 算 条 件 分 布 SY, | YX, YY? ,此 等 价 于 条 


件 分 布 了 


(51X,,…， > 1Y) ,r 为 样本 相关 系数 . 因为 在 p= 二 0 时 


| >,-… > 了 | 为 完全 充分 计量 ,而 此 时 7 的 分 布 不 依赖 于 
{0 ,60.001), 按 Basu 定 理 ， 知 rt 在 二 0 时 ) 与 
| 六 头 ， 六 2 独立 ,因而 其 条 件 分 布 即 无 条 件 分 布 , 见 第 一 


章 69 题 . 利用 该 题 求 出 的 > 的 密度 形式 ,不 难 算出 r7(G 一 +?}/ Cn 
一 2 和 一 -2 这 样 求 得 接 爱 域 为 上 | 过 所 -afa72)7Ga 一 2 十 
臣 Aa/2))'%. 把 + 表达 式 中 的 CX,,Y) 换 为 (U,V;), 即 得 原 问 题 
的 水 平 a UMPU ,有 接受 域 
[S52 — S32| AKC48S2 + S52) 一 44892 72 ee. 

bp. 因 A 二 1 ,有 di 作 变 措 ,二 六 十 YW 二 六 一 XX,,1 
?7Sn, 则 1 全 体 独 立 ,Ci 一 区 (十 员 ,2 人 (十 p)) Vi~N 
(6,20:(1 一 p))， 用 定理 5.8, 得 到 9 一 0<r9 才 0 的 水 平 r UMPU 有 


接受 域 | DV | <<c( 半 U, DI07, DIV?) ,cl ，) 的 确定 要 根据 条 
件 分 布 2V (BU.， B07, 如 VI) (在 0-0 之 下 ) 由 于 U,V 


独立 ,此 相当 于 求 条 件 分 布 24V,| 27VY;， 这 个 问题 已 在 前 面 解决 


过 ,得 到 接受 域 为 | VECRETJIF1/ > CV 一 Dy) Ce/2)， 
易 算出 
VF, VV Vy = SE + 8 25 
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于 是 得 到 水 平 a 的 UMPU 检验 的 否定 域 为 
(VA (Fx) | (9% | SP— 2 ,1a/2), 


45. 第 个 方法 是 :功效 函数 1 一 | ”h(i)dt 在 处 达到 最 
小 , 故 其 导数 (对 外 在 处 为 0. 第 二 个 方法 是 :把 积分 


人 dt = CT)) erdt 
2 的 zc 
中 的 e “dt 写 为 frdC 一 2e 3), 作 分 部 积分 ,再 和 用 (5. 29) 的 第 
一 式 即 得 ， 
46. a. 此 等 价 于 证 明 
logf {zx' — +iogfltr— 0) 

logf(r— DFlogftr — ,rir de. 《各 > 
找 0<tc1 使 x 一 8=t(z 一 丰 ) 二 (一 让 (rr 一 候 , 则 一 二 (1 一 1) 
(x 一 让) 十 f(z 一 息 , 故 知 当 一 ]ogf 为 是 时 上 式 成 辫 ， 为 证 必要 性 ， 
设 2 过 5, 拱 工 过 x 08 使 x 一 Y= 二 xz 一 9, 及 一 站 =a yx 一 9 二 4， 


则 = g 一 二 Cz Gtx 8 ) 一 二 (Ca 十 轨 ， 由 (6) 式 得 却 ( 一 log 


(a)—logf (6) 守 —logf 去 (e+ 人 上 再 由 六 连续 , 即 知 一 logf 为 
凸 的 . 5. 替代 (6) 式 , 现 有 logh (r/o) 二 logh (zr/o ) Slogh (x) /a) 
二 logh lx’ /a ) ,Or ,0ge. 邻 Te ,Xx 一 ed 一 ed 
= 一 ef ,上 式 转 化 为 logh (e” 十 log (elogH (e”") 十 logh 
(e”“),， 这 相当 于 (6) 式 的 A(y) = 二 hle”) 的 情况 ，ce， 考 虑 
exp(— cll — 652),X 守 0， 
exp(— c(tl — 57)), T< 0， 
适当 取 = 盖 0 以 使 上 在 (一 oo,50) 的 积分 为 1. 下 Canchy 分 布 h 
(z=x +e) i 

47, 人 和 任 取 f6E, 因 T(rz)==. ,有 zw 使 T(x)==io. 记 必 二 
Bg roto= (7); 则 gi=T (gr0) 一 T(ro) 一 6. 国 而 g (了) = 

G17 


hr) 一 | 


宁 , 设 让 天 相仿 了 (一直 苯 二 12. 则 gt 二 T(Egz), 车 了 (gzri) 
二 Tl(gzs); 则 由 (5.42) 有 Tte gz 一 TOCs 'gxs) 姑 4 二 ts, 并 盾 . 
旅 g' 为 到 过 上 的 一 一 变换 .现任 取 iEF, 记 lg "w=T 
(g ro2= 太 ,此 处 了 (ze 一 t 则 gg 二 一 Tgzi) ,此 处 T(r}=， 
因而 Tg xzoy? 一 了 (zi 故 三 二 了 Cro) 一 三 (8B ‘zx0) =T (gr) 一 
gh 一 g" (g "to 由 如 的 任意 性 ,知人 一 (Cg ) 1! 现 设 giru 
二 vg 二 a 联合 如 二 Tixo} yn 一 TCr), 则 iT (gx) 
2 一 (SI 故人 (gzzo 一 了 (zi 因而 了 (glgszo) 一 人 (gz 二 vw， 
好 v= (gga) "to 而 vg? (gi to). 由 to 的 任意 性 知 (gig1)' 二 
BT EB2: 

48. 先 证 明 :T-'(g*B)=gT 1(B8),BCT. 事实 上 
TET 1) 人 CT) Eg' bog TT) € BoT(g x) EB 

Sg rT ET (BOrE g1 (8B), 

故 Patg'*B)=Pi(T Cg’ B=—=PS(gT 1B)) =—PET '(B)) = 
Pi(B). 

49. 因为 Per (80) 二 By(9), 有 Bi (E80) 室 Br (9). 换 记 为 
,0 为 本 ,得 其 反面 . 

50. 4a. 记 4.={x1XE 和 法,m(zx) 二 c}. 车 有 A. 非 空 ,以 GL 记 和 4 
到 4. 上 的 一 切 一 一 变换 的 群 . 取 扣 为 一 切 由 .多 到 ,有 上 的 这 样 
的 一 一 变换 &;:E 在 4. 上 是 G. 的 某 一 成 员 . 8， 对 每 个 <cER:, 取 
一 个 R 一 到 R“ 上 的 一 一 变换 群 G., 满 足 条 件 : 对 任何 x/ ER”!， 
2"ER"', 存 在 g.EG.; 使 gr' 一 x 各 由 下 "到 了 Rs 上 的 一 切 下 述 
形式 的 一 一 变换 g 组 成 :对 字 一 (rz 记 王 一 (ze， 
zl) 刚 gz 一 (Bec 一 FgEj) 其 中 [ES 为 go 的 一 切 分 量 之 
和 . 一 个 线性 变换 群 C 是 :G 包含 一 切 满足 下 述 条 件 的 n 阶 方 阵 


《cr OD 方 阵 (ci 和 满 秩 . 巴 De, 一 1]， 二 En 一 0 ss 并 一 
i=1 


1, (OD co = 1. 
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51， 一 个 反例 如 下 :5 知 一 R,X 的 分 布 族 中 包含 一 切 形 如 
f[ Sx] dx.…dz, 的 分 布 ,G 为 Re 上 的 正 交 变换 群 . 这 时 ,参数 


空间 (一 切 满足 上 述 条 件 的 /组成 的 空间 ) 上 的 导出 群 只 含 一 个 恒 
等 变换 , 故 任 一 检验 #5 的 功效 活 数 都 不 变 , 但 不 变 检验 是 只 依赖 于 


2 的 检验 

52. 有 Estd CT)=Esg CT .BR FEo(gCg 7 ))=E(T) ,对 一 切 8 
EB 由 TT 的 完全 性 知 #Cg* 了 T= 二 $8(T) a,s， PT, 对 一 切 8E8B( 证 
天 中 并 未 用 到 并 为 充分 ). 

53. 设 由 2 站) 为 -一 不 变 徐 验 , 则 房 (的 不 变 . 记 TT) 一 EC#$(X) 
17);, 则 记 ( 外 二 By(), 因 而 训 ( 引 不 变 ， 据 上 题 ,wy(7T) 为 几乎 不 
变 . 若 满足 一 定 条 件 ; 则 (7T) 等 价 于 一 不 变 检 验 多 C7}, 这 时 启 
(的 一 Ps 一 六 6、 这 证 明了 : 若 多 是 依赖 于 了 的 一 切 不 变 检 验 
中 的 UMP 检验 , 则 它 也 是 一 切 不 恋 检 验 中 的 UMP 检验 . 

54. &. 极 大 不 变量 为 zr 一 w(x) 二 T(x 计 0), 其 分 布 为 


Py(1) = aa + x 一 及 3)-tdx 
=x"'| a + zr)-idr = 1 Pr(0). 
外 


P23 (1) 随 8 增加 而 增加 , 邦 mm 的 分 布 为 MLR 族 , 因 而 GD0eO>0 
的 基于 rt 的 检验 类 中 有 UMP 检验 ,为 p12 0)=0 当 三 
R12 一 1 和 (0) 一 2 一 1 当主 172. BB. 二 a 之 172, 存 在 c 放 


0 使 x7 fa 十 之 -dx > a 固定 人 外 E (0,c) ,来 考虑 检验 问题 
玉 : O09rKRL:0 一 ， 为 此 考 虚 五 :8 一 0 天 :0 一 由. 按 NP 基本 
引 理 ,其 水 平 a UMP 检验 有 否定 域 G 十 zx)/Q 十 (zr 一 仙 )?) >a， 
对 于 某 个 a. 容易 证 明 ; 当 a>1l1 时 ,此 否定 域 有 上 过 x 之 的 形 
状 :其 中 心 人 > 页/72, 且 当 ey 1 时 天 yy 太 /2 了 不 oo， 因而 (由 a1/2 
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及 上 述 c 的 取 法 ) 存 在 ao>>1, 使 zj| "(1 十 zdx 二 由 于 人 


并 。 
>>0, 对 任何 8<<0 有 | 十 (一 各 Tdz 之 a 这 说 明 , 以 


Ca, ,一 ) 为 否定 域 之 检验 Be, ,是 瑞 属 KK, 的 水 平 a 的 UMP 检验， 
由 于 在 EE 《0,0) 内 $s 与 名 有 关 , 知 0 所 0m2.>0 的 水 平 a UMP 
检验 不 存在 . 

55， a， 转移 到 充分 统计 其 (X,Y ,s,s$)， 


= DX, — Rm 一 1)， 
1 


好 一 > — Dn 一 了. 
[| 


原 变换 在 此 统计 重 诱导 出 变换 XX' 二 eX 十 di 了’ 一 c 了 十 d;, sx’ 二 
cs sr 二 c 叶 ,不 难看 出 其 极 大 不 变量 为 纺 / 吕 ,其 分 布 族 为 
{ 记 -Car)dr:4E R) ,其 中 心 = H/?. 原 假 设 检验 问题 成 
为 4 关 lee4< 1, 不 难 验证 它 有 UMP 检验 ,否定 域 为 { 骂 /s? > 
Ft-1《9)} ,这 就 是 原 问题 的 水 平 < 的 UMPI 检 验 , 六 转移 到 充 


分 统计 量 (X, 了 ,5),s 一 Cm 十 [ontm 二 nn 一 2)) > (一 
1 


:十 330Y, 一 7 了 )”] .在 其 上 话 导 出 的 变换 为 一 c 叉 十 d， 
Y' 一 < 十 ds 一 cs, 极 大 不 变量 为 证 一 (一 到) 其 分 布 族 为 
1 原 检 验 问 题 转化 为 00m6 < 之 0, 它 有 水 平 & 的 
UMP 检验 ,以 说 < 挟 一 名 Ts(a) 或 (又 一 六 人 加 cafe) 为 否定 
域 . 这 就 是 厌 检 验 问 题 在 所 给 变换 群 下 的 水 平 a UMPI 检验 . 

56. a， 转 和 欧 到 充分 统计 量 (M,, M,), M;, = maxX,, M, 一 
maxy7i, 在 其 上 诱导 出 的 变换 群 是 Mi 一 cM,;M, 一 cMy,c 守 0, 其 极 
大 不 蛮 量 为 着 一 于,/M 和 有 分 布 族 147AbDdA>0) ,其 中 A= 


10 f(D 一 一 nt 或 nt 视 0<t<] 或 :21. 而 原 检 
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验 问题 转化 为 4 之 14A<1， 容易 验 证 后 者 有 UMP 检验 ,否定 域 


ti 
为 到 人 cv [ys ] 当 和 区 AR 十 六 )，eo = 


{mm 十 2 一 中 ) 下 当 a>n/ lm 十 n). bb. 与 a 类似, 用 充分 统 
计量 Cm, Mm M,) ,MM 同 前 ,而 天 :一 min 基 ,za 一 miny 
诱导 变换 为 mm 一 cms 十 dM 一 cM 十 dismy=cmy 十 dz; My 二 cM 
十 2; 极 大 不 变量 汶 由 一 (人 一双， 2 一 m9:), 它 有 分 布 族 {&f 


(at dr A 汪 0),; 其 中 A= ,而 f() = nn 一 1) ,os 


mtm 一 1) 


0 0 tr) de> 0, 再 去 考虑 在 此 分 布 族 下 ， 
4 六 1e4<1 有 无 WUMP 检验 ， 


S7. 得. 记 mrspiy 如 上 题 , 则 CE ‘VU Vo— | Si 9 
Yi,m,) 为 充分 统计 量 ， 原 变换 在 其 上 导出 的 变换 为 


有 = ceU 二 md, TI 一 cy 十 dd， 
: = es i V, = eV, 二 d;， 


极 大 不 变量 是 了 = 守 二 2 2 1, 其 分 布 , 因 工 的 分 子 分 母 独立 ,分 子 
/0 A 2 知 开 的 分 布 为 1{14 户 ，- 2 一 eA 
0) ,其 中 4 一 = 原 检验 问题 成 为 A 二 14,» A4> 


2 一 1 4， 这 问题 有 UMP 检验, 否定 域 为 7 由 


Fi sai 一 四 或 TT AP sm 0). 
5， 先 指出 ;在 9;/91 一 Ao 时 统计 量 
TT TY) = CA mV) 4 Vs VD) mV nV) 
完全 且 充 分 ( 见 第 二 章 习 题 19). 又 易 见 任何 检验 的 功效 晴 数 迷 
续 , 因 此 由 无 偏 性 有 
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(aaa 一 ay 有 入 有 9 ERo >D0， 
故 和 任何 无 候 检 验 对 (7 ,Ts, 了 3) 的 条 件 功效 , 当 51 二 ot 时 为 a 
由 于 
z= (eee Fad) = AU — pV Ue — nV mY, nV,) 

是 对 整个 分 布 族 ( 不 限于 原 假 设 ) 的 充分 统计 量 , 可 以 限 二 求 给 定 
了 时 = 的 条 件 分 布 ,这 等 于 要 炒 条 件 分 布 (s:,zz) | (zi 十 z2). 利用 
Zinzz 独立 ,2zi7oa 一 嫉 。cs2zzj/o 一 巡 ， 易 算出 在 给 定 zi 十 zz 
于 时 ,ss 的 条 件 密度 是 


Clo yo nm ne IExp 


1 
ra 
2 (Oo) 0 
在 xz; 的 其 他 值 处 为 0. 令 8=(o A 和 ) 一 oz1，, 上 述 分 布 (z 固定 时 ) 
为 指数 族 , 而 原 假设 转化 为 00082>0， 此 假设 有 以 zz 人 ECz) 为 
否定 域 的 UMP 检验 , 即 原 问题 的 UMPU 检验 . 但 在 给 定 的 z 
时 ,比值 入 = (Us 一 nV 一 mW) 是 =: 的 严 增 函 数 , 故 上 述 否 


定 域 又 可 写 为 @>c(z) 在 ho 一 os 时 ,到 -1Q 之 分 布 为 


on-_zgm-21 恒 参数 无 关 ， 由 Basu 定理 , 知 包 与 之 1 十 之 2 独立 ， 由 此 
得 出 


六? 


_ .MC 一 1 & 
clz) 一 hy Nn 1 mm )， 
与 a 中 求 出 的 相同 . 
58. 由 充分 性 可 局 限于 基于 (和 ,sy 的 检验 , s+ 二 31(X, 一 
有 也) 时 出 变换 为 下 二 c 玉 ,s' 二 |cls,c 关 0 极 大 不 变量 为 | ,一 
Vn ACS/ Yn 一 1) ,1| 的 密度 油 数 为 户 人 一 名 人 十 (一 昌 , 其 


中 2>0G 所 0 时 为 0),6 二 Yn 9/a, 此 寻 ps(*) 为 分 布 1,_1.3. 原 检 
验 问 题 转化 为 5 二 0er8 关 0. 任 取 六 关 0, 往 证 =0095 二 的 
UMP 检验 与 售 无 关 , 注意 到 po( 一 四 一 pott); 有 
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0) 2fe ND) = pel D/P) pal) patt), 
利用 1 的 密度 的 形状 ,经 过 简单 变换 ,得 
$0) = Ce| er + emg vd, 

其 中 (二 0) 

gv) 一 (| foexp— {4 一 Dus/2e dau 

exp{— {tn 一 1)vw/2r), 

Vv) = vw" exp(— vi/2). 
(BG oTv>0)do;yf 半 0) 是 ~- 族 MLR 分 布 ,以 2 为 参数 . 由 此 ， 
并 注意 到 因 刘 了 关 0 从 而 e- 生 十 e* 为 v 汪 0 时 的 非 降 隙 数 , 知 (x) 在 
:>0 时 是 zt 的 非 降 隧 数 ,这 样 就 得 到 5 二 0<* 人 = 六 的 水 平 &g UMP 
检验 有 否定 域 |t| 室 s_1Ca/2)， 由 于 此 检验 与 售 关 0 无关 , 它 就 是 
一 0 一 3 天 0 的 水 平 a UMP 检验 , 即 浙 检验 问题 的 水 平 e 的 
UMPI 检验 ， 

59， 按 Bayes 检验 , 当 


1 妆 2 
pexp| 一 这 可 < | 
时 否定 8=0; 即 当 包 过 | exp| 一 Fe 十 nxXu| drvla) 否定 8 二 
0. 不 妨 设 6>>0, 报 seE C00,6/2) 使 vse,0/2) 汪 0, 在 区 间 [e,0/2] 内 ， 
一 号 好 十 zXw 的 最 小 值 , 当 >>0/2 时 ,为 一 地 十 ne 及 ,因此 当下 
>>2[2 而 2 充分 大 时 
| | — Tu 十 Xu] dy(tu) 


exp| 一 5 (Cri 一 | dvtay 
1 


R] 一 人 


> exp| (0 一 sj (e012) -> o0, 


因而 当 = 充分 大 而 素 >8/2 时 ,9 二 0 将 被 否定 . 但 由 强大 数 律 ， 以 
概率 1 当 ? 充分 大 时 有 闫 汪 012. 
60. a. 半 几 .， 实地 计算 得 知 , 当 样本 为 1 时 ,8 一 0 的 
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后 验 概率 为 
| 十 工 一 声 a exp(— (KW/(2(r | n'y)) 和 
£ Yr 十 天 exp(tnR /2) 
计算 当 此 式 衬 1/2 时 下 应 处 在 的 范围 . 五 按 上 式 有 上 (8 二 0|xx) 寺 


a | 1+ ee) | ， 取 一 个 较为 “公平 "的 先 
验 分 布 p= 二 1/2:r 二 1, 二 0， 当 wn 1] 广 | 一 1.96 时 ,eax 173, 朋 随 
着: 的 增加 (但 va | 及 | 不 变 ) 而 趋 于 1. 这 表明 , 按 Bayes 观点 ， 
Yn | 下 | 二 1. 96 所 不 是 否定 8 二 0 的 有 力 证 据 , 而 按 通常 的 NP 理 
论 , Yn | 下 | 二 1. 96 已 到 了 5 名 的 临界 感 , 即 在 0. 05 的 水 平 下 应 
否定 8 二 0.。 从 NP 理论 的 观点 看 ,这 要 算是 否定 0 二 0 的 比较 有 为 
的 证 据 ， 

本 题 取 自 Berger 的 《Statistical Decision Theory and 
Bayesian Analysis}》 一 书 ,在 此 书 p.151 有 关于 这 个 现象 的 讨论 并 
提 到 了 一 些 有 关 欧 文献 . 

61， 有 


“-|1+12| exp 


] ;a 了 
3 dance)| 


-二 2#)] ， 
一 文公 一 0) ] dF (0) 大 ,此 处 & 二 


exp 


为 使 w 小 ,应 使 | ”exp 
Yn 了 , 由 下 对 称 , 有 


cu) = exp | 一 二 (u 一 vb)] adg) 


-Tile 


十 exp 


一 去 (a 一 v 0 


一 去 (x+ 0) | Jar co) 


容易 证 明 : 当 |al 执 1 时 ,对 任何 ed 有 
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exp| 一 于 Ge 一 ey 十 exp| 一 六 十 e?] < 2exp| 一 普 o| 3 
因此 有 
CH) < 2exp| 一 ee 


代入 Ux 的 表达 式 » 有 


Jarce) 一 exp| 一 pa 


i 

— 2 这 
ox > 1 + 1 Pexp /em 一 评 也 二 | 二 p 

F 2 及 2 抒 

5 
2 
— H 1 
62. 因 a. 一 {1+ 于 如 cc) fexp 一 三 站 有 ; 其 中 
1 1 


zy =| exp| -二 2 zx 一 0)) fC0)do 
, 


= VRexp( s/2) exp| — $C 一 9 和 Fa0 


= ve actz)， 
其 中 由 = YR# 玉 , 按 题 设 |x| > 1, 以 下 为 确定 计 设 zx > 1 又 (2) 
= /C0/ VW)/ Vw 为 偶 , 在 [o,co) 非 增 , | 7(9)d9 = 1. 为 使 
4 最 小 ,要 使 ctwu) 最 大. 但 
clu) = | acu, Fc0)yde, ds0) = ee 十 eetas2， 


记 g(0=te- 玫 全, 则 g(0) 二 g(o0) 二 05g 在 (0;o0) 先 升 后 降 , 在 1 二 
1 处 达到 最 大. 现 有 
du = gu pt 二 0), 
由 gC*) 的 上 述 性 状 及 ww>1; 可 知 a4tw, 扑 /WB 从 8 二 0 开始, 先 大 
于 0 后 小 于 0, 即 dlw,8) 作 为 8 的 炒 数 有 图 15(4) 的 形状 . 这样 ， 
为 使 c(w) 达 到 最 大 ,了 (四 必须 满足 了 (四 一 0 当 >1! 网 图 (a) (不 
然 可 以 用 也 ( 丰 代替 了 ( 罗 , 其 中 访 ( 引 二 了 (内 十 hh 当 0 扩 861 而 
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C0) 一 0 当 9>4， 其 中 如 二 | 了 (0)d014， 这 不 破坏 了 的 非 增 性 要 


求 )， 因 而 可 假定 了 有 图 15( 人 的 形状 , 因 和 为 如 Ce 的 最 大 点 ， 
且 ca 在 如 的 两 边 下 降 ( 指 离 关 意 远 ,请 小 ), 故 如 以 下 式 定 


义 的 六 (0) 代 和 营 了 ,clu) 只 有 增加 ;了 (8) 二 | Td/m oo 


请 十 人 选择 之 使 下 | Jdijm 一 YGydr. 注意 上 必 界 于 0 和 /一 
力 之 间 , 这 易 由 了 的 非 增 性 推出 ， 回 到 最 初 的 了 ,得 到 使 c(2) 达到 
最 大 ,因而 使 dx 达到 最 小 的 / ,是 均 句 分布 RC 一 (m 十 如 / Vn， 
Gm 十 和 /VD (十 有 /wa 这 个 点 由 一 个 找 不 出 显示 解 的 方 
程 定 出 . 


Fl9) 
| 
| 
| 
0 mi E 4 
(h) 
阅 15 
此 题 是 Berger 前 引 著 作 中 的 一 个 例题 ,但 书 中 未 给 出 证 明 . 
第 六 章 


1 凡人) 记 和 (四 一 EsT(X) 的 反 玉 数 , 由 指数 族 的 严格 
MLR 性 质 知 刀 为 严 增 . 出 定理 1.1 知 记 解 析 , 记 8， 一 
(infht0) ,supht0)) ; 易 见 定义 于 四 上 的 mrx( 外 有 题 中 要 求 的 一 切 
性 质 ,5。 因 EsTCX》 一 一 CHAO)/(CC0)m'(9)) 一 8， 易 见 
ClewO070 的 对 数 有 导数 mw' COO)CTCX) 一 站 ,再 因 VaryCTCX)) 
记 0 知 mm" 站 人 > 0, 故 supC 《erm 中 =C(T)e™D ,mlogLR(X) 
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一 一 JogCC0) 十 logCtT ) 十 了 (人 T) 一 m(0.))， 再 用 一 
COO/ACCCODmC0)) 一 昌 , 可 知 上 式 右边 对 了 的 导数 为 大 位 ) 一 
《页 )、 由 于 天 人 严 增 , 立 即 得 出 似 然 比 检 验 如 题 中 所 示 . 


3 记 = 一 >» (CX; 一 及), 易 算出 LRCX) 一 cont. ss "etwan, 
因此 似 然 比 检验 有 接受 域 cl 入 5 下 cosc1152 满足 


C1 -200 一 ea zf2e 人 


0 2 
ke (1) 
-1 为 以-_1 的 密度 . 按 定 理 5.7,0 一 gog 关 g0 的 水 平 a UMPU 
检验 也 有 形 如 ci' 拟 s 所 cs 的 接受 域 ,ci' 和 cz 满足 

三 tk)dt = (一 1)(1 一 ce)， 


ca a 
| Rd 一 1—a. (2) 
< 


据 第 5 章 4 题 ,(2) 的 第 一 式 可 化 为 上 baeraym 一 
ce beejm ,于 是 (1),(2) 两 方程 组 解 不 一 致 (9), 即 似 然 比 检 
验 不 重合 于 UMPU 检验 . 

3.4. 简单 计算 表明 : |- 


Te”, 0<z< 1， 
LR(z) = -1， 12， 


Zr le 2, X22, 图 16 
如 图 16 所 示 . 因此 ,车 ci 所 zx 二 为 五 二 六 的 似 然 比 检验 的 接受 
域 且 0<c 扎 1;cs 实 2; 则 必 有 
Cl le' = DC lecz/2， C3) 
另 一 方面 , 据 定理 5, 6,c 委 zs 和 es 要 成 为 五 全 天 的 UMPU 检验 芍 
接受 域 ,cl ,cs 必须 满足 e 一 e 2 一 e 2 一 e 2, 因而 必须 满足 
e 十 ee 一 1 (4) 
由 些 可知, 若 似 然 比 检验 总 与 UMPU 一 致 , 则 对 C0,1] 内 的 cc 和 
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上 
上 
上 
上 
i 


[2,00) 内 的 cy; C3), 4) 商 式 应 等 价 . 但 这 不 对 ,一 个 数值 例子 是 ci 
= 0.5,cs 一 3.0173…, 这 时 (4 满足 ,而 (3) 式 两 边 分 别 为 3. 297… 
及 2. 996…, 并 不 相同 . 以 0. 5 安 z 安 3.0173 为 接受 域 的 检验 为 似 
然 比 检 验 , 它 既然 不 是 UMPU , 则 据 定 理 5.6, 它 也 不 能 是 无 偏 
的 . 


5. 易 算出 
LR(z) 一 expf2 (x 二 rt)), rl = max(zrsd), i= 1,2, 
#3 由 此 可 知 ,车 取水 平 a€ (0,174), 则 瑟 e 天 的 
水 平 a 的 似 然 比 窒 验 有 否定 域 {zt >0,z,>0， 
和 8 Tr U {ro mor >C UU {x 


0,z2 之 0,X2 这 CC}, 如 疼 17 中 4,8,C,D 连 线 


,| 的 外 全 \C 之 值 在 2log 让 到 = 之 问 . 这 个 检验 
图 17 不 能 为 无 偏 ,因为 一 则 据 第 五 章 39 题 ,五 + 天 
的 水 平 无 偏 检验 只 有 唯一 的 一 个 :向 =a。 再 
则 易 证 明 ; 当 外 >0 充分 小 而 名 一 co 时 ,这 个 检验 的 巧 效 收 化 了 一 
个 小 于 a 的 极限 . 
4. 记 f(x) 一 dPelr)/dgtx); 因 如 民有 UMP 检验 ,对 任 
何 9.€ GBk,0 关 6, 它 也 是 6==er9 一 站 ,的 UMP 检验 , 故 应 有 形 
式 (0<r<1,{7Cz) 一 c} 这 部 分 也 可 以 归 入 另 两 集 ) 
l, T(z) De 
$x = | T(r) 一 5， (5) 
0， Tr} < ee, 
T(z) 可 取 为 ,例如 ,fs tx) /fo Cx} (任意 固定 一 个 外 ). 记 {T(x)>> 
cATCz) 二 c} 和 {T(z)<<c} 这 三 个 集 分 别 为 41,A;,A;. 由 于 对 任 
何 8€EB,9z0,#$ 是 名 9 的 UMP 检验 , 故 对 任何 x AA,i 一 1,2， 
3, 应 有 
Ser fo Ct) > 万 (rar > fax) fo (xa), 
由 此 可 知 
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Xl 


LRCz) 守 LR(T) 守 LR(ra) 车 Ad 13, 
有 两 种 情况 :个 pCA4,)=0. 这 时 可 在 (3) 式 中 取消 4:( 例 如 , 改 节 
为 7) 二 1] 当 TT(z) 守 ec). 令 扩 二 supLR(z),d, = inf LRCx). 车 


di 之 ds; 取 4 EE (di,d2), 则 似 然 比 检验 $ C(x) 一 TILRIz) 半 dd) 与 
(3) 同 .车 二 ds 一 4d, 则 令 

1， LR(x)>d, 

0, TIRCz) <d, 

$6, ROG) 2 dr€ Ah, 

0, LRIz) = dr € 4, 
此 为 广义 似 然 比 检 验 , 与 (3) 辣 ,名 j(As) 守 0. 这 时 ,对 任何 8E8， 
for/fa (x) 在 4， 上 必 a.e. pg 为 常数 ,否则 与 (5) 是 如 8 的 
UMP 检验 不 符 . 因 只 有 可 列 个 2 值 ,可 以 设 fo(xz)/Jstz) 在 A: 上 
恒 等 于 常数 (可 与 2 有 关 ). 这样 LRCz)== 某 常数 d,zE As. 令 

1， LRCKz) > 过 或 LRIr 7 二 d,x € 4， 
$ (rT)} 一 | LRCr) < 了 ,或 直 RIr)y = dx EA,, 
1， 其 他 
此 为 广义 似 然 比 检验 , 旦 与 (3 局 . 
它 不 一 定 是 狭义 伺 然 比 检验 . 例如 , 设 已 一 尽 50,1),P 有 密 
度 2z7(0<r<l)dr， 考虑 0=0er0= 1 水平 374 的 UMP 检验 只 
有 灾 z)= 一 TILA4zr<1) ,而 水 下 3/4 的 狭义 似 然 比 检 验 为 :$Cz) 
一 1 当 r 六 172,80z) 一 172 当 DSSz<17/2. 
5. 设 卫 有 分 布 6'e "1X>0)dxr,6>0. 五 ;1 或 Br2 

天 ;1<<8<<2. 简单 计算 给 出 


Tze, 1< 委 工区 ?log2， 
LR (CX) = 2 le 0D 2log2 证 这 2， 
1 ， 0< 工 <1) 或 工 汪 2， 


如 图 18 所 示 . 以 下 推理 与 第 3 组 相似 ; 当 1 扫 c < 委 2log2 委 c 委 2 而 
ca<z<es 为 瑟 一 到 的 位 然 比 检验 和 否定 域 时 , 必 有 (3) 式 ,而 如 为 水 
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平 a 的 UMP 检验 , 则 必 有 (4) 式 . 故 如 二 者 相间 ,由 在 三 上 述 
范围 内 :(3), 4) 应 等 价 , 但 这 不 成 立 , 例 如 , 取 一 1,cz 一 1.8655 
4 满足 ,但 (3? 式 两 边 分 别 为 e 及 2.724…， 


上 
I 
上 
4 
1 
Lo 


ol 2og2 
图 18 

6. 设 样本 XX ,独立 ,XNCG0) ,WER' ,o>1. H， 
训 二 一 ju+r 尺 :pi 不 完全 相同 .有 
Ei(s/n) i san, 


eve, sy 


LR{r} 一 1 


其 中 s = 31 CX 一 尼 ):. 似 然 比 检验 有 形式 $s) 二 1 当 s 之 < 一 
0 当 5 < 之 ce 车 < 一 人 水平 为 1; 阁 :六 0, 则 BC :A 一 PX 
> cf/g 一 1 当 5 一 00, 仍 有 水 平 1， 

7. 考察 下 面 的 分 布 表 


P, 


1 13/48 
1/3 113/48|13/48 
刀 ;2 一 0e 乓 :0 一 1 或 2 水 平 < 一 172. 似 然 比 检验 当 总 一 1,2 时 否 
定 ,3,4 时 接受 ,功效 为 11124<172 一 。 


8， 易 算出 
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nlog(tli 二 nX/s)， 不 守 0， 
0， < 0 

当 原 假设 成 立时 , 若 pc0, 则 因 忆 .(X<0) 一 1, 有 2iogLR(X)->0 
in pr,. 若 wm 一 0,2logLRCX) 的 极限 分 布 为 “2 之 平 ”, 邯 极限 分 布 
以 172 的 报 率 取 0,172 的 概率 为 xX,*, 其 所 以 与 定理 5.1 不符, 是 
因为 原 假 设 下 参数 集 的 维 数 与 整个 空间 维 数 同 . 

9， 有 YY, 二 2l0gLR(X) 一 一 2zzlog[ maxF (X.) /FCO0)) 。 由 于 
X; 有 分 布 Cz)/FCO,) 知 maxF(X,)/F(0。) 的 分 布 与 RC0,1) 中 
个 iid, 样本 的 最 大 和 值 的 分 布 同 ; 即 有 密度 ae -7(0 < 工 忆 1)dr 
由 此 易 算出 了, 的 分 布 是 XY, 当然 也 是 其 极限 分 布 . 此 极限 分 布 的 
自由 度 与 定理 6.1 所 规定 的 多 了 一 倍 . 

10， 记 M;= maxX; A 一 max M,. 易 算出 

7, 一 aogNRCX) 

-| [一 FW 一 (一 1og 把)]， 
此 处 久 为 从 一 … 一 色 的 公共 信 . 接 上 题 ,2, 二 一 nlog 咎 久久 ,1 亏 


7 此， 各 有 分 布 e "I{zr > 0)dz 县 独立 , 而 nlog 天 


2logLR (CX) 一 


min (Zz 0 下 有 Y, 一 2>， CZ} 一 min(2Z 287). 简单 论证 


表明 , (2 一 min (2,,… ,27)) 的 分 布 ,等 于 一 1 个 iid， 变量 之 


和 的 分 布 ， 各 变量 分 布 为 ez > 0)dz. 由 此 可 知 ~ 鹤 _1). 
这 比 定理 6. 1 规定 的 自由 度 多 了 一 倍 、 
1 记 关 由 守 ' 伟 于 wy 为 次 序 统 计量 , 易 算出 


2 一 站) 


2logLR(X) = 2zlog 
"8 (2%) 2 "0 


控 第 一 音 15 题 ,T= 二 poor (XoXo 有 密度 (x D7 
用 轴 一 民 rD 
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n—1l 


(0<z<1l)dz. 由 此 不 难 算出 2logLR CX) 的 分 布 为 -3 exp 


一 ;171(r>0)dx, 当 n>oo 时 极限 分 布 为 7 


Wo— (Gm 4 nsY) 
WW NZ 


—N "1 
12. a. LR(X) = | ,W 二 D1X, 十 
1 


DY N 一 Rl 十 Wa X,Y 的 定义 见 五 题 ). 二 | XY 独立 ,站 ~ 
1 
EtlD,n),Y ~ Et{Dns)s, 有 
PIE = | (人 aeredy] He "dz 
iin 0 


十 [| 
Wins 


-+ 


了 一 Er 
| zerodz| nze "dy 


Rn Nl 
NIN 
c. 在 玉成 立时 ,LR(X) 的 分 布 与 &1 一 az 及 a 无 关 , 故 不 妨 设 a 二 
qs 二 010 二 1, 有 
2logLREX) = 2Nlog(tl 十 有 AR — mK — neT)), 

< 的 意 交 见 hb， 由 于 一 0,Y->0( 当 一 00 ,nooo, 下 辣 ) ,及 由 大 
数 律 知 CW 一 A 一 nzY 了 Y/N 一 1 a.s.; 知 

2logLR(CX) = 2N (E/N -oo(EAN)) = (2 + 0,(10)€, 
再 利用 8 即 得 . d. 似 然 比 检验 有 和 否定 域 EA/AW 一 六 一 ns 了 ) >c. 不 
妨 固定 = 去 计算 功效 Plalsasso) , 当 g 固定 时 ,( 基 ,了 ) 为 完全 充分 
统计 量 , 而 研一 zy 了 一 nzY 的 分 布 与 a1,as 泡 关 ,总 VW 一 XX 一 
nz 与 (了 ,了 独立 ,因而 与 独立. 故 车 以 下 记 V 之 分 布 函 数 , 则 
有 


二 


一 吕 


Blaivass0) = | Pas > cu)dF Cw). 


内 须 证 明 : 对 任何 >>0, 有 
Pa a (€ >1) 六 P, a, C$ 六 由 二 8 任何 iriiar 
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这 不 难 直 接 通 过 计算 验证 5 计算 与 下 相似 但 较 繁 )， 
13. 写 出 《XXX 的 密度 ,通过 计算 极 值 , 不 难 算 出 似 然 
比 检 验 有 否定 域 


#1 可 严 -… 
[Dxx nlf Dx) Hx) > 
上 1 1 
14. g、E7, 一 上 一 1 易 证 . 求 Var(Y,) 也 平凡 但 较 繁 ,结果 为 
下 
202 一 十 一 1 一 如 十 D1/p.b， 有 Var(Y,) 守 EGG 一 
1 


np /mp 一 人 一] 巷 丰 一 0 则 了 (一 2 并 次 《一 
用 声 31 户 ( 才 1 = np om (op =npllt+o(l)), 
因而 Var(C7.) 六 (np (1 十 00)) 一 oo， 

15. 首先 ,fce "mp 六 1]) 必须 有 界 ,] 志 1 安国 车 {cwnp;} 
或 其 某 子 列 一 ce, 不妨 就 设 c = anvnpi 而 2am 一 0; 则 YY 守 aw(5, 
一 Rp/nps = antl — pW = CE — Rp /npll — pi) 三- 
2 故 了 一 co in pr.， 这 证 明了 {fceztz) 有 界 . 

对 {Y,} 的 任 一 子 列 { 们 .}, 可 先 {n') 之 子 到 {wn 站 ,使 cn"pi 一 


4 存在 ,1 蕊 1 < 因而 位 ,} 的 极限 分 布 与 >)c 吕 的 极限 分 布 同 ， 
此 处 加 一 Cr 一 ap)/ Map 即 与 De 二 


cl > V piu/ ps】 之 极限 分 布 同 .但 (91) no 


时 收 敏 于 5( 依 分 布 ) 一 (一 1) 维 非 退化 正 态 分 布 NC0,A). Bm， 
1) 记 具 分 布 NC0,A) 的 随机 向量 , 则 {7…y 的 极限 分 布 与 


Dom +ol 习 Von] Vp 之 分 布 同 , 因而 后 者 应 有 分 布 


Nr, 


| 
记 了 一 《有 十 


5 Vp Vp 可 写 
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为 了 BT 的 形式 ， 易 风 ;不同 的 向 其 C1:… Ch) 所 产生 的 避 不 同 . 固 ? 
非 退 化 正 访 ,存在 一 1 阶 的 方 阵 王 = 丰 三 ,使 T= PY~ NO0， 
TBAE)T ~ 守 1, 因 而 ABA' 只 能 是 1, 即 B 


一 A-1, 即 如 被 ,<>Xi_, 这 个 事实 唯一 决定 了 ,因而 cnp; 当 n 一 
CO 时 有 一 定 的 极限 cis 它 必须 是 1¢1 < 所: ). 队 据 上 述 yen p, 的 


极限 被 这 > ,唯一 决定 了 ,而 极限 1 又 适合 要 求 (定理 6. 2). 
16. 充分 性 部 分 不 难 用 特征 函数 证 明 . 先 设 户 ) > 户 存 在 ,1 挟 


jE, CE O— HY pa 一 npa)/ VY mpag)" — &, 的 特征 
函数 为 


ftir = exp| i /x Sy, Vp Dp" ew)", 


车 np > oo, Be Ve = 1 i Mnps — 2 /np + 
o(1/npw) 代入 , 取 对 数 令 n 一 o0, 妈 知名 的 极限 分 布 与 定理 6.2 证 
明 中 所 得 的 完全 一 祥 , 因 而 该 处 以 下 的 证 明 皆 有效 (4 现在 可 与 4 
有 关 , 这 无 妨碍 ). 若 {psy,n 实 1) 不 收 合 , 则 {Y,} 的 任何 子 列 {Y,}， 
可 抽出 子 列 {Y,) ,使 pr 收 化 ,1 二 了 去 大 按 已 证 部 分 ,ze 一 > 
灼 _ 1. 这 样 ,全 序列 {Y,) 也 依 分 布 收 伊 于 六 ,. 

若 np -> oo 不 对 , 则 Y, 的 极限 分 布 或 者 不 存在 ,或 者 存在 而 
呈现 很 复杂 的 可 能 ,但 没有 一 个 是 驮 ，, 举 一 个 简单 情况 :apw 一 


05nprjii>o0; 而 2 过 /之 各 则 易 证 Y, > 欢 _,_; 这 只 须 注 意 当 
Np DO 时 有 (és; 一 Np) /np 0inpr., 由 此 就 不 难 化 为 已 证 情 
况 . 


17. 只 须 注 意 , 在 对 立 假 设 下 ,$5 一 (CCE 一 np W np sy 
(&， 一 np Vnpe)’ 仍 有 正 态 极 限 分 布 ,其 协 差 阵 与 定理 6.2 证 


明 中 同 ,和 而 均值 向 量 为 (cy V 记 ，…wcif/ VY pi)， 由 此 立 得 6 = 
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2 ea/p. 

18. a. 注意 到 当 p. 一 0 时 有 (一 pp.) /np 一 0 in pr. ,存在 & 
汪 0 使 PO 一 np /np 各 1) 字 (1 一 a/8), 当 pe, 所 了 一 人 
6) ,以 5 记 J 中 元 素 个 数 , 则 

POE — np/np) 1 ED) 
6 — a/R) 一 (一 1 之 1 一 wy 

而 当 jEJ 时 ,有 (6 一 np))? /npj 读 nfs 帮 由 上 式 有 

POY, EE 二 Rn/ 守 1] a>PY, > k++ hn/e) < ar 
因而 证 明了 :至少 存在 一 个 这 样 的 c.(a)， 显然 ,一 切 这 样 的 co) 
的 下 确 界 仍 满足 条 和 件 , 且 是 其 最 小 者 .5. 记 Hp = ln,p; = (1 


一 1/ /A(R 一 1) 2 环 T 雪 天 在 日, 之 下 二 (C61 一 np1) Rp: 

/Ynpr)' 的 特征 函数 为 
上 

fl safe) 一 exp| 一 ji 让 Vp | 


an 
一 eaexp| 一 3 Vnp, | 已 十 Pipe | 


x {1+ 了 (en 5 二 ee “| ， 
最 后 一 因子 当 m -> co 时 收敛 于 exp(en 一 1), 而 据 第 16 题 中 的 论 
证 ，, 当 n> oo 时 ,exp| in fnp, | 全 十 et/ 和 “| 收 全 
于 正六 N (0,A) 的 特征 函数 ,其 中 和 一 一 4 为 在 一] 阶 方 
阵 , 其 各 元 寿 是 圭一 1)》 : 由 此 可 知 , 循 着 这 串 原 假 设 互 .,Y. 的 极 
限 分 布 等 于 A 十 2 之 分 布 , 其 中 1 ,Zs 独 袜 ,2 ~ 衫 _， ,而 Zi 演 
WW 一 1,W 为 Poisson 分 布 P(O), 此 极限 分 布 站 不 是 信 -; 但 与 粒 -， 
有 同一 均值 * 一 1, 因而 必 存 在 h 半 0 使 RC) < 之 POX 1 志 有 ), 记 
PE 放 有 ) 一 a 显然 ,不 能 有 ca) 一 六 iC0) ,不 然 的 话 ,将 有 a& 
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二 
en 十 Spe | 


PO oa) | 1 一 O10)) 一 1 一 了 (hk) > 六 盾 . 

19. 例如 , 取 nn 二 9 是 二 2, 瑟 ;(1/3,2/3), 冤 检验 有 否定 域 (< 久 
一 3)272 ec, 此 处 六 是 入 ,…, 芒 ,中 等 于 a 的 个 数 . 取 c 一 1, 否定 
域 为 X 二 2,3,4, 计 算 功 效 沙 数 在 173 点 的 导数 知 其 不 为 0, 因 而 
此 检验 不 是 无 病 . 

循 着 这 一 想法 ,可 对 任意 ”和 并 构造 这 样 的 例子 . 关键 在 于 适 
当选 择 原 假 设 ,尤其 是 Y, >c 中 的 c. 我 们 不 去 涉及 细节 ,因为 下 题 
将 给 一 彻底 的 解决 . 

20， 既 然 po,… ,pm 不 全 为 1/2, 其 最 小 值 ,不 妨 设 为 pio ,满足 
pi 这 《PpP 加 十 十 p17) 一 1). 先 证明 在 对 立 假设 尺 ; (ps***， 
Px) 之 下 有 


机 + 串 卫 得 -可 ， 


这 容易 , 找 s0 充分 小 , 令 De Pi = pt+er 2 
此， 把 此 代入 上 式 并 记 其 结果 为 hte), 有 


二 — 2pto "1 2po. 
a 二 一 天 > 
(Ej) 1) 一 | C le pn E 


I 2 


上 OCWe) 


太一 1 


二 
= 1 3 
! | Pro > Fe +o ” 


因此 当 e>>0 充分 小 时 上 式 小 于 一 1, 即 Ex(Y,)< 之 En(Y,) ,因而 天 
在 c 诗 0, 使 a 二 Py(Y, 六 中 >Pr(Y,>c)， 因而 ,对 原 假设 Hpyo， 
pio) ;水平 a 的 尖 拟 合 优 度 检 验 并 非 元 偏 一 一 当然 ,这 并 未 证 明 
对 任何 a€ 《0,1) 检 验 必 非 无 偏 (后 面 第 28,32 题 与 此 类 似 ). 

如 果 加 一 1 TsSiSE， 则 如 果 某 组 样本 信 ( 6) 在 否定 
域内 ,出 此 点 置换 所 得 的 点 也 在 其 内 . 应 用 这 一 事实 ,不 难 证 明 功 效 
国 数 在 (fk&… ,17 站 点 处 的 一 1 个 一 阶 偏 导数 丝 为 0. 进步 也 
不 难 验 证 此 点 为 极 小 值 点 ,; 且 功效 函数 不 在 边界 上 达到 最 小 (参看 
cohen 等 :Ann,Statist, ,1975,p. 959). 

21. 不 难 验证 :c. 一 vn 满足 要 求 . 拟 合 优 度 检 验 的 这 个 性 质 称 
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为 其 相合 性 , 
22， 对 子 ,, 只 须 注 总 lin és/np: = la.8,. 对 YY ,注意 当 % 一 


oo 时 有 (CVS 十 Vapi)/ Vanp, 一 2 a.s. ,因而 y 一 > 4 人 (6 一 


npD27CV es 十 Vanap): 与 区 有 同一 之 极限 分 布 
23. 把 满足 上 :和 一 站 | = 二 2A 的 pi; 值 记 为 p' ,并 不 妨 设 i 一 站. 


因 Ef 和 Pe 一 工 4 有 > 六 一 干 如 ,此 处 挟 = /7 TT pisl Si A 
1 


Bl 
1 先 设 DE 一 态 , 国定 Pls spis 让 tis dy.) 变化 ， 求 
1 


tr/p; 在 205 一 4 的 约束 下 的 最 小 值 ,用 拉 格 朗 日 汪 数 法 , 易 求 


出 最 小 值 为 至 /0 一 六 ) 上 且 最 小 值 当 志 二 ntl 十 2 人 0p(1 所 ?所 
站 一 1 达到 ,因此 站 之 (5 旺 /tp 十 A170 -- 记 ' jn 芝 4 于, 等 号 当 


且 仅 当 p" = 1/2 时 时 达到 . 因 $/n 一 1/2 二 年 4, 知 于 让 + 必 
须 为 整数 . 若 这 个 菜 件 满足 ， 且 = 
冯 十 4| 表 为 一 1 个 正 整 数 记 ,msi 之 和 , 令 6 二 ,1 


训 十 人 之 一 1 则 把 


nn 


EE 一 1 一 六 


-4 ,pi = n/n 424A ,1 SiSR— 1, 


Pr = 172, 即 达到 这 最 小 值 . 如 果 | 一 4 也 有 下 一 1, 财 也 订 以 


把 nn TT 总 表 为 一 1 个 正 蔓 数 ny…,ny | 之 和 , 令 各 二 24;] 所 


i ht 一 1 十 4j ,pr = n/n 2A) ,1 ik 1,p;— 
1/2, 也 可 达到 此 最 小 值 . 总 之 ,了 Y, 能 达到 其 最 小 值 44 息 的 充 要 条 件 
为 :二 十 4) 为 不 小 于 一 1 的 整数 . 当 此 条 件 满 足 时 , 按 上 法 选取 


5 和 pi( 显 然 记 的 地 位 可 用 另 一 是 标 取 代 ) ,可 使 关 . 达到 此 最 小 值 . 
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24. 往 证 : 取 c, 二 wn? ;6 之 之 1/4, 可 满足 要 求 . 首先 , 因 在 原 假 
设 成 立时 有 E(Y,) 一 & 一 1] 之 n'; 有 PB (8)=POY,>n |F)SEE 
(YD) /nm < fn* 一 0， 要 证 Bo (G) 习 1 划 麻 烧 得 多 ,分 几 步 进行 ， 

把 样本 量 w 时 的 分 区 间 记 为 

Ti 一 《一 cosan)d = (gaa sn, 一 (alyec)， 
各 有 下 (TD) 一 1/8,] 委 i 委 有 记 包 一 max [FC,) 一 G0)|, 则 有 
liminfbn’ 半 0. 因 基 不然 ,必要 时 取 子 列 . 不 妨 设 存在 5 一 0, 使 
| 天 人 7) 一 GU) | 和]? 和 上 nn 充分 大 , 任 取 区 间 (di,d;)， 
固定 ”把 那些 全 藩 在 (ai,d:) 内 的 区 间 I 并 起 来 ,得 区 间 J 一 
Cdscda]， 由 于 和 友 , 有 [FG 一 Gy | 和 en 二 6 一 0 当 
n 阅 co, 因 而 了 C2;8) 二 Gla, 让 ,对 一 切 a 过 4. 这 将 导致 下 三 G, 与 
G 在 对 立 假设 内 不 合 ( 这 里 tacitly 假定 了 dj, ~*a yd 一 8, 这 在 FF 处 
外 严格 上 升 时 成 立 . 当下 有 常数 区 间 时 ,结论 显然 仍 对 ,这 个 细节 上 略 
去 了 ). 

因此 ,对 每 个 充分 大 的 n. 存在 ,使 |FCQ) 一 GD | 二 本 而 如 
六 bn 1b 六 0. 不妨 设 I 就 是 Camiyawwj] 且 GGu) 一 1 十 玉 . 记 

EH a 1],2, 
这 里 于 :和 ，… 为 样本 , # (A) 表示 和 集 4 中 的 元 素 个 数 . 由 Markov 
不 等 式 , 在 六 | ,及 ;,… 系 抽 自 分 布 G 时 (在 以 下 一 切 概率 都 是 在 这 个 
假定 下 计算 ) ,有 

Pl/ — Gla)! > nn ”) Es/n — Glam) |*/n®, 

产 为 自然 数 , 按 正文 (4. 3) 式 ,存在 只 依 束 于 刀 的 常数 D, ,使 E|&,/n 
一 Glar) | 和 Darn"， 找 五 充分 大 ,使 (1 一 26) 这 2{ 回 忆 字 过 1/ 
2), 则 由 上 式 ,用 Borel-cantelli 引 理 ,可 知 以 概率 1 成 立 如 下 事实 ， 
当 半 充分 大 时 ， 
[An Ga | En ,r= 1,2. 
由 于 Glaw) 一 Gan) 守 bn 而 5 汪 86, 由 上 式 有 
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人 一 CAG) Glan) 一 2n 2 bn ni, 
当 充分 大 ,这 时 有 (注意 到 $$, 一 5 是 落 在 Coals,awmj 内 样本 数 ) 

了 ,六 (2 pa /n/n lk) 2 Bn bn > nn’, 
此 事件 以 概率 1 当 wn 充分 大 时 成 立 ; 即 以 概率 1 当 充分 大 时 原 假 
设 被 否定 ,从 而 证 明了 By (G2) 一 1. 

25， 以 站 记 似 然 方 程 之 一 相 结 合 解 , 则 2logLR{X) = 


elogC& /np(9.)) > 娩 ,_.( 在 原 假设 成 立时 ,下 同 ), 由 于 
8./np.(B) 一 1in pr (这 用 了 如 的 相合 性 ,的 连续 性 及 大 数 律 )， 
有 > (Blog (Es /np (0)): + 再 利 用 /np.(B) > 1 
in pr ;有 log(é /np(0)) 一 log(1 一 ao 一 (1 二 ofl))ea 一 1 一 


6/npi(,)， 因 中 Dnp BD) (1 一 Eap( 良 772 -<> 发 1 ,, 如 所 徐 
证 . 

注 仔细 检查 定理 6. 1 的 证 明 , 不 难看 出 :着 在 LR (CX) 的 定义 
中 , 忆 是 任 一 个 解 ,有 想 合 渐 近 正 态 性 , 即 元 (六 一 -一 No,A 
《BC4Cp 0), 则 2logLRZ) 的 极限 分 布 仍 存 在 , 且 与 2 .52 的 
分 布 同 ,其 中 Z~N(0,7i) 而 B 宕 0 为 对 角形 . 据 本 题 结果 可 知 , 这 
时 这 毛 人 台 优 庶 统 计量 Y. 有 同一 极限 分 布 . Chernoff 和 Lehmann 
在 1954 年 证 明了 : 当 包 为 不 分 组 时 的 艘 大 似 然 居 计 , 则 至 的 对 和 角 
元 至 公有 上 一 > 一 1 个 为 1, 而 其 他 对 角 元 一 般 不 为 0, 因而 这 时 六 ， 
的 极限 分 布 不 是 如 定理 6. 3 所 给 出 的 症 -,_1, 

26、 不 难看 出 ;不 失 普 遍 性 可 设 Na,eyoi2osp) 中 口 一 6 一 0， 
二 多 一 1. 把 ,让 格 内 zz 坐标 绝对 值 之 最 小 值 记 为 au,y 坐标 绝对 
值 之 最 小 值 记 为 5,， 取 定 到 人 0 充分 大 , 记 Bx 二 {x,y) ;|z| 夸 KK， 
ly| 所 下}. 现 取 位 , 门 格 全 在 天 外, 暂 把 Gi, 让 格 记 为 J 二 {Cr yy) :a 
Ta 十 5 和 yb 十 太 ) ,考虑 列 联 表 记 导 下 的 二 /ni.n.;; 在 此 相 
即 
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= [fwardy) ff era) (fT /orde), 


13: "re ~ - 1 2 
这 里 "(x,y) A xp| 2 一 0 22zry 十 


| ,了 为 NCO0,1) 的 密度 .由 于 |2pry| 所 lol(x 十 史 ), 有 
Ty 1 Ieee 十 yy)， 


1 2 | 
县 exPl TT go pt 27 Ty > 
| 1 ， ， ， 
exp| a 4 ol + | ， 
先 设 p 兰 0, 则 
1 2 2 1 2 
| 中 sm BC PIT PY ty )| dzdy| 


《zz 十 2 dzay| 


1 
2 一 |2l) 

1 
所 Le 一 TT 十 ydrdyA 


一 |p | 3 | “ra 一 上 2 
一 去 计 名 二 的) ° dr 


* | 人 了 dy. 
由 此 可 知 , 对 上 面 这 样 的 忆 , 站 格 , 有 
| br Czy) dedy | / | 四 (zx)dz 全 7 Cdy] 


.exp 


一 |2| : 
元 于 fo 1 i DA， 


因此 ,在 40 时 ,上 面 这 样 的 cr 之 和 ,其 上 极限 不 超过 
《2 1 一 ui .exp| 一 2 十 了 9jdzay， 


是 


其 中 Br 为 Bx 的 余 集 . 由 于 2 | 过 1; 双 下 充分 大 , 虐 式 可 任意 小 . 
但 国定 下 后 ,对 藩 在 Br 内 的 G@, 让 格 , 当 A=0 时 ,有 
Bin 


< (2A — p02)) exp 


Cii — {2x(1 一 2833 一 1 


+ 1l+te 3 3 B02y jaaa 1)), 
中 exp 201 pT 二 > Ti p xdytl 十 ol1)) 


此 处 0(1)->0 一 致 地 对 Bx 内 的 (i, 门 格 . 综合 以 上 ,并 注意 到 在 本 
是 情况 (相当 于 aa 一 1 公式 (6. 20) 可 写 为 
Ya 一 Z cp 一 


即 得 
limY,s 一 (2r(1 — p77! 


. i -一 _1+P 2 2 2pry | , 
式 中 的 积分 易 算 出 为 2r. 故 
1 


ina 一 械 一 大 1 一 工 一 交 ， 


如 所 欲 证 .车 Pp 一 0, 则 6 一 | fF" 《x,y)dwdy, 而 如 cs = 1, 这 时 
有 imyw = 1— 1—0= ld- Dy. | 
27. 平凡 (用 Glivenko 定理 ). 
28. wa、 以 书记 六 的 反 函 数 , 则 下 -区 定义 于 50,1) 连续 严 
增 , CFo( 及 )) 与 Y 同 分 布 ( 因 Fo (ZX 一 及 01) 而 当世 一 民 C0， 
1 时 ,下 1CU) 有 有 分布). 取 g(X) 二 FCFoCT)), 接 时 下 ,, 玉 所 
作假 定 , 不 难 验证 它 满足 题 中 的 一 切 要 求 .8 者 记忆 一 &() 或 
及 ,, 视 殉 , 过 a 或 关 a ;并 以 GG 沁 2Z1 ,2 的 经 验 分 布 .由 a 知 ,2Z; 之 
分 布 与 Y; 同 , 故 
PerlsuplFe (x) 一 Focz)l > 一 
Pe sup |Go (2) 一 Falx) | > 4A), 
如 果 对 某 样 本 信 多 ,,… ,多 , 有 sup |G.(z) 一 Fokz)| 之 人 4, 而 最 大 值 
在 z 之 a 达到 , 则 显然 sup |Po(x) 一 Folx)| 也 在 该 点 达到 同一 最 
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大 值 , 即 sup |Foy (zx) 一 F(x)| 之 和 4 车 sup1G.(zx) 一 Folx)| 在 x. 
之 a 处 达到 , 则 有 两 种 情况 :由 此 最 大 值 在 5 之 a 处 达到 日 1G.(5) 
一 Fo 守 A 因 (BD) 才 (4a) 一 信之 1/2) 知 必 有 GG,(5) 这 
EC) 人 下 oo 之 G06), 故 也 有 | 一 (6)| 半 4, 因 而 
sup|Fotz) 一 Petz)| 六 4. 加 此 最 大 值 志 4 这 时 ( 仍 以 5 记 达 
到 最 大 之 点 ), 有 可 能 是 G0) 宇 记 (让 但 G0) 一 Ftp) 委 4 但 
Fnth) CG.) ,因而 有 可 能 sup [Fn Ce) 一 Fotxr) | Ftb) 一 
了 Fol) 之 44. 不 难看 出 ,这 后 一 种 情况 发 生 的 概率 大 于 0¢ 例 如 , 找 。 
半 0 充分 小 使 g 0 一) 半 上 5 十 Ee( 给 定 8 过 a 一 和) 取 A,1 一 F,(8 
十 引 之 之 1 一 了 (6)， 当 事件 {CX XD): 一 6X < 之 5,1 所 
i 全 nn) 发 生 时 ,有 sup1Foykr) 一 oz)| 之 4 但 sup |G,(x) 一 
Fz) | < A). 

29. 3. 平 几 . 86. 注意 到 下 连续 时 下 (了 ) ~ RC0,1)( 当 站 ~ 下)， 
知 闭 以 可 和 UU 记 R(O0,1) 的 iid， 样本 之 次 序 统 计量 , 则 


总 
人 
AN , 


(v2) 4 3 
食 19 
sup | 有 Ce) 一 (x)| 与 sup IU 一 za 同 分 布 ,而 后 着 与 严 无 关 ( 这 
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一 事实 是 求 玉 统计 量 确切 分 布 的 出 发 点 ),c. ?一 1 的 情况 简单 ,为 
RC1/2,1) ;对 nn 二 2, 按 B,K = 二 max(l 一 U,,|1/2 一 (Da ) 
落 在 图 19 所 示 的 AOB8D 内 ,各 点 坐标 为 OC60,0),A(t1/2,0),B(l， 
OC 172) .DOD,E(C/43/4),F(/2,1/2). 玉 在 各 块 内 之 
值 如 所 标示 , 因 (0;,0) 服从 230BD 内 的 均匀 分 布 ,由 此 就 不 难 算 
出 上 的 分 布 ,形式 其 繁 ,在 此 不 写 出 了 ,4d. 因 玫 = max |Us —i/nl, 


有 PCSKEe+ A ED PE IV i/n| c+).Ui 的 
1 


密度 (对 工 测 度 ), 对 一 切 i 一 1 都 不 超过 = . 故 Ptc 扫 天 扫 <c 
十 入) 所 mv， 2rac 一 2m ,因而 下 的 分 布 满足 Lipshitz 条 件 . 

30. a， 不 妨 设 c==0. 设 样本 六，… ,XX, iid,, 抽 自 请 ,5 ，… ,UU 
iid. ，~RC0;D) ,及 六 0 0U, 全 体 独 立 .定义 72,: 


区; ;< 0 
zt X= 0 i= ln 


Xi 二 1], X,> 0. 


则 Zi ,Zs lid. ;其 公共 分 布 G 满足 


F(z), < 0， 
GCT) -er 二 Xp 一 a 日 冬 工 筷 : 1， 

F(x 一 1)， 和 
G 处 处 连续 以,,G; 分 别 记 关 | ,和 2Z1,*… ,2Z 的 经 验 分 布 ， 
则 易 见 FCE) — F(x) = GO Gr) TO Fr) — Fr) 
G(xz++1) 一 G(x 十 1 当 xz 守 0. 故 玉 一 sunp1FoCz) 一 F(z)| 
一 sup{f|1Gzr) 一 GCz)| ,zx 攻 0,x 室 1), 而 后 者 的 分 布 与 sup{|t 一 
HD :0 二 ab 和 1 寺 1} 间 ,其 中 瑟 , 为 Ui,…,U, 的 经 验 分 布 . 


若 玉 有 一 些 跃 跃 点 cue, 记 人 一 U(CE(c 一 0),F(e)), 则 


由 上 述 证 法 , 易 得 :K 的 分 布 与 sup{|t 一 H.C)|:t € [0,1] 一 A} 
同 . 
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由 此 可 得 出 两 条 结论 :中 当 环 不 连续 时 , 玉 之 分 布 与 有关 
(对 比 上 题 ). 名 阁下 连续 而 "不 处 处 连续 , 则 对 0 之 人 4 之 1 有 
Pr' (sup|F.(x) — FEF’ (zx)| > A) 
Prl sup F.C2) — F(x)| > A)， 
因而 下 检验 用 于 这 种 FF* 赵 于 保守 .加 记名 = # (人 1sFS2 和 一 


1). 易 见 $ 一 VAs/n 一 | 一 >|N(0,p(1--p)) 1, 由 此 看 出 ;不仅 
极限 分 布 与 定理 6.4 规定 的 不 同 ,而 且 还 与 原 假设 分 布 有关. 

31. a. 关于 下 连续 的 部 分 是 下 文 5， 的 简单 推论 ,直接 证 明 也 
不 难 . 在 不 连续 部 分 ,用 上 题 5 的 例子 及 记号 , 易 得 W. 一 (&./n 一 
8， 其 分 布 与 p 有 关 . 5， 以 oy 志 … 志 XX6w 记 次 序 统计 量 , 若 太 连 
续 , 则 记 cc 二 FCX6) yf 二 051 ,yn 十 1 六 6 二 一 00, 久 ,41 二 50, 有 


re 
WO > | :一 ce] dF (x) 
n 二 1 <; i—1 吕 
= > (一 一 dt. (6) 


化 简 , 得 出 


Ws = (1282 + nO FRG) 一 (2 一 172233， 
1 


其 分 布 (在 原 假设 下 ) 与 (1222) 十 m » (DU, 一 (27 一 1)/2n)* 相 
同 ,U CE Us, 为 RDO,1} 中 的 iid. 样本 的 次 序 统 计量 ,后 者 的 分 布 
与 五 无 关 , 在 了 不 连续 时 ,情况 极为 复杂 ,一 般 公式 繁 而 无 用 . 例如 ， 
考虑 只 有 一 个 趾 贱 点 0 的 情况 ,并 设 XL < 机 < i 一 ”一 Xj 
二 0 人 (6) 起 ,有 
fm 一 2 a Try 
w= DD) (ir) dew + > | 


Te rejtl™ Tie--1y 
一 . 2 


且 其 中 Xi 理解 为 0- .0 理解 为 0 二. 上 和 式 柯 通过 FR,, jr iy 
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r 之 方太 六 (0 一) 来 表 出 .c， 在 原 假 设 下 ,从 五 中 的 表达 式 出 发 不 难 
算得 EW? 一 (2) Var 一 (4 一 3)7018007.， d. 设 奈 ov， 
乞 ,iid, ,一 全, 而 GG 关 下 ,为 确定 计 设 有 a 使 GCa) 法 F(a) ,这 时 必 存 
在 5 之 a; 合 G(x) 一 了 F(z) 26. 当 a 起 xX 入 5 对 柴 个 e 守 0, 且 (8) 
盖 下 (ea)( 这 一 点 用 到 了 天 的 连续 性 ). 依 Glivenko 定 理 ,以 概率 1, 当 
?充分 大 时 有 sup |Fu(z) 一 CGz)| 过 故 以 概率 1, 当 充分 大 时 有 
FT) 一 (XY) 之 5 当 a 所 XT 夺 6b, 因 而 以 概率 1 当 n 充分 大 时 有 WW 
凑合 一 F(a)) > 0, 由 于 在 原 假 设 ( 且 Ff 连续) 下,nW? 有 极 
限 分 布 , 故 任 取 c, 一 ce 有 Pen 全 c)-00 现 取 c .= Vn. 所 
上 上述, 以 概率 1 当 n 充分 大 时 有 nW, 守 ne(F(B) 一 Fla)) 渤 c. 这 
说 明 ;在 对 立 假 设 忆 处 ,以 WW 之 n-' 为 否定 域 的 检验 ,其 功效 趋 于 
1. 


对 不 连续 情况 , 举 305 题 的 例子 ,不 难看 出 : 任 一 分 布 G. 只 要 
满足 GO0) 一 1 一 关 GC) 一 1, 则 全 ,在 已 ，… 忆 抽 自 天 时 的 分 
布 ,与 1 抽 自 G 时 的 分 布 相同 . 因此 , 任 一 基于 WW 的 检验 
和 必 满 足 后 (下 一 房 (G) ,因而 房 CR 一 0 与 (G) 一 1 二 者 不 可 
得 兼 . 

32. 设 原 假 设 分 布 F 一 RC0,1)， 取 对 立 假 设 分布 G; 

0, 0， 
(46) IE 十 E 一 VE 十 s5 dex), 0Kr 人 el/2, 
工 ， 172 包工 委 1， 
1 ， 并 着 二， 
易 见 C 的 反 图 数 为 (se<0 待定) 
D0, 了 <， 
、， 你 十 EXTt1 一 2X)， 0 12， 
DT gre 
1 ， 这 1 


Cfz) 一 
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有 W? 一 (12x2)™! 十 好 >») (Xe C2 1) /2n):, 车 样本 系 由 分 


布 G 抽 出 ; 则 W? 与 这 : 二 (1227 十 -1 了 YCG-HU,) 一 (2i 一 
1)722)? 的 分 布 同 , 其 中 委 …… 所 局 为 民 (0,1) 中 id. 样本 的 次 
序 统 计量 ,而 在 原 假设 成 立时 ,W? 的 分 布 则 与 儿 o 一 (12n?)-! 十 
oO 一 (2i 一 1)/2n)? 的 分 布 同 . 现 有 


EW — EW 一 一 已 FSC 
上 


一 2e2 Esc 已 一 类 二 1， 
i 
此 处 glx) 二 zx(1 一 27) 或 0, 视 xz 之 112 或 否 . 有 
Seen (0, — 1 = ea — 22) 


2 2 一 1 
Xx (=— n 
178 
=e| Tl — 2x) 27 — 1) /2dr, 
+t 


由 此 可 知 , 取 s<<0 而 |s| 充 分 小 ,将 有 EEC, 站 汪 EW1)， 这 说 明 : 

有 人 43>0, 使 POW i 汪 A)>PeW 之 4A)， 因 此 ,车 取 a 为 水 平 ,== 

Pr 4) 则 以 丈 必 全 4 为 否定 域 的 检验 有 水 平 =, 但 非 无 全 
引出 这 个 证 明 的 idea ,除了 设法 使 下 (人 ,2 半 玉 (这 1) 外 ,还 在 


、 _ 2i—1l1. ， 
于 这 一 观察 :E(UD 一 让 把 7 当 ; < (x 十 1)/2， 所 以 ,对 


多 nC 一 


11 . 
] ja 一 工 ) "dx 


i 


2 
33. #4， 闫 定 外 六 如， 由 NN-P 基本 引 理 易 知 :0 二 由 el 一 外 的 
水 平 UMP 检验 有 否定 域 
六 > 二) 十 co2A0 一 页 )， 
其 中 < 由 关系 让 
646 


这 种 i, 把 0; 减 小 一 点 有 助 于 使 Elv. _2 二 中 降低 . 


bP|é> Vn e+ Vien/(0 一 的 


十 己 一 poP| TO /ree 一 0))=a 


所 确定 ,此 外 ~N{0,1)， 这 个 c 必定 与 名 有关, 因 当 负 一 oo 时 ,ce 
必须 为 负 ; 丽 当 员 了 名 时 ,ec 必须 为 正 . 这 证 明了 如 = 押 的 UMP 检 
验 与 加 有 关 .5. 若 户 未知; 任 到 品 <>9 之 一 水 平 = 检验 $C7, 及 ;， 
并 把 站 (一 玉生 区) 记 为 让 CX 则 pi (和 
Kis KH POE (bX RE — pi €E C0,1). 
令 和 一 1, 有 下 《真人 XIXDDsa ,于 是 检验 必 在 条 件 I=1 之 下 
有 水 平 «, 因 而 其 条 件 功效 不 能 超过 地 (XX 二 了 (X01/ 
VY 十 负 ) 的 功效 , 让 p10 得 到 另 一 类 似 论 断 . 这 说 明了 ;$" GG， 
天 一 了 总 ac Yn 十 负 } 是 后 全 的 一 切 水平 & 检验 中 
功效 最 大 者 ,而 上 与 9 无关 . 

34. 平凡 . 

35. 不 失 普 记性 不 妨 设 ea, 一 0,3: 一 1， 若 maxas 0， 必要 时 取 
7n 的 子 列 . 不 妨 设 maxar 宇 忆 0 对 一 霓 n. 这 时 有 所 C4， ) 衬 ne， 
因而 上 (4 )/ Gal, ?2 六 en 1， 即 条 件 N 不 成 立 . 反之 ; 设 


maxas = Ri 0. 记 cs = asRi', 则 lcs 1, 有 LS. = Re = 
Ee Em t=] 


1, 因而 C. 三 De 一 co， 有 |4(40)| 所 ool 


nOR 而 因 jt) 二 1RIC,， 有 |e0A )| /1 ph yt 
WC 当 r 半 2 时 Ce 下 一 0, 证 明了 [CA /pA 1 
二 000 即 条 件 入 . 

36， 充 分 性 由 Kolmogorov 大 数 律 显然 , 为 证 必要 性 , 取 偶 数 
r, 有 ( 记 a 二 EX) 


Y， {Xi 一 a) 委 2 3 《Xi 一 六 ,十 n( 玉 一 a)") ， 
i=1 "一 1 
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入 (一 ar DO Ki Rn tt 2 Ra) 
1 一 1 i=1 
= 
由 Kolmogorov 强大 数 律 ,有 .J,-*0, a,s,， 又 
J 一 pe 一 《AAA 
接 慨 定 ,右边 第 一 项 为 (1) a.s, ， 第 二 项 当 mcee 时 a.s， 收 部 于 


一 有 限 极限 ,因而 了 一 O01) as 故 CC 一 arm 一 00) a 
s.， 因 而 EX” < cc， 


37. a. 不 妨 设 五 一 6 二 0,2 a5 一 Dc 二 1, 则 "(A,,C,) 满 
f=1 i 一 1 


足 条 件 M” 等 价 于 "> atct7Claues| 守 e/ V7) = of1) 对 任何 
> 9” 因此 ,车 条 件 M 不 成 立 , 必 要 时 到 的 子 列 ,可 设 存在 aa > 0 
及 上 之 0, 使 


> GaC2 lanic caj| 尘 Eof Yn) 


taf- | 


因此 对 >>2 有 
> aes] DS (ef VN), n= 2 
但 若 4, 满足 Ww 而， 满足 N, 则 应 有 
> ac = Da, 六 > [es 一 Oo ?of1) ,矛盾 ， 


irj=1 
b. A,=C,=(1, ,1,0 ,0), 1 有 [mn] 个 (化 为 
no ng 
其] 


| 
二 验证 更 方便 ,&, 二 [mn* ])， 
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38. a, 仍 如 上 题 , 设 -6 0, De De =l. 车 4 不 
满足 条 件 , 则 必要 时 取 的 子 列 , 可 设 存在 6 之 0, 使 max |awl 之 


tn 


Ens 愉 要 让 守 (27) 1, 就 有 ER 宇 s/n ,此 业 & 一 6/2 而 ani | 
Max |ani|. 因为 


De el < (2 0 < 1/2, 
j=1 
故 >7caTf(c35 汪 (2n)-1) > 1/2, 这 样 ,有 
j=1 


lade 六 El/n) > lcs; 次 022 1) > /2， 
"T=1 


而 (4 'C,) 不 满足 条 件 M.b. 取 上 题 。 中 的 4,,C.; 但 1 的 个 数 满足 
ka oo WV A 0. 
39, qa, 上 一 1 的 情况 平凡 CEx 是 以 概率 六 7-: 取 1 …N 的 变 
量 ), 对 一 般 并 ,以 亏 w 记 达 v 而 以 工 只 ，…: 工 山 记 iid. 变量 ,其 公共 
分 布 与 Lm 之 分 布 同 . 有 
E(tLy) = kN + 1)/2, 
0 = Var(Ly) = k(tN — EN + 1)/12, 


以 及 
| > 二 5 的 正 整 数 解 且 满 足 台 < N 的 组 数 ) 
PlLs = 6) = yw 二 6 的 正 整 数 解 ,满足 5 所 入 
且 Bls* -bn 不 全 相 异 的 组 数 
Ai = CB py 一 (DA 
N= NGN DlN m1). 
显 见 


是 
Bu(BI/N: 一 下 了 了) 工具 一下，BusCb) 执 开 Me 


1 
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由 于 NAAN 一 1 十 OCNT1), 有 
二 


Di PALm = = DP OLY =6) (+ ON )) 


而 5 1 


十 DC>，， Ny(b) /Ni), (7) 
此 处 求 和 的 范围 为 
{RCN 十 1])72 十 aa Eb EEN 十 1)72 + a 
5 为 下 整数 }， (8) 


而 a; < az 为 常数 . 易 见 对 5 一致 地 有 Byz(2) 一 OCN* 3) 因而 
ol > “BA 一 ON 1) 一 0, 当 N 司 co( 因 满足 (8) 式 的 5 
只 有 OCN) 个 ). 又 按 下 一 1 的 情况 ,有 
LR N+ DD/ VO TT > 
R(— W330),= 1,,k, 


(PR — AN + D/2)f YEN D713 二 
个 iid，R( 一 YW37R Y378 和 之 分 布 , 记 为 上. 
因 (&CN? 一 1)/12)/ow*>1, 有 
(DER EN + 1)/2) /mu 一。F， 


1 


此 与 (7) 式 结合 ,并 注意 到 O{ > Bw (5)/N,) 一 0, 即 得 所 要 证 的 


结果 . 
本 题 说 明 : 当 定理 6.6 的 条 件 不 满足 时 , (Ln 一 EL)/ 


Y Var(Lw) 仍 可 有 极限 分 布 ,但 不 必 为 正 态 . 
5b. 取 An 二 {12 Caw 一 (001)， Co 二 10 和， 
0,1, 1 ，x 一 1,2,-…、 利用 ea 
注 ”本题 这 两 个 反例 中 Cw 都 不 满足 条 件 N. 可 以 举 出 本 题 a， 
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4 情况 的 例子 ( 即 (Ln 一 ELw)/Y VarLw 收 敏 于 非 正 态 或 无 极限 )， 
其 中 4vCw 都 满足 条 件 N ,但 要 麻烦 些 . 见 定理 6. 6 证 明 后 面 所 引 
本 书 作者 的 一 项 工作 . 
40. 9a， 完 分 性 平凡 , 必要 性 : 令 do 一 (一 LV2A 一 17 
wZN 01 ,sl/ YON) ,av 一 (aaa 其 中 
一 Gil = dao.an = logN/(Y )， 
dni = CNMN), i = 2 oN, 
= 二 1— M/ANEoD), T=NTl,"“2N—1, 
er 一 20ogNDAN 十 2N3(22 十 开 十 和)， 易 验证 4x 满足 条 件 
WW ,但 max |am | 不 是 OCNT'2). Bb. 平凡 .e. 设 max aw| 一 OCdw) 
是 充分 条 件 , 则 据 b,dw 一 oCN ") 对 任何 6 之 1/2. 因 此 按 a 中 作出 
的 4.( 但 对 Asw, 把 logN/( YNbw) 改 为 dw/bn, 纺 的 定义 相应 栏 
改 ) 应 满足 W. 注意 56w 一 1. 现 取 Av;Aowii = Asyp+1 ,而 部 sw 与 Asn 
不 同 之 处 ,在 于 
一 各 ri = Bone — dwlogN /bn, 
daw = Bylaw /Bns i = 220" 2N 一 1， 


5 相应 定义 使 >》 dzw 一 1。 往 证 Aw 满足 证 . 这 只 须 证 


Y CGOTAN 一 DO) logVAN = OCN "), (9) 

前 一 式 显然 ,后 一 式 是 因为 既然 4v 满足 WW, 应 有 
dy/N = ONY), 

即 dw 一 OCN "m7)。 由 于 此 式 对 7 一 2,3,… 都 成 立 , 故 dnlogN 一 
ON ,对 7 二 2,3,… 都 成 立 ,这 证 明了 (9) 的 后 一 式 . 

因此 ,Aw 一 {Emodnw} 满足 W, 但 不 满足 max law| 一 
OCdw), 即 OCdw) 非 必要 .证 毕 . 

注 与 条 件 NN 比较 是 有 趣 的 :条 件 性 可 转化 为 对 max lans| 的 
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数量 级 的 要 求 ,而 条 件 W 则 不 行 . 

41. 42. 平凡 . 只 须 注 意 ， 车, 二， 下 二 1 则 Cj 六) 为 
《C1 之 一 置换 ,而 PCRi=ii oR 二 =i) 二 P(X < ) 
1721. b， 先 考虑 - -特例 ;FF 只 在 0 点 处 有 跳跃 . 以 记 玉 5C0,1) 蛮 
量 , ,U5 iid. , 令 
Yi =X,, GX, 0; = XU, X= 0; = RX,+1, XY>0, 
《这 等 于 把 整个 分 布 在 0 点 处 前 开 ,把 右 段 推出 1, 留 下 一 个 区 间 (0， 

给 原来 的 0) 容易 看 出 :了 …，Y, iid.， 公 共 分 布 连续 , 旦 了 (在 
YY 中 的 ) 秩 , 正 是 经 随机 法 后 ,Xi; 在 (台中 的 芍 , 于 
是 得 证 . 

对 一 般 情况 ,由 此 特例 之 启发 ,把 第 个 跳跃 点 右 侧 右 推 1/2*: 

令 Dj 一 1 2iid ~ 一 RC0;1). 以 {alsaz9…) 记 六 之 全 部 跳 睹 


点 , 令 
用; 十 A 之 叉 ;)， 当 XE {aiyesy》， 
k=1 


Y, = 
A + D2 tTas 十 2 7 当 太 ， A 


册 上 述 特殊 情况 的 论证 在 此 全 成 立 . 
42.4. 记 Fttai)) 二 prvi 之 1l， 对 nn 表 为 若干 个 自然 数 和 nn 二， 
十 … 十 ma; 由 六!，,… ,XX, 为 iid, 得 
PR 一 一 RG,, 一 《2 十 1772， Re, 一 A 十 (Cn + 12372， 
#1] 二 1 < 去 .mi 十 nas ;Rn 一 [站 一 1272， 
ni) Phep 


之 ， 求 和 范围 为 一切 满足 条 件 oj <<…<<ay 的 (太太 
5 考察 一 个 特例 看 如 何 算 . 设 F(X=0) 二 pi,F(X=1) 二 pas 
FORO Sp OTLRTLT) =p X11)=P. 又 设 n==6. 要 计 
算 
p= P(Ro,= Re =1.5, Resmivi= 3,4,5,6) 
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一 五 (区 一 大 < 有 长 < 从 )， 
,一 义 ; 的 公共 值 可 为 0 或 1， 
qi P(X =— XA, 一 用 
0 RR R11 34,5,6) 
=pri (ps Ps) /41, 
令 呈 王 P(X, 一 站 :一 0; 0 之 太一 1), 7 一 3,…,6, 易 算 
hg = pr pps /31, qr 一 pr prpips’ /2, qs 一 pa pr paps/2s gs 一 
六 sp73T 而 成 一 一] 部 分 的 概率 为 Ptid741， 时 些 得 出 
P= 十 十 Qs 十 pps'/24. 
其 余 情 况 条 分 理 析 ,方法 一 仍旧 贯 . 不 难 想像 ,在 众多 跳跃 点 和 较 
太 时 ,表达 式 将 极 繁复 . 
43. a,， i 一 1 的 情况 平凡 ,结果 为 1 十 (x 一 F(zr).i>1 的 情况 
也 平凡 ,只 须 利 用 i 一 1 的 结果 ,就 y<x 和 y>z 两 种 情况 ,算出 EE 
(Ri [XX 一，X; 一 y) ,再 对 yy 积分 ,结果 为 n/2 十 1 一 Fr). 5. 记 玉 
《7) 二 AG(X) 一 g. 有 
Pik ~— EIX), = x) 


—1 
= Vy ™ ra pr ea ey 
r 十 xz 一 上 一 1 六 3” 

， 7 一 了 i 和 
(1 一 人 n ‘qa-e 3 | ， es (75) 


一 | _ 门 r-1g4 CT Phi 


{m1 2 fg 
2 r [二 各 | 
mn—1l 

一 | _ "ECar), 
| J | 《1 — gg) Ca') 


其 中 有 超 几 何 分 布 HGGn 十 n 一 1 ,ny 一 1); 而 4 一 A 
要 求 无 条 件 分 布 , 则 要 算 积 分 


| Fr 一 FOI (l — GC HitrdF (7). 


一 般 算 不 出 有 限 形 式 ; 对 如 三 下 ,算出 P(X 一 二 (x 十 n)- ,如 
所 预料 者 . 对 GCr) 一 所 (Cz) 或 1 一 口 一 FCz)》*(h 为 自然 数 ) 的 情 
说, 也 易 算 出 有 限 的 结果 


n 


I 风 一 2 一 用 wn| dn 一 
44. 对 EY, 显 见 4aw 一 0， >a 一 ,maxlas| 一 4 


1 1 
二 dBrr)y 一 nn didB{r) 一 nn | ed 一 # 
| gr 一 -1)dt. 有 
1 2 二 
(| Pie nd) < | (和 -Gd 
. | ee 一 0 和 一 名 1)zyGa(2n 一 1))， 

(此 处 用 了 | sod 一 0 及 | ee ID 一 1 画 为 ww(017 的 
分 布 鲁 的 反 函 数 》 由 此 推出 max |aw| 二 OC Yn ); 因 而 


max lan|f Des = OWN), 
] 


li 


再 利用 40 题 , 即 知 4 满足 条 件 不 ， 
对 Van der 码 aerden 检验 ,a, 一 2 二 二 


[| ,由 对 称 性 易 知 


> 一 o 记 o0D 一 12<e<l 刚 当 | 让 一 于 | 之 e 时 ， 


| 4 
> ,> Deal 


,| 二 一 幼 -1 nn 
另 一 方面 , max |aw | 一 4am 一 外 | 7 
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i 二 


和 一 到 > 一 1 一 2 一 or 


, 特 记 为 ea, 则 1 一 名 Ce) 一 


1 一 z 
e 知 1 一 
~ RT : 


(x 十 1) "1， 另 一 方面 ,利用 公式 1 一 妥 (z) 之 


1 — [og ” 了 
全 ] Re 一 一 一 一 wR 1 ',¥ 大 . 故 
{ YZlogn) 2 J ro 四 当 n 充分 大 


max {as| 一 OCYlogn), 再 用 40 题 即 得 . 
45. 设 g(R RS 3 为 8 之 一 无 全 估计 , 记 
R= (及 0 
展 全 < 妇 是 玉民。 的 接 大 小 排列 ,9 类 似 .不 难 证 明 . 存 在 
只 依赖 于 CR,5) 的 ,8 的 无 全 估计 (RS 事实 上 ,可 取 
RCRSS) = (mlnl) DD) gCRi ss BR, Sd), 
这 里 表示 对 (1 ,mm) 的 一 切 置换 Gi,… isn) 及 (1,…,n) 的 一 切 置 
换 (ji,…, 声 ) 求 和 ， 
由 于 有 只 取 有 限 个 入 ,而 当 8->oo 时 有 
PROR,S) = hs re} {mm los | A})) > 1, 
故 有 lmEethCR,S)) 一 hls 2) ,十 1 ym 十)), 因 而 当 
8 充分 大 时 不 能 有 Es(h(R,SY) 二 了 矛盾. 
后 一 何 立 好 由 已 证 结果 及 Eog (CR,… 1,5,) 为 9 的 解析 函数 推 
出 ,因为 Esg CR1,… ,5S,) 对 任何 实 8 存 在 有 限 ,由 此 可 知 在 5 为 复数 
时 也 有 意义 且 为 8 在 复 平面 上 的 解析 函数 . 
注 ”本题 前 半 的 断言 不 用 到 下 一 N (0,1) ,对 下 为 任何 连续 分 
布 都 对 . 稍微 复杂 一 点 的 证 法 ,可 证 明 后 半 也 如 此 . 细节 留 给 读者 . 
46. 令 各 二 了 709; > RD ,I 所 1 所 nn 显然 ,一 TCY, > XX), 因 


此 ee iid, EC) = 了 Fz + OFCZ) 三 上 0 由 0 二 


Ftz) 近 1 及 丘 连续 易 证 :人 在 一 所 8< 和 ee 连续 严 增 上 且 呈 (一 
co) 二 0,h(o0) 二 1 以 有 TQ) 记 衣 的 反 函 数 ,0 过 1 之 1, 记名 一 


ye 作 估 计 
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gCRiss Rs 人 二 0 或 1; 
”0 hE), 0<E < 
则 易 见 eg 为 的 相合 估计 ， 
条 件 0<FGz)<1l 不 可 少 . 原因 何在 请 读者 思考 一 下 (理由 其 
实 是 平 几 的 ). 
47.a. 平凡 ,与 史 检验 的 计算 相似 且 更 简单 ,平凡 .5,，T/n 是 


全 ”F(z 十 dF(9) 之 无 偏 估 计 , 而 W 检验 所 用 的 此 其 的 无 偏 佑 计 


为 > B10, 之 XD/mn. 后 于 为 MVUE ,估计 的 较 高 效率 决定 了 
以 之 为 基础 的 检验 也 有 较 高 效率 ， 理 有 固然 . 


第 七 章 


1、f， 用 第 一 章 18 题 3". 五 固定 册 一 入 4e 一 1 而 令 we 一 0, 则 
了 ->t 1 依 分 布 , 胡 POOED>P(t, 0 | 扩 t4a-2(a/2)), 因 m 十 nn 
一 2>zm 一 1， 有 fs .Caf2) 之 tm_1(af/2); 知 当 6; 充分 小 时 PCOE 
中 之 1 一 a; 故 J 的 置信 系数 达 不 到 1 一 a 现 记 W= CY 一 X) 一 (6 


D/AdV=Q/dd= YG/m+on. WV 名, W ~ NC0,1), 


2 nn 2 as 二 入 
VD > mT De 
当 吕 之 os， 因此 知 存在 c 计 0, 使 POV 壮 1) 之 c 对 一 切 eas， 现 有 
CC A=t, ,a2)) 

P(O,—0 ED [gon) — B(— sh))g dt 
1 


cP) — BP(— A)) > 0, 
此 姓 宙 一 NN(0,1),g 为 Q@/q 之 密度 . 此 式 对 一 切 mm .cs 成 立 , 证 明 
了 人 
.只 须 注意 , (了 一 下 一 (8 一 而 ))/e 的 分 布 与 Q@/s 的 分 布 
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都 与 参数 无 关 且 一 者 独立 . 了 的 分 布 的 对 称 性 显然 , 严 省 性 由 商 的 
密度 公式 及 er 在 zz>>0 处 严 降 得 出 下 记 a 一 
mn 1 1 -下 
mn 由 于 开关 (否则 
了 与 业 样 本 t 统 计量 一 致 ,不 必 论 ), 必 有 a > 或 a 全 <c， 为 确定 计 


设 为 前 者 ,日 5 之 cn 之 mx), 由 此 推出 必 之 WayB1sir-2ata/2)， 两 样 
本 :区 间 之 长 为 |Js| 一 20. zl0/2) wa Ys 十 = De 一 


又}? 一 YCY, 7) 而 基于 了 之 区 间 佑 计 ,长 为 | 由 | = 2e 


VBsi 十 < 中 当 ss 一 0 时 ,分 别 有 J 一 24s za/2) Va ss 1h| 
一 2co YD 5 由 于 c< Yay6 ,这 时 将 有 || 过 17;|, 也 可 找 出 样 
本 使 | 六 | 守 |7:| ,但 可 由 下 文 所 证 结果 推出 . 

为 证 下 | 兰芝 | ,注意 由 统计 量 工 的 分 子 分 母 独 立 , 分 子 
为 正 态 分 布 及 正 态 分 布 密度 关于 0 对 称 且 在 正 实 轴 严 降 . 易 证 :区 
间 包含 任 一 点 4 关 负 一 而 的 概率 ,小 于 其 包含 铝 一 外 的 概率 , 因 
此 J 为 一元 偏 区 间 佑 计 . 但 7; 为 唯一 的 UMAU 区 间 估 计 ( 按 定 
理 5.8 的 证 明 ,可 知 以 J; 为 接受 域 的 ,名 二 疝 **0, 关 0。 的 检验 ,其 在 
久 天 包 处 的 功效 ,总 大 于 以 六 为 接受 域 的 检验 的 功效 )， 按 定理 7. 
4 的 证 明 , 推 出 El | 守 E1Ji|. 根据 此 式 , 必 存在 样本 ,使 | 太 |>| 
J.|. 


3. qa. 由 于 革 二 47 区; 的 分 布 与 4 无 奖 , 放 | 了 《| FE 的 
《| + log FE 的 分 布 也 与 9 无 关 , 因 


og 2 | 的 值 6 与 6 无 关 . 找 c; 守 0, 使 E 
A- 


分 布 也 与 无关, 故 log 


而 Esl1 


log 衬 | 二 ci: 则 
| log 一 0; 对 一 切 o, 由 完全 性 知 fts) = wos, b. 例如 , 取 
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Ce 一 了) 1X, 一 叉 |. /与 了 的 独立 性 所 第 一 章 19 题 . 


fo 的 分 布 显然 与 8,o 无 关 . 因为 区 间 估 计 叉 十 cf 无 篇 (理由 与 上 
题 b$ 中 二 的 无 偏 性 同 ) ,而 :区间 是 唯一 的 UMA 区 间 估 计 , 故 其 平 
均 长 大 于 + 区间 平 均 长 . 

4， 与 上 题 类 似 . 


s. a, EU=C(F FR)- (0 O00/ Vo /mi olan, 4 
Cm 一 1 十 /n(n 一 1), 有 U~NGO0,1). 设 oj/m 宇 gi/n, 则 


PIIUI SE voA/ Yoo/m + on PU SE vA VY 2at/m) 


宇 P(OU| 蕊 V 2s fm Cm — DD/ V 26? /m) 


POU oY/m 110) 一 1 一 aa 


giAoa<eazpa 的 情况 类 似 处 理 ， 
Bb. 记 4=of/m 二 03/n， 有 
POADS1—a/2, A={|Y~—RI /A nm 1)07)), 
PiB)~=1—a/2, B={|7?—2R | /A (no 1)03)). 
上 破 PCANMB) 宇 1 一 a. 而 当 A 门 B Ey 


了 
IF 一 及 /A 坡 元 2 sa 一 1)ct) 十 二 二 Gi/ Cn 一 1 co》 


~ st 2 3 
-去 二 元 一 + 37)? 
于 是 得 证 ， 查 上 分 布 表 , 对 < 一 0. 05 或 更 小 ,1t; 之 值 ,在 m,n 为 10 
左右 或 更 大 时 , 约 为 1.1. 当 a 二 0,05 而 rw,n 一 co 时 ,此 比值 一 1. 
143, 而 在 a 二 0.01 时 一 1, 091， 可 见 在 通常 情况 下 ,后 一 置信 区 间 
远 优 于 前 者 . 


[ 把 一 切 满 足 过 一 用 的 te $c) 之 集 记 为 4. 为 证 本 题 ， 


只 须 证 : 对 任意 给 定 的 个 数 yoyis 有 
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{ly 一 | 和 dj 


| | > cy 过 ce jc 72 对 一 切 (Ccl yes 所 A). 
设 右 按 成 立 , 则 取 ci 一 一 c 一 1 其 他 一 0, 得 左边 . 现 设 左边 成 立 ， 


则 Ns ripe 全 幕 在 一 长 不 超过 4d 的 区 和 闻 [a 一 4/2 ,十 如 /2 内 ,如 Yi 
二 a 十 zj, |z| 入 dd72， 故 


| ey -| Sa 十 z;) 
对 一 切 (cscb) 后 人 4， 

7. 设 和 NO,1). 为 作 8 一 el 册 的 水 平 a 无 篇 检验 , 取 
接受 域 A400)= 二 {x |x 一 所 | 所 wwz 十 c | 人 1},cEE C00,1) 与 加 无关 ( 按 
第 -- 种 定义 ,此 是 水 平 = 无 偏 检 验 , 按 第 二 种 定义 则 不 是 ), 对 此 4 
C0,) 易 算出 


S(z) 一 | 4 ee |, jz us 


£ 下 
> cz < 了 >》， lei ld/2, 
1 


1 


l1—rc ] 一 上 
i, |, x is 


=| — os 二 Wis 
1 一 ec ” 1+ec 
有 P(t0ESC(KX))==PolX|Rwn) = 二 1 一 a. 但 当 0>0 充分 小 , 瑟 < 
很 接近 1 时 ,有 

PA ESCAXYIY = Pl— wwz tt (1 — eo0 

XE +ONF>1—a= Pl0E SCX)), 
故 SCX) 不 是 无 彤 置信 区 间 . 

反面 的 例子 比较 难 举 ,只 好 用 靶 空 架构 的 方式 ， 设 样本 XX~f/ 
(rp)dzy8ERI, 当 00 时 

1， 当 8 科 了 工 委 0 十 1 一 wy 

FT 的 一 | 


] 工 < 一 于 wz 


172， 当 8 一 aa<zr 所 有 政 D 十 1 一 ww< 拒 和 扫 日 十 |， 
站 其 人 zf 
而 
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大 (0) 
当 0 雪 工 芝 1 一 wa， 


J 当 一 dd 之 z+ 之 0, 及 1 
2 一 . 六 证 
一 4f20) 01 一 人 一 al 卡 E))， 
0 一 2 一 十 好 


其 他 并 ， 

这 里 取 ae>>0,e0 使 0< 人 1 一 的 (1 二 e)<1,(1 一 o(1 十 3ge)>1. 选 
择 a 使 (24) 51 一 上 一 的 (1 十 se))<1-s 即 dd 人 (2 二 28) 501 一 避 
一 史 人 1 十 6))， 这 样 ,对 每 个 0, rz 有 在 SEO 十 1 一 x 内 之 值 , 大 
于 其 在 此 区 间 外 之 值 . 

现 纤 进 9 一 9 天 名 的 检验 页 ,有 接受 域 A4(60) 一 {7: 扣 志 X 志 
包 十 1 一 a， 易 网 其 有 水 平 =, 但 非 无 偏 , 因 

PAXE A 一 Po EXEAd+1la) 

= +Feodd a dD) a(te))., 
取 了 略 大 于 (2(1 十 se)) 1 一 民 一 (1 十 6)) ,可 使 上 式 汪 1 一 a， 又 
在 得 出 上 式 时 ,需要 d 志 1 一 &; 由 于 (一 Q) (1 十 3e) 之 1 易 见 当 d 
略 太 于 (C201 十 e270 一 一 (十)) 时 , 确 有 44>1 一 x， 总 之 ;这 
样 取 4d, 可 使 PACXEAC4D) 半 1 一 a 而 Ps(XKEA(d) 二 1 一 ae, 因而 
检验 加 不 是 无 偏 . 但 是 ,由 AC(8) 所 产生 的 置信 区 间 

Sr = {Or EA = [re— Uo,r] 
为 {1 一 @) 无 偏 君 信 区 间 , 此 因 
Pr ESCR)) = PAOSKELT1I-O) 1a 

(只 在 8 一 0 时 为 不 等 导 )， 对 任何 站 关 D, Pet8 EX) 一 下 去 
XE 十 1 一 4)， 由 fr, 从 的 形状 看 出 ,此 值 不 能 超过 Po (90 
十 1 一 中 二 Pet0ESCX)), 这 证 明了 SCX) 的 无 偏 性 ， 因 此, (i 一 a) 
无 偏 置信 区 间 SCX) 并 不 对 应 水 平 a 无 偏 检 验 . 

注 容易 证 明 :只 在 0 的 某 个 邻 域 | 名 |<ake 比 4 大 一 点 点 ) 
内 ,检验 史 , 才 非 无 偏 . 循 着 本 例 的 想法 , 略 加 修改 ,可 造 出 (1 一 o) 置 
信 区 间 SCX) ,其 对 应 的 接受 域 4(%) 对 每 个 六 皆 非 无 偏 . 

8. a. 分 两 种 情况 :自然 参数 空间 8@= (app<oo 相 四 一 (a， 
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0 )， 先 考虑 前 者 . 取 6 一 sE 8, 则 | eedmr = 凡 二 co, 故 


| erdgr 过 eM ,对 一 切 8E 名 因 右 筷 8., 有 lim| - exdpr = co， 
a bb) ee 
故 
PelT EE) 一 | eedpr 7 | esqpe -> 0; 当 Bt, (1) 
当 站 充分 接近 5 时 ,有 PatT 所 之 1 一 a;y 故 不 可 能 对 一 切 8 有 Py(T 
< 一 
若 加 二 C400), 记 T(x} 一 i， 因 z7( 了 人 > 归 人 0 可 找到 e>0 使 


M(Toet 二 的 di 0 对 国定 只 有 |[ emvdzr 二 MM <o0; 故 当 沁 


9。 时 有 | ear 之 ee-enM， 而 人 seam 之 | war 六 
erod 故 仍 得 (1) 式 , 当 姑 ~co. 左 端的 情况 类 似 处 理 ， 

b. 设 母 右 端 延伸 至 s<<co 不 会 e ,或 as 一 co. 以 5 记 y 的 支撑 
的 上 确 界 ( 若 ico, 必 有 aa 一 oo 如 果 当 中 aa 和 时,(0.{ 站 不 趋 于 上 ， 
则 有 两 种 可 能 :中 Cs00) hh 这 时 , 按 a 中 的 证 明 ,有 Pe(C CO 扫 了 了 
Ci 的) 一 ] 当 有 ae， 回 Co 的 这 时 有 Pe DTC， 
《80) 一 0 当 8+a， 故 当日 充分 接近 a 时 ,PoCC 人 < 委 T 委 CeC0) 不 
可 能 等 于 1 一 a 与 [C1(0) ,C09)] 的 定义 了 矛盾. 帮 必 有 C18) 二天 当 
a、 类 和 榴 地 处 理 左 商 . 

对 一 般 的 C8)es du 结论 完全 一 样 ， 因 为 驴 ( 人 的 自然 参 
数 空间 为 开 集 ,与 8 的 自然 参数 空间 为 开 集 是 等 价 的 ( 因 假 定 了 驴 
连续 严 增 )， 

?平凡 ,平凡 . 

10. 平凡 . 因为 在 了 的 分 布 连续 时 ,2 一 钢 一 0 一 外 的 UMP 检 
验 旦 非 随 机 化 的 ， 由 此 踊 推 出 :即使 在 非 随机 化 检验 类 中 ,hf 二 8 
隆 & 的 UMP 检验 也 不 存在 . 

11， 由 房 : ( 四 守 P( 四 ,OEK, 知 $8' 也 是 水 平 a 无 偏 , 故 在 9E 
KK 时 不 能 有 Bor (四 之 Br(9), 因 5$ 为 UMPU， 区 间 估 计 的 反例 ,可 举 

661 


六 id ,erfz0)dz. 检验 与 署 信 区 间 的 性 质 不 必 总 
对 应 ,本题 是 一 例 . 

12. a. 平凡 . 思 ， 据 8 题 的 证 明 ,对 任何 :<6, 有 limPoGsT < 
二 1 ,于 是 得 证 . ec. 定义 一 族 分 布 ,要 分 两 种 情况 :QD yi 连续. 
这 时 

P= Py pr PaT=) = 1. 
加 为 全 ,6 一 18 一 2,…} 上 的 计数 测度 ,这 时 Ps 理解 为 荆 十 0 之 
分 布 ,或 者 说 ,zr 已 改 为 di. 则 有 
,一 Pgs 之 /2;Pis:(b,b 十 1) 上 的 均匀 分 布 . 

不 论 是 何 种 情况 ,容易 验证 , 户 ; 仍 为 MLR 族 , 故 如 1 是 抽 自 户 , 的 
祥 本 ,的 {1 一 和 2) 置信 上 界 (2) 存 在 , 它 与 原 模型 Py 中 8 的 (1 一 4) 
置信 下 界 的 关系 是 :车 < ,网 V0) 一 actg004)，, 且 这 时 方程 FC,09) 
二 4 与 方程 让 (4,y) 一 ol 祈 是 六 分 布 函数 ?同时 有 解 或 同时 无 解 ; 若 
tz 二, 风 在 情况 中 时 ,这 在 Po 下 不 会 出 现 , 在 疡 ,下 瞧 有 # 一 r/2 才 
出 现 , 故 取 多 (58) 一 x/2， 若 在 情况 久 , 则 二 者 无 区 别 . 4. 平凡 . 

13， 如 果 gi 的 支撑 是 生 …,x yn 十 1 ，…)，,，, 则 按 8 题 的 证 明 ,对 
任何 上 有 PatTt) 0 当 84e,ec 是 自然 参数 空间 日 的 上 确 界 ,这 
时 不 可 能 发 生 对 一 切 8 玫 有 F(z, 人 站 二 1 一 a 的 情况 , 车 je 的 支撑 为 
{一 156};y 则 当 z 守 5 十 1 一 a 时 有 


ss 1 
PAT ED = OPT=)+PAT=ODG— 8) 


> Di 一 人 (1 一 四 十 PT 一切 人 一 四 一 1 一 we 
对 一 切 0. 故 方程 五 (的 一 1] 一 4 无 解 . 若 十 1 一 e, 则 
PaT Et) = 六 Pei 一 1) 
+ PelT' = Bl 一 一 年, 对 某 8 半 0， 
如 第 8 题 的 证 明 , 当 94c 时 有 Si Pi 一 ) -> 0， 故 当 9 充分 接近 
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c 时 ,有 P(T 直 让 之 1 一 a; 因 此 不 会 总 有 PatT 了 和 站 之 1 一 a 对 并 
支撑 的 左 端 论证 相似. 

14. 任 给 1 一 c>0, 设 分 布 吾 为 

FOo) =p, FU) =1— p01 po, 


BF)0 样本 和 X 全 取 0 的 概率 >a, 而 当 蔗 二 二 ,二 0 
时 ,有 J 二 [0,0j; 不 包 合 DCF). 故 
POCFY ES) El Pr(R/ 一 … 一 已 一 0 < 1 一 a， 


这 证 明了 对 任 给 的 1 一 e>0,. 的 置信 系数 小 于 1 一 a, 因 而 只 能 为 
0. 

此 和 例 略 加 履 改 ,可 用 以 证 明 ; 即 使 要 求 f 有 密度 ;本题 结论 仍 成 
立 . 

15. 记 了 一 六 , 几 可 写 为 


有 2 
7 = 一 +S teVed — b+/ 


ne | 
了 的 左 端 冯 有 一 (十 ca/2 一 c V 科 十 c2/4)， 易 证 加 是 各 的 严 


3 ons 


增 函 数 , 故 如 bal +e/2—e YI 十 74), 则 

Pld € J) SE Pelé, = 0). 
取 2 一 4/ 由 于 当 2 一 ce 时 ,& 收敛 于 Poissen 分 布 到 (因此 ,只 
要 


i< Tad + es — ce IF), 


则 PiyaAAnEDD) 和 Pim 二 0)>e-*， 由 此 可 知 
limsup(] 一 or) expl— 1 — ec/2+e Vite/4) he). 
例如 , 当 a 一 0.05 时 c= 二 1. 96; 而 上 式 有 Ce) 为 0.838, 小 于 渐 近 水 平 
0. 95. 
车 很 小 ; 则 c 很 大 ,有 天 tc)<exp( 一 17c: 十 2jc4) 而 一 201 


一 香 4c7 < exp( 一 c?/2), 由 此 易 知 当 a& 很 小 即 c 很 大 时 ,akc) 


2 
w 2me 
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la. 

当 c 较 小 时 Ce) 过 1 一 a 不 再 成 并 .如 当 c 二 0.98 时 ,h(c) 二 0. 
6778 而 1 一 a 一 0. 6730. 

以 上 两 题 胡说 明 :“ 渐 近 置 信和 系数 "与 “置信 系数 渐 近 值 ”, 妈 使 
在 常见 例 中 ,也 不 基 一 回 事 . 

16. 平凡 :liminfinfh. (0) infliminfh 0). 

17. 所 谓 随机 化 区 间 估 计 , 就 是 对 每 个 样本 色 , 给 定 了 六 a 必 平 面 
上 集合 ta 所 #5) 内 的 一 个 概率 测度 @:， 有 了 样本 xz 后 ,该 置信 区 间 能 
包含 参数 名 的 (条 件 ) 概 率 , 就 是 QC{a 志 包扎 5}). 这 样 就 唯一 地 决 
定 了 8==& 的 一 族 检验 {q :©9) ,其 中 pox) 二 1 一 Q (fa 入 外 
b}). 

因此 ,为 要 证 明 一 族 检验 {9 :0,E 9} 不 能 唯一 决定 -一 个 (随机 
化 ) 属 信 区 间 ; 只 须 证 明 : 仅 知道 集合 (C2,5) :4 所 负 志 引 的 测度 (对 
一 切 698Q,.(fa 扎 抽 坊 b)) ,不 足以 决定 测度 Q,.. 这 很 显然 ,例如 ,和 @。 
是 正方 形 4 一 {Ce ,有 :0<Sa<1 1 二 82 内 的 均匀 分 布 ,把 4 分 成 
相等 的 四 个 正方 形 4 ，……4, 如 图 20. 定 尽 AFCe ,全 一 1,.5, 当 (et) 
E AULA,;=0.5 当 ta,5)E A LA;; 在 其 他 处 为 0， 所 得 的 分 布 与 
原来 的 不 同 , 但 对 形 如 {Ca,5) ;a 所 名 坊 5} 的 集合 ,有 同样 的 概率 ， 
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注 “作为 一 个 纯 测 度 问 题 , 可 以 再 引伸 一 下 

如 果 我 不 出 集 {a 委 引 内 的 一 个 其 边 与 坐标 轴 平 行 的 第 有 形 4 ,使 
inf{ f(a,5); (a,5)E A}>0, 则 上 述 修改 法 不 可 行 . 但 不 论 上 如 何 ， 
甚至 在 没有 密度 的 场合 ,也 总 有 办 法 修改 ， 今 就 有 密度 了 的 场合 指 
明 其 想法 . 


观 图 21, QCA) 一 | /aad6 之 值 ,取决 于 了 在 图 中 * 模 线 "5 和 
“ 竖 线 "1 上 的 积分 ， 因 这 种 积分 关 定 了 /在 无 穷 三 角形 BCD 与 
ECF 上 的 积分 ,因而 决定 了 | fdadb ， 所 以 , 若 修改 了 使 变 为 一 不 


问 密度 ) ,但 保持 了 在 横竖 线 上 之 积分 不 变 , 则 改动 后 的 了 ,在 4 这 
种 形状 的 集合 上 的 积分 不 变 ， 

图 22 中 4 块 内 标 出 一 条 横 虚 线 ,表示 在 4。 内 修改 f, 但 不 改 
变 下 在 这 虚线 上 的 积分 (对 4 内 每 条 横 线 都 这 样 做 ).。B。 内 竖 虚 线 
的 意义 类 似 ， 经 过 这 一 修改 , 穿 过 4。 的 任 一 条 元 穷 横 线 上 ,了 的 积 
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分 不 变 ,但 穿 过 4 的 无 穷 坚 线 上 ,了 的 积分 变 了 ,这 可 以 通过 修改 
了 在 4, 内 之 值 来 恢复 .但 这 样 一 来 , 穿 过 4, 的 元 穷 横 线 上 ,fF 的 积 
分 有 变 , 这 可 通过 修改 了 上 在 4; 内 之 值 来 恢复 ,然后 再 修改 了 在 三 角 
形 4;, 内 之 和 值 ,以 恢复 f 在 每 条 穿 过 4; 的 无 穷 竖 线 上 的 积分 … 吝 
于 下 方 , 则 自 变动 如 始 , 如 法 炮制 . 

如 果 @ 是 ta 所 56)} 上 的 一 般 概率 测度 , 则 给 定 as 或 5 正则 条 件 
概率 存在 ,可 以 直接 在 机 坚 线 上 “向 动 "条件 测 度 来 实行 修改 ,而 不 
改变 QCa 扎 抽 才 6) 之 值 . 

这 里 有 个 可 测 性 问题 , 例如 , 收 改 fdads 为 "dad58. 修改 后 的 
三 应 为 Borel 可 测 ， 这 不 难 ,因为 上 述 修 改 不 难 具 体 写 出 ,而 看 出 
“手术 ”是 Borel 可 测 的 . 

18. a. 令 记 = 二 1 一 DP (OEP EEOE1,k=0, 
1 分别 以 {a}; 和 {a}s 记 小 于 a 的 最 大 整数 及 不 小 于 a 的 最 小 
整数 . 设 5(X)7 是 在 模型 I (Py,85E6) 之 下 ,8 的 (1 一 YUMA 下 
界 . 往 证 : {9(X)}; 是 在 模型 工 ; (Po,86EB) 之 下 ,8 的 UMA 下界. 
事实 上 , 设 从 XX) 是 在 模型 I 之 下 ,8 的 任 一 一 x} 下 界 . 记 信 (六 ) 
三 (OXY) ,00), 易 证 SC(X) 是 在 模型 1 之 下 ,8 之 一 (1 一 的 下 界 . 
此 因由 ScX) 的 构造 可 知 ,车 8 为 整数 , 则 620( 玉 ) 二 89E SCX), 吉 
PdE SEE)) PEEON) 1a 若 £<0<4+1, 则 由 SCXY) 
的 构造 ,有 0CX)=> {0CX)h 坟 R 一 0E5(X) ,而 十 1 守 9( 芭 ) 
二 {2CX)) 人 k=>9ESCX). 故 

Pl € SCXN) E11 DPE NY) 
十 (6 一 Pi 十 1 守 9(X)) 守 1 一 a， 


如 所 和 欲 证 . 
由 于 8(X) 是 8 的 (1 一 wyUMA 下 界 , 击 SCXD) 是 8 的 (1 一 科 下 
界 , 故 对 任何 <,k', 尺 为 整数 ,有 
PORY SE) PASCKR) < ). 
但 8X 时 {0(X))s 和 让 ,而 SOX)<hOCK) 所 , 族 上 式 转化 
为 PC 人 8) 有) sPiCOXZD) < 对 任何 整数 所 < 天 这 证 明 
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了 所 说 的 断言 . 

5. 若 dPs(zy 一 六 (了 (zy 8)dukz)， 今 广 (TCz) 人 一 (十 1 一 
的 户 (T(z) sk) OE pT ,RT 1) SO<E 十 1， 易 见 p(T,0) 
MLR=P(T, DMLR. 

19. 利用 以 下 容易 证 明 的 事实 ; CU 十 VV 一 息 一 挤 )/AU 一 VV) 的 分 
布 与 ,人 0 无 关 , 其 密度 记 为 f, 找 a<a 储户 一 如 民 可 能 小 而 


| foraz =1 一 sw, 则 [Cr 十 V)/2 O02 V2 


ai 一 VV/2] 为 (1 一 a) 置信 区 间 , 日 是 用 这 一 方法 决定 的 (1 一 a) 
置信 区 间 中 最 短 的 . 

290. 本 题 是 基于 第 五 章 的 15 和 21 题 ，15 题 证 明了 龟 / 岂 六 1 
全 中 /< 有 UMP 检验 ,其 证 明 对 矶 /外 一 下 > 吕 /0 人 > 及 及 /四 一 
Re 外 /10 一 有 仍 有 效 估 >>0 任意 )，21 题 证 明了 by78 一 1epyb 一 1 
没有 UMEP 检验 ,但 有 UMPU 检验 (1 改 为 任意 &>0 证明 仍 有 
效 ) ,因此 如 /没有 UMA 置信 区 间 , 但 有 UMATU 置信 区 间 . 

所 求 出 的 UMA 署 信 下 界 有 多/8 六 ec maxY/ max X: 的 形状 ， 
而 UMAU 置信 区 闻 则 有 [em ,ceW ] 的 形状 ,W 一 maxY:/ max XX 
不 难 算出 ,8. 玉 /8, 的 密度 与 页 ,加 无 关 且 有 形式 

人 十 ?0< 工 莹 1， 

x} = | 
RAT "li/m+n}, 坏人] 

由 此 不 难 算出 ;在 一 切 形 如 [cu 久 ,csW] 的 (一 a) 置 信 区 间 中 ,长 度 
一 臻 最 小 者 ,其 ci ,cs 由 方程 

ntl — eT) + ml — es" 

= (mn 一 ae — cm Dt 

决定 , 具体 计算 表明 :这 样 得 出 的 [el 镀 ,coW] 没 有 无 偏 性 . 这 是 一 
个 例子 ,表明 UMAU 区 间 可 以 不 是 可 容许 的 ( 即 存 在 着 置信 水 平 
一 ;的 区 间 估 计 ， 其 长 度 一 致 小 于 它 ). 

21. qa,B 在 & 一 0 的 情况 ,用 第 五 章 第 5 题 . 对 >>0, 容 易 证 明 
= 的 UMP 检验 都 不 存在 , 故 间 的 
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UMA 置信 界 不 存在 ,更 谈 不 上 UMA 置信 区 亲 . 但 是 , 易 见 ， 
一 9 的 分 布 与 8 无关. 在 这 个 基础 上 不 难 作出 6 的 相似 置 信 区 
置信 界 . c, 根据 第 五 章 第 5 题 . 

22. 找 统 计量 (7 ,了 T;) ,满足 条 件 

Tczl + dorser, t+ dy = eT (rH) 十 可， 
Ttecr ct dy er, td) = cecTlriyrmsT) 
‘这 用 到 之 2, 不 然 了 , 一 const.) 

对 任何 c>>0 及 <dERIL, 又 To>0. 易 见 C71 一 的 /Ts 及 Ts/o 的 分 布 
都 与 8,0) 无 关 , 因 此 以 之 为 基础 ,不 难 作出 8 和 a 的 相似 置信 区 问 
与 置信 罩 ， 

至 于 Ti .Ta 的 具 眉 选择 ,要 看 了 的 形式 ， 例 如 上 了 为 正 态 时 ,一 
个 好 的 选择 是 了 ,= 天 ,Ti 一 3 在 任何 情况 下 总 可 用 的 一 种 选择 是 

一 从 ty 了 一 囊 om) 一 用 cm 此 处 OD 和 ;为 次 序 广 统 计量 ,而 

oz iii。 在 这 里 ,za ma ,ws 的 选择 很 有 关系 (选择 不 好 ,置信 区 间 
会 变 长 ,涉及 的 分 布 推导 也 很 繁复 . 

23- 如 果 集 4 在 任何 有 限 区 加 内 流 有 樟 限 点 ， 则 可 以 把 1a;} 按 
大 小 排列 为 一 oO 过 一 之 a 之 go 达 al 之 …， 取 随机 变量 Ui 与 荆 独 
亨 ;Ui 一 RR(0s4441 一 4 于 二 中 土 1 下; 以 守 代 工 , 其 中 主 =T 了 十 Us 
当 了 一 上 全 对 于 测度 上 有 概率 密度 

7(t) = AC{ar} dt/ (Carr — ar), 
当 上 各 [farsa 下 一 0， 士 3 

容易 看 出 由 六 之 值 可 还 原 出 了 之 值 , 因 而 一 切 如 有 旧 . 

如 果 集 4 有 一 个 有 限 的 极限 点 , 则 此 法 不 能 奏效 ， 确 切 地 说 ， 
不 可 能 找到 一 个 其 分 布 已 知 的 随机 向 量 U 及 已 知 函 数 g, 使 六 =g 
(T,V) 有 连续 分 布 ,为 MLR, 且 由 宁可 唯一 决定 荆 ， 严格 的 论证 涉 
及 复杂 的 数学 问题 . 

24. 找 一 个 非 异 方 阵 4, 其 第 一 行为 <. 用 gq 一 48 代 吕 将 分 布 
写 为 将 (内 etTeodp(z) ,其 中 订 一 (4 -IT 这 时 要 估计 的 c8 成 为 9 
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的 第 一 分 量 . 按 定理 5. 8 结合 定理 7.2, 可 找到 gp 即 “8 的 UMAU 
置信 区 河 及 置信 上 、 下 界 . 

25. 4g， 设 存在 8 了 及 AE 区 .使 PCA}Py(A)>2e 汪 0; 日 
PoPy 于 A 上 . 由 此 可 知 ， 
inf {Py tA) :CC A,PoA) 守 6) 全 26' > 0, 不 妨 设 E < 5 (1) 
往 证 :不 存在 8 的 一 置信 区 间 , 其 长 超过 /一 |8 一 8 |/2, 且 置信 水 平 
为 1 一 se. 若 不 然 , 设 J 为 这 样 一 个 置信 区 间 , 则 由 其 置信 水 平 为 1 
一 可知 

PAD eAl = {Tr EE AE T(r)), 
由 51) 式 知 Po C4,) 这 2 ,再 由 J 了 的 置信 水 平 为 1 一 a 有 
PolAs) ,As = {rT E AP EITr)}, 

于 是 在 集 4, 上 |JKz)| 艺 18 一 & 1 而 Po (4y)>0, 与 J 之 长 a. 
s- 不 超过 / 不 合 . 

b, 记 A(OD = (1 +e )-!, 
一 co<0<oo, 定义 Pelzyy) 如 
下 ; 当 8 守 0 时 ,Pe 全 集中 在 直 
线 z==4(9) 上 , 且 在 此 直线 上 有 
密度 COODexpC— Cy—hCD YI 


2)7 [0<y<z)dy. 当 8<0 
时 ,Ps 全 集中 在 直线 y= 二 有 (6) 172 > 1 


上 ， 且 在 此 直线 上 有 密度 CO) Pig 的 支撑 ,60 一 息 的 
exp (— (zh /OTOLE my: Ps 的 支撑 ,6 二 0, y= 二 有 (90) 
ZX 之 ])dzx( 图 23). 图 23 


找 e>>0 充分 小 . 找 恕 半 0, 抽 二 0, 使 A 四 宇 1/2 十 6 当 00, 
(1/2 一 6 当 8<<0,. 记 
t= (+ ID/2, 
由 于 所 给 密度 在 正方 形 {1/2 志 x 之 1,0 之 y 达 1/2} 内 有 上 界 和 非 0 
下 界 , 故 存在 #?(e) >0,; 使 梁 (B) 才 7(s) 时 有 
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| CexpC— Cy 一 Ah 的 )212Jdy<1 一 s， 9320， 
8B 
(2) 
| Cexp— Cr — DINdr TL1—s, < 0, 
5 


mB) 为 B 的 上 测度 ， 当 下降 时 ,?(e) 非 降 , 当 ey0 时 ,pC(e) 不 17 


2, 令 


入) 一 (二 +s<z<l0o<y<L2 一 中， 


D= {Ty (TN EE AB, E ST YN). 
因 了 有 置信 水 平 1 一 e, 故 对 任何 8> 抽 , 当 z= 二 及 (9) 时 有 Pet6EJ 
(xz;y)) 之 1 一 ee， 由 必 ) 式 知 

ml{y ry) ED}) > nle), 
故 
ml{y: xy) EDDM A 90) — ex € (1/2 十 e1)， 

由 Fubini 定理 , 知 mmwCD 门 40) 计 ((6) 一 和)/2. 再 用 Fubini 定理 , 知 
存在 mwE (0,1/2 一 e) ,使 

CAE (3) 
记 岳 二 有 iCyo)1 有 过 记 B= {zi EJCz, yx)}， 则 


| Ecoerp( 一 (4 一 9)*/2)dz 汪 1 一 2 由 (2) 式 知 加 (B) > 


yle) 一 6; 取 s 注 0 充分 小 ,使 7Ce) 一 e>> 17/4, 刚 由 上 式 结合 (3) 式 ， 
知 B 人 从 {zx: C(x,%) €E DD 站 4.) 非 空 找 z 属于 此 集 , 记 中 一 
hz0) ;网 60 ,PF 都 在 J (zoyy0) 内 . 因 (CxoyY6o) 后 4 有 男 近 肌 。 
六 部 1Cro0y0)| 宇 外 十 | 如 | > 与 了 之 长 不 超过 上 矛盾. 


26. 以 Wilcoxon 秩 和 了 一 》R 为 例 . 了 十 U 的 分 布 函 数 G 


(2, 世 满足 定理 7. 2 的 全 部 条 件 , 这些 都 不 难 基 于 FF 的 连续 性 去 证 

明 , 只 举 其 中 一 条 较 复 杂 的 为 例 , 即 满足 G8,CC0)) 一 1 一 a 的 C8) 

唯一 旦 是 8 的 严 增 函 数 ， 唯 一 性 明显 , 因 对 =n(n 十 1)/2,nCn 十 

/2 十 1 ,nC2N 一 2 十 1)/2 都 有 Po(T 一 有 人 0COV 一 四 十 2 ， 严 
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增 的 证 法 如 下 : 设 喘 1 六 oiid. ,一 Cz), 设 六 过 六, 记 
Y=Y+?, Y=Y,++ 8, f= ln. 
以 RICR) 记 YACYD 在 XX YX 六 和 ) 中 的 秩 ,R' jy 芝 … 
RR 之 < 人 Riw 为 排序 )， 因 让 之 2, 显 见 Ri 入 R'o si 二 
1 4; 故 对 固定 的 有 Pr (TAR) 守 Po(TSE), 当 nin 二 1) /28 
nn(2N 一 2 十 1)/2 时 成 立 严格 不 等 号 . 事实 上 ,由 对 分 布 尺 的 慌 
定 可 知 ,可 找到 a<5<<a 过 ;使 a 一 b>8 (不 妨 设 计 0) ,Bi 一 a 之 
有 下) 一 Fa) 汪 0, 扩 (61) 一 让 (a1)>>0. 考虑 事件 
E= {YE (aa, Si € (od),l EiCm}, 

有 PE)==0, 车 (Ris 六 yy 了.) EE, 则 由 上 述 ayb,al 和 
的 取 法 , 知 


DR’ 二 nln 十 1)/2, 帮 TT 世上 ; 
1 
而 
DR 一 2C2N 一 于 十 /2 > 


元 Pr 了 < 委 外 所 jr (TR) 一 PCE)< 之 Py (TE8) ,因而 证 明了 上 述 断 
言 . 由 此 性 质 即 推出 CC(9) 为 8 的 严 增 函数 , 据 定理 7.2, 可 作出 8 的 
(1 一 a) 相 似 置 信和 区间 ， 当 然 ,G0,t) 和 CC) 都 不 易 计 算 , 使 这 个 方 
法 难于 施行 . 

27， 要 用 到 以 下 的 事实 :车 $5 和 办 都 是 8 二 Br6 才 后 的 水 平 a 
检验 ,# 为 UMEP 而 页 不是, 则 

“By (0 BD) BO "或 “By CO < BelO)” (4) 

二 者 至 少 成 立 其 一 ， 这 因为 ,对 每 个 员 隆 久 ,#$ 都 是 8 一 各 +8 二 外 的 
UMP 检验 ,而 当 上 由 非 UMP 时 ,或 者 对 所 有 的 外 疙 后 ,或 者 对 所 有 
的 记过 名, 各 不 是 8 一 员 一 9 一 由 的 UMP 检验 . 

令 刀 二 {xz;7 庆 01A(z) 守 x}, 往 证 | 了 | 一 0, 若 不 然 , 则 对 其 个 * 
六 0,D. 一 1z:z2>0,A(r) 半 zx 十 ej 有 正 的 工 测度 , 歼 有 一 个 大 于 9 
的 全 密 点 a. 次 此 对 充分 小 的 >>0, DM 站 (aya 十 6) | 及 |DD. 门 (a 一 
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sa) | 中 至 少 有 一 个 非 0, 不 妨 设 为 前 者 ， 则 对 (a 十 6 ,4 十 2e1) 内 的 
8, 当 xEDN Ga,a 二 ta) 时 ,[A{x) ,B(xr)j 不 能 包含 #4 因此 ,对 区 
间 ta 十 6&4 十 2€1) 内 的 所 ,由 置信 区 间 [LACx) ,BCzr)] 导 出 的 位 二 后 
9 关 负 } 的 检验 击 , 在 集合 DD. 门 (aa 十 ) 上 蜡 于 8 二 名 9 尖 负 的 
UMP 检验 按 前 述 ,《4) 中 两 个 断言 至 少 成 立 一 个 , 再 由 定理 7.4 
的 证 明 过 程 看 出 ,对 这 种 名 将 有 Es (BCX) 一 ACX))> (a! 一 1)0o/ 
2 ,与 假设 矛 慎 . 国 此 证 明了 A(x) 护 z ,a.e.L xr>0. 

下 一 步 是 证 明 万 = {z1B8C7) 一 ACe) 之 (a-! 一 1)x} 是 工 测 度 为 
0. 因 车 不 然 , 则 将 存在 e>0, 使 对 任 给 & 半 0, 存 在 区 间 (a ;a 十 &)， 
满足 

IF|=|{z:a <at+a, 
Bl(z} — A(x) — Cal — Dr < ell>0. 
取 5 使 8/a<e/3, 则 不 难 推出 ;对 (gfe 一 se/2,a/a) 肉 的, 当 xEF 
时 [4(xz) ,Btz) J] 不 包 会 名. 因此 ,对 这 样 的 名 ,出 置信 区 间 [A4 (x)， 
B (zr)] 导 出 的 {8 一 名 =9 尖 抽 } 的 检验 $, 在 集 下 上 异 于 UMP 检验 
区 边 前 述 推理 邑 导 出 牙 盾 , 礁 证 明了 
Bir) — A(T} 守 (ol lra,e. Lr U0, 

再 结合 Es(B8( 民 } 一 A( 叉 ))== (a-! 一 1)8/2, 知 上 式 的 不 等 导 可 改 为 
等 号 . 由 此 出 发 ,结合 已 证 的 4z)szr a.e. 工 ;仿照 上 述 推理 , 即 可 
证 明 Atx) 王 xva.e. 工 ， 这样 完 成 了 本 题 的 证 明 . 

28. 平凡 .一 个 容易 的 反例 是 ;样本 及 一 RCO0, 扑 ,102. 
Laz,z] 仍 为 (1 一 a)UMA 置信 区 间 , 但 平 无 均 长 度 大 于 置信 区 间 
[maxlazx,1),maxtzx1)1], 后 者 仍 有 和 置信 系数 1 一 a 


29. 令 T = VnX/5,5 = | p34 一 萤 )2/ Cn 一 1)} ,有 了 


~ = na/e, Me(d) 和 cf3) 分 别 记 &_1s 的 上 、 下 a/2 
分 位 点 , 则 
PaceAB) 和 了 二 0) =1—a. 
不 难 证 明 :c.(3) 和 cs06) 剖 是 6 的 连续 函数 . ec) 一 一 ooye 
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(oo0) 一 00,z 一 1,2. 又 由 第 一 章 23 题 , 知 clC8)，ca(0) 痢 是 3 的 严 增 
消 数 .由 以 上 这 些 条 忻 知 ,cy(6) ,est 站 的 反 函 数 存在 并 定义 在 R'， 
故 上 式 可 以 解 出 
PoelcTilT) EE (TY) 一 1 一 ay 
困 而 [er Yn cr oa] 就 是 ae 的 (1 一 四 相似 站 信 区 
间 ， 如 要求 置 信 上 ,下 界 , 则 分 别 取 11s 的 上 、 下 a 分 位 点 ce(6) 和 ec 
(8) ,由 
PalT' Fe)) =1—a, PoelT Ee =1—a, 
解 出 
PasB EET) =1 ea, PeoldBe TT)) 一 1 一 ea， 

而 得 到 c (和 cc- CT 分别 是 eye 的 人 一 相似 置信 上 、 下 界 . 

30， 考 虑 为 奇数 2m 十 1 的 情况 . rx, 一 9 有 密度 


Gx) = C2 十 D 2 ”| (Bn) — Br) gz) 


.pp 为 NC(0,1) 的 分 布 .密度 , 测 及 一 9 有 密度 


vw 2m 十 1 
Vv 2x 


i p(T)Ep(T) /olz) :有 


Po tt) 一 


exp 


> (2m 十 Dx] 


d(logp (xz)) FTI — 2B (CT)) 
dr ”| BT Bz)) + ?z| ， 
此 式 在 0 所 z+ 所 1.3 时 半 0, 此 因 1 一 2B(x) 计 一 二 >, 故 只 须 证 G(r) 


(1 一 Br))e ?> (4m) 1' 当 0S&z 扩 1,3, 但 钾 (1, (1 一 (1. 3))>> 
0, 89X0.11 一 0.0979>> (4r) 1, 故 得 证 . 这 表明 ;gtz)/gn lx) 在 0 
人 ZX 人 1.3 内 上 升 . 又 由 Stirling 公式 


p(T) > Ni Te "(4B 1 一 Br) )". 


CStirling 公式 : Y 2xp"1e <n! < vv2rmtlerla) 往 证 
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APT 一 更 (z))e”>> V3f12, 当 站 六 1.3， (5) 
实际 计算 , 知 4 (1 一 ®(1. 4))e TY >].6> Y3x/2， 获知 (5) 
式 在 1. 3 所 x 所 1,4 对 ， 又 计算 知 4@(1. 5)(1 一 更 (1.5))e0 0 >1.7 
> V37/2, 玫 上 式 在 1.4 所 x 所 1,5 对 , 而 在 zx 宇 1.5 上 时 1 一 (rx) > 


lil |), 0.55.. .2 3 
大 | 到 > /zx, 且 ec/z 在 z>15 非 降 故 


当空 1.5 于 ， 


ADI — Bry er 


> ed. ers 5 > 1.6 > Van, 


这 证 明了 (5)， 结合 以 上 结果 , 知 V(r) /g(xz) 在 0 所 x 壕 1,3 处 上 升 
至 大 于 1, 以 后 一 直 保 持 大 于 1, 故 存在 zoE (0,1,3), 使 J(z) 二 册 
(xz) 当 OZETo pr hr YB ro. 由 此 知 对 任何 c 半 0 有 
[E275 > | 和 (zdz, 而 由 此 得 cu>>auz, 如 所 欲 证 ， 

2 为 偶数 时 ,mm 的 密度 表达 式 很 复杂 ,证 明 要 麻烦 很 多 . 

31. 据 第 五 章 第 5 题 ( 该 题 论证 适用 于 此 处 ,0 一 boerg 天 负 有 
UMP 检验 ,其 接受 域 为 

TH) 过 了 jc 
人 一 max HCX), c= 二 ] 一 

&E (0,1) 为 检验 的 水 平 ， 由 于 五 连续 、. 严 并, 上 式 可 与 为 百 -1(T) 
和 HT/e)， 故 E07), B71CTYYc] 就 是 8 的 (1 一 a)- 
UMA 置信 和 区间. 类似 地 ,8 的 1 一 a UMA 置 依 上、 下界 分 别 是 吾 -1 
(Tie dR HUT/ ea), 

记 T= lim H(X,) , 则 (一 了 7 五 5) 有 概率 密度 为 

wT) = nn Dr Oo zx). 

腾 如 ,使 | wkz)dz 二 1 一 & 则 5 达 (TT 一 T/C(9) 过 1 有 概 
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率 1 一 4, 由 此 得 到 8 的 另 一 个 (1 一)- 署 信 区 间 :[ 豆 -7 一 研 )， 
五 CT 一 7 名) 当 了 大 而 了 一 五 很 小 时 ,这 区 间 比 上 面 求 得 
的 UMA 区 间 要 短 一 些 . 

在 解 本 题 时 ,利用 了 瑟 (77 五 (的 一 及 (0,1) 这 个 事实 ,以 转化 
到 均匀 分 布 去 处 理 . 


32. 记 T = DK 一 的 532 一 YR, — Rn,e = Ka). 
! 1 


有 PT 和 二 1 一 a 而 TT 和 cc/n 一 上 室 | 及 一 8017, 令 
TT) 一 [时 一 (ep oR efn — s,s c/n, 
一 [ 福 , 忆 ] 当红 c/n. 
不 难看 出 ,对 任何 固定 的 9, 有 
站 人 TO 和 as, 已 ， 
由 此 知 了 为 4 的 1 一 x 相似 置信 和 区间, 其 平均 长 


Es|AtX)| = zn (zx) we 一 dx 

为 一 常数 ,此 处 六 .为难 -: 的 密度 ,< 一 邓 (o， 按 定理 ?. 1, 此 值 不 小 
于 2wwa/ Y rn ， 用 纯 分 析 的 方法 证 明 这 一 点 并 非 轻 而 易 举 . 

33. ga, 8 为 使 P(EJCX)) 汪 1 一 a 在 (0,1) 内 使 J(x) 二 [1 
一 c,1]| 的 z 之 集 4, 其 工 测度 mr(A1) 详 1 一 a， 为 使 对 任意 小 的 >0 
有 已 -。 :1 一 一 上 (六 1 一 ao 在 (003 内 使 (zz) 一 [1 一 2c,1 
一 c] 的 = 之 集 4 ,其 二 测度 mm(4:) 六 (1 一 ct1 一 的 必 ， 这 样 下 去 ， 
类 介 地 得 到 


PIAD 守 (D(a), 
A= {rr = [ic,li—G— 1yc]; 
到 | 1 二 外 为 止 . 因 Als ,AL 两 两 无 公共 点 , 故 


4 
1 — "(UAEe— 0) 
1 一 个 十 (一 20) 十 十 一 修一 1c)} 


一 1) 
2 


一 & 一 人 一 2 下 一 1 
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对 充分 小 的 2>0 有 
Ply el — kc—eE€E IX)) 
eo (ll— oR m1) — kc/ 一 上 一 5)， 
此 值 必须 宇 1 一 a, 对 任何 s 汪 0 因此 得 出 ( 令 e->0)1 一 «2/((k 十 
1) (2 一 kc)) ,如 所 欲 证 .此 值 确 能 达到 ,只 人 须 如 下 定义 J(x);J(r) 
=[1—ccl a<<z<lwrz) 一 [1 一 2 ,1 一品 当 we 一 (一 思科 一 c) 


i—1 
ra T= [i ]yBe— (nD i) 


J 三 ] 


7 器 
Tj 一 [0,1 一 ke] 当 0 
了 一 1 


业 一 
x Dd jie). 


了 1 


题 相当 于 8 二 2 的 情况 .以 c= 二 1/3,& 二 2 代入 ,得 1 一 a 扫 17 

2. 使 1 一 a 二 1]/2 的 了 (zx}) 为 
wzr) = 12/3,1] 当 1/2 < x<1， 

= [1/3,2/3] 当 1/6 rl/2, 一 [0,1/3] 当 了 < 扫 176， 
水 平 172 的 UMA 置信 区 间 为 7* (x) 一 [zymin(2zx,1)]， 当 1/3 志 
工艺 2/3 时 ,J ( 叉 ) 比 JC(X) 要 长 一 些 , 

注 循 着 上 面 的 想法 ,不 难 对 一 般 的 样本 量 %* 解决 c 与 1 一 a 
的 关系 问题 ,公式 也 不 复杂 ,更 进一步 ,对 第 31 题 其 中 友 单调 且 限 
制 0<6ssa 的 情况 问题 的 解 也 不 难得 出 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 一 试 . 

34.， 由 Scheffe 定理 知 


lim| Jf — fir) |dr = 0, (6) 
= RR" 


由 此 可 知 ,不 能 有 PetJ(X)== 从 ==1 对 一 切 9E Ri. 因 震 不 然 , 则 由 
了 的 置信 系数 1 一 a>>0 可 知 
| fxrdr1 aAdy = {rd (x) = [68,0]}, 


找 s>0 充分 小 ,使 当 六 ,都 属于 (一 e,e) 时 ,有 
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| HG — fs0) dr < 0 — of2. 
在 (一 se,e) 中 取 N>2/(i 一 习 个 不 同 点 ,人 Bn. 由 土 式 有 
| fez,0dr > | fzsb da. 


-| [firs0) 一 frs0) dr 2 (1 — a)/2, 
机 


攻 44 ,4w 无 公共 点 ,将 有 |。 f(z,0)dz 之 N(1 一 912>>1， 
[有 


加 
这 不 可 能 . 
因此 ,可 找到 处, 使 Po (7 >0) 人 >0， 故 当 于 充分 大 时 ， 
有 Pe CJ《X)| 汪 0,J(X)CC[ 一 村 ,MD]D>0， 存在 er>0 充分 小 ,使 
PEL MM — |SEe 


>|[ lfc,0) — f(r dr < a/3. C7) 


把 JC(XD) 记 为 LA(x) (zz 存在 (a,BCL 一 M,M],0<b—a<e 
使 
Pe (CITtX))| OBCOXY € (Cab)) > 0, 
所 {zx: [J(z) | 汪 0,B(Cz)E (Ca 的 子 集 卫 ,使 Pa (D)>0 且 了 
(D)<a/3， 作 区 间 和 估计 了 如 下 ;以 CCz) 记 包含 J(z)U a; 四 的 闭 
区 间 : 
J 二 [LAKzy ae]， < ED, 
Clr), TED, 
考虑 PyC0EJ" (RK)). 当世 Et) 时 ,有 PoGEJ' (RX)) 之 Pe(0E€ 
TXTD 站 31 一 wa 对 0E (tas6), 有 PaOEJ' (KX))=1— PD)1— 
PD) 一 1P.CD) 一 PoetD)|. 按 (7) 式 有 IP,.CD) 一 PoDD)|<af3， 
又 P,CD)< 之 a/3; 攻 仍 有 Ppt8E€.' CX)) 室 1 一 a. 这 证 明 J" 有 置信 
系数 1 一 a, 但 
Pa CIT* XY) < KRY) = Pe (D) > 0, 
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因此 7(z) 之 长 并 不 以 概率 1CPs) 不 大 于 J" (XX) 之 长 ， 

注 本 题 ,及 后 曾 第 53 题 ,说 明 从 长 度 这 方面 考察 ,区 间 估 计 
难得 有 具有 什么 优良 性 质 ，Minimax 准则 是 其 一 种 可 能 ,但 也 是 只 在 
几 个 很 特殊 的 情况 中 . 

35. ga. 平 几 . 5 平凡 , 缚 果 为 瑟 士 za prs 十 Kn-niz， 后 一 间 
题 ; 记 c 一 za-piz 十 ta-nyz， 考察 集 {xr: 儿 (zx 十 0) 一 对 (x 一 中 之 PB , 易 
见 它 是 一 个 以 0 为 中 点 的 财 区 间 [ 一 5,5]. 由 于 Bua»te) oP 
Hanae >D ua pa) Bua pa) BM A un 故 

P(EB(X+)— BPX- = PX ED >Y. 

由 于 上 式 左 边 是 < 的 连续 函数 , 且 当 < 4 0 时 有 极限 0, 故 厦 在 c'E 
(00,0) ,使 PCB( 有 十 中 一 硬 ( 玉 一 c 宇 B) 二 7 即 基 土 c 为 (8,)) 容 
恺 区 间 , 它 比 区 间 及 土 e 短 . 

36, 4, 记 玫 = maxX, ;寻求 形 如 [aM 6] 的 窜 轴 区间, 不 妨 

试探 性 地 设 a€ (0,1)， 则 


FAbM} 一 FetaM) = 


1— aM/0,bM > 0, 
(6 — aIMI/O LM < 0. 
因此 
PAFABM) 一 Feat 守 EP) = PO MORAY. 
取 4==1 一 8, 上 式 成 为 1 一 8". 为 使 它 等 于 7 ,应 取 5= 人 一 7 
不 难 证 明 :a,5 的 其 他 了 到 法 不 会 导致 更 短 的 区 间 , 盈 更 小 的 8 一 a. 
6， 试探 性 地 找 形 如 [Xs ,hs ] 的 解 ,有 
Flay) 一 FS 一 et es. 
由 于 2p5, 一 六,， 有 
PelFolhisn) — Felhss) A) = Ple ht — @ th/ 2 P), 
此 式 牵 涉 两 个 参数 态 , 加 ,不 好 处 理 ， 取 太一 台 一 和 ,0<A<1, 来 


定义 注意 ez 一 e 作为 x 实 0 的 函数 , 先 升 后 降 , 故 集 {x: 

e-*? 一 e-* “2B} 为 一 与 4 有 关 的 闭 区 间 [a() ,86D1 因此 问题 

归结 为 找 34, 使 民 s,C000)) 一 Ktal0)) 一 了 ,下 K, 一 从， 如 有 精细 的 
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六 分布 表 此 问题 不 难 解 决 ,当世 大 时 ,可 用 正 态 下 近 六 

37, gg. 平凡 . 68. 据 此 结果 ,可 短 虑 用 c 芝 以 _ yy 十 (一 C7 下 ow 作 
为 容忍 上 限 ， 这 样 做 ,7 值 就 没有 十 足 把 握 , 可 以 比 设 定 的 小 一 点 或 
太一 点 . 车 较 大 ; 则 六 -wy 和 六 my 相距 下 的 上 8 分 位 点 a 不 二 ,而 
FF 在 a 附近 变化 平缓 , 则 误差 不 致 显著 . 

38， 以 FF 记 Xi,…，X, 的 经 验 分 布 , 入 一 sup|F,(z) 一 
Cz)|， 按 Glivenko 定理 ,对 任 给 自然 数 六 ,存在 自然 数 =CV) ,使 
当空 n(N) 时 ,有 

Plsupa NI>1— NN 
且 nCN) 可 以 定 出 来 , 因 4, 的 分 布 与 下 无关, 只 要 下 连续 , 记 
Ta = [LalB) — 1/m,atd) + 1/m], 
Ts = [6(B) — /mb(B) 1/m], 
cn = 月 一 sup{ 下 全) 一 Fa 二 一 和 二 民有 一 ap)， 
a 蕊 1 或 8 巨 1,). 


按 对 的 假定 ,有 cm>0. 找 N 充分 大 ,使 > 条. 对 nCN)<<n<n 
《NM 十 1)， 作 容忍 区 间 [ 了 (Xe 瑟 。)Te (XXX 如 下 : 先 找 
最 短 的 区 疝 :一 [人 ,tsj, 使 ! 中 包含 宇 [n(8 一 2/N)] 个 样本 点 ,然后 
找 最 小 的 dz>>0, 使 [ti 一 d ,tz 十 dj 中 会 守 [n 十 (8 十 2/N)J 十 1 个 样 
本 点 ; 即 以 [一 d ,ts 十 dj 作为 [了 ;Ts]. 

先 证 [Ti ,Ts 为 (8, 六 窜改 区 间 . 按 条 件 , F(T,) 一 FF,(T1) 守 
十 2N, 故 在 入 之 1/N 时 ,有 FCT) 一 F(TN) 宇 B 十 2/N 一 2 宇 B， 
因而 PCECTD) 一 FCOTD) 守 站 庆 P(A 近 1/N) 主 1 一 1/N 之 7, 当 nt( 因 
而 w) 充 分 大 (对 较 小 的 =, 可 另外 定义 [Ts] ,例如 用 次 序 统计 
量 , 使 之 为 (8,7)). 

次 证 了 TatB) ,了 一 5(B) ,a. s, ， 这 要 回 到 上 面 定义 的 最 短 区 
间 一 [因为 当 4<1AN 时 有 

FOP) — Fa Po 2 区 月 一 27N， 
歼 知 区 间 La (87,58(B)] 至 少 会 [nC8 一 2WN) 1 个 祥 本 点 ， 由 此 ;, 据 
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的 定义 , 易 知 7 的 端点 不 可 能 在 和 无 外. 因为 , 若 不 然 , 则 当 这 
区 间 长 不 超过 58C8) 一 a(P) 时 , 它 合 的 下 概率 不 起 过 8 一 c,, 故 所 含 
下。 概率 不 超过 8 一 cw 十 2 入 2 一 4/N 十 2AN 一 B 一 2/N ,因而 这 种 
区 间 所 含 样 本 点 数 达 不 到 [nt8 十 2/N)] 十 1, 这 就 证 明了 上 述 论 断 . 
这 表明 ， 

A NS EE Dts E Ts 
由 此 可 知 

Pi ma lm bP | Sm nN)) 

PN nN 守 l]— N00,N™ oo0, 

这 证 明了 a(P) ,ts 一 608) ,a,s.， 故 内 须 证 d 一 0,a.s. .为 此 找 
sy>0 最 小 使 FC6(8) 二 ew) 一 F(a(B) 一 ex)=B+5/N, 则 lim ew 一 
0, 因 而 在 妨 <<17N 时 有 
FOB) 十 ew) — FalB) — en) 
BS/N 26, > B+ 3/N. 

由 于 nn 守 n(N) 守 NN, 有 [nC 十 3/N)] 宇 [nC6 十 2/N)] 十 1， 这 表明 
dA?/m 二 en; 因而 Pl(dS2/mtev nnCN)P(AMCN ,nn 
(N)) 宇 1 一 N "一 0, 而 证 明了 4d->0,a.s,， 

39， 设 jz) 为 一 容 配 上限 ,存在 M<co ,使 4={z:1 委 rs2， 
wz) 委 m 的 工 测 床 c0， 找 Nmax(i,2)， 作 概率 分 布 如 
下 ;在 集 4 上 Fe。 有 密度 (8 一 ec ,在 CN,NT1) 上 有 src, 在 CN 十 
1,N 十 2? 上 为 1 一 8, 他 处 为 0, 则 Pr (FoCJCXD) 衬 有) 和 1 一 Pr (XX 
€4)=1 一 8 十 e; 即 7 所 1 一 B 十 s 对 任 给 >0, 故 当 7Y 汪 1 一 B,J 不 
是 (8,”) 容 君 上限. n 半 1 的 情况 困难 得 多 . 

40. 4a. 由 图 24( 上 ) 不 难看 出 :对 a>0( 在 da) 能 定义 的 范围 
内 ,下 同 ) 有 ea)>1, 且 在 0<e<e 内 cke) 土 升 ， 后 一 断言 是 因 
为;gT) 二 exp{ 一 z2/2) 在 c 一 a'<x<c 一 内 之 值 大 于 它 在 Cd 
scr 内 之 值 ; 而 其 在 一 < 一 La 之 xX 之 一 ec 一 Qa 内 之 值 (4' = 二 d (a')) 


则 小 于 它 在 一 c 一 da <z<< 一 “内 之 值 ,而 | gz)dx 一 
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| wzdz 因此 必 有 


(一 一 Ca 一 《一 一 中 a) (rc— a')) 
> tc tc da — Ce— a), 

即 (d'e 一 da}/ta' 一 a) >>d. 因 a' >ay 必 有 d'>d. 

记 d(Cc) 一 ,上 已 证 明 & 守 1. 现 往 证 da) > 加 min(h,e* )> 
1. 设 若 不 然 , 则 存在 4, 使 dC4) 二 d=, 且 对 任 给 6e>0, 存 在 a' EE 
(Casa 二 引 , 使 dCa) 二 A 之 ho. 但 由 图 24( 下 ) 着 出 , 轩 d(Ca) 记 1, 当 
a' >a 但 a 一 x 很 小 时 ;区间 帮 寺 Ce 一 zg' yc 一 94) 内 任 一 点 与 了 寺 《 一 
c 一 d'a' ,一 c 一 da) 内 任 一 点 的 距离 大 于 2c, 而 这 两 个 区 间 都 在 0 的 


A 


-ce-d'a -ece-da 


-ce-d'o -ec-do 一 上 a ec-a cc 


图 24 
同一 侧 . 由 此 可 知 , g(x) /p(xa)>>e*” 当 xz,ED ,ziE 了 ;因而 
(ie — da) /la' 一 的 全 ee 
故 da 二 (Vada) tda>hta a)+ha=ha' ;而 d'=d(a') 
六 有; 牙 盾 .这 证 明 丁 所 要 的 结果 . 
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b. 记 infdCa) = d* >1( 由 a), 则 依 归纳 法 有 写 (d*)", 政 
一 ddr SR < (2 )"ao 最 终 会 小 于 zx 
41， 把 区 间 悄 计 [ 及 一 wwz/ YR ,及 十 Waz/ wz] 记 为 .天 (z). 
按 假 定 ,存在 d>0, 使 |JT Ce)| 雪 17* (x)| 对 一 切 xER" 且 
ml{zs| Te) | 2a — 2d 0a = us/ wn. 
取 集 B8 寺 {7:; 1J (zx) | 之 2a 一 24d} 的 一 全 密 点 56 二 (B16), 记 负 二 


B35/ns 记 SCe) 一 {z: zx 一 5 之 8), 提 s 渤 0 充分 小 ,使 
1 


工 蕊 SC 一 | Sz,/n 一 CAE 一 《1 
1 


按 5 为 全 密 点 ,有 mCB 站 SCe)) 圭 c>>0, 记 有 = 一 a 十 d ;名 = 二 抽 十 a 
一 d. 对 B 门 S$(e) 内 的 工 ,J(x) 不 能 同时 包含 员 和 后 , 故 必 存在 其 中 
之 一 ,例如 ,使 
m{{rrieEBN Se er))) c/s, 
但 当 xESCe) 时 有 如 EJ* (xz) 由 此 可 知 
Po (2 E T(z)) & Po (Ob, € Tr)) 
一 Pe (zr EBNSCe)0 Er)) 
一 1 一 & 一 cj2< 1 一 上 
42. 完 设 站 (zz)=4T) 一 Cof 一 82， 一 [ 扫 AESACT)， 因 有 
《xz) 严 增 ,等 价 于 4-1( 的 委 z 雪 4 十 c) ,对 任何 关 az -以 万 


(4) 记 由 关系 式 (V 玩 )- :| eedz = 1 一 “所 定义 的 +， 则 有 

4-1(9) + DCATIOO) 一 有 所 4 十 6)， (8) 
(此 式 是 由 于 A 一 8x 一 A188 十 c) 一 9 一 N(0,1)， 
以 及 J 了 的 置信 水 平 宏 1 一 o) 由 这 关系 式 ,A471(9) 之 值 在 0 所 6<<c 内 
可 任意 定 , 一 经 定 下 ;在 此 区 向 外 有 即 受 到 上 述 不 等 式 的 制约 . 一 种 
可 能 是 令 

4-1(9) 一 0 一 c/2, 且 (8) 式 取 等 号 . 
不 难 验证 ,这 导致 J(zx) 二 [zx 一 c/2,z 十 c/2]. 往 下 证 明 ,这 是 唯一 
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的 一 种 可 能 . 设 若 不 然 , 对 其 个 名 E[0,1) ,有 4- 和) 一 让 一 <c72 十 
gm0 按 第 各 题 ,存在 加 详 1; 使 DCAT1000) 一 筷 ) 守 c 十 (ho 一 1) 
g， 按 (8) 志 有 
A 十 0 中 这 于 十 Cc 一 ci? 十 hop， 
A 二) 二 co) 了 一 FA2 hp, 
按 第 40 题 ,D(AT1 0+e) 一 C0) 守 D (Og) c+ Cho— 1) hg 
由 用 (8) 式 ,得 
A 十 20) 六 外 十 2 一 c/2 十 hig， 

特此 以 往 , 得 到 A 十 nc) 宇 B 十 nc 一 c/2 十 Bg， 在 充分 大 时 ， 
一 ec 人 2 十 hg 会 疙 ww 而 使 CA 十 nc) 一 ( 妈 十 nce)) 无 法 定义 ; 因 
而 这 种 4 (人 无 法 在 全 R' 上 定义 . 

如 果 g<<0, 则 把 (8) 式 反 向 ( 往 8 小 的 方向 ?推广 ,同样 得 出 4-: 
无 法 定义 的 结果 . 这 证 明了 |J(x) | 二 c=2a 的 情况 . 

在 一 般 情况 , 令 了 (rz) 一 [ACz) 一 c,ACx)]. 因 |yCzylsee, 硫 
总 有 .CrCvCz)， 因 了 的 置信 水 平 六 1 一 ae, 故 闻 亦 然 , 故 按 第 41 
题 有 T(r)=[2—a ,Zz 十 a 这 样 一 来 Hr) CEra tia 如 果 
mt{r: | 7X)|< 之 24)) 汪 0, 则 由 第 41 题 ,将 与 了 的 置信 水 平 闻 1 一 e 
矛盾 , 故 必 有 |Jkz)1=2a'a.s,, 即 .rz) 一 [z 一 az 十 ia] as.， 再 
由 Alxw) 严 增 得 J(z) 二 [z 一 a;,x 十 a]. 证 些 ， 

注 ”本题 是 Joshi 一 个 结果 的 特例 ;车 天 ,,…,X, iid. ,一 NO， 
1) ,J(2) 为 8 的 一 忆 一 a) 管 信 区 间 , 淇 足 | (x) |2wwp/ vn ae 
ZL 则 T(x) = [ow Vn ,RR wt wn] (RR Ann, Math. 
Sratist, 11966,p. 629), 

43. A(T)SE0SEB(7T), 设 A.B 皆 严 增 , 可 写 为 B71( 仆 才 x 志 
A 或 B71 四) 一 60x 一 A471(9) 一 8， 因此 ,用 第 41 题 证 明 中 
所 定义 的 函数 思 , 有 

BO) 十 万 (4-1(2) 一 由 = 4-1(00)， 
令 4 的 一 9 一 CC CC 的 为 某 一 定义 在 Ri 上 的 严 增 连 续 函 数 ,C 
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《Be 对 一 切 8E 了 .、 则 万 (4 六 一 分 一 六 (CC 的 》 处 处 有 定 尽 
且 为 8 的 严 增 连 续 函 数 . 现 有 

A 一 有 二 CC， BBC) = 0 +0 — DOC). 

易 见 新 (< 当 h>wws; 于 是 8B8-1(8) 的 导数 大 于 0; 因 而 A,8B 都 
连续 严 增 . 显 见 A (一 o0)=B (co0)== 一 00,A (00) 一 00. 及 
DC 总 二 zw; 因而 BCo0) 二 oo， 这样,A-:(9) 和 B71(9) 的 
及 函数 , 即 AC(9),B(9) ,可 在 R' 上 定义 且 为 连续 严 增 ， 

这 样 ,因为 CC 仿 的 可 能 选择 有 无 穷 种 ,存在 着 无 穷 客 个 [4 
C(x);BCr)] 4. 百 缘 连续 严 增 ,使 Po(a4(z) 所 BEEB(rz) 7 一 1 一 cy 
所 RI， 这 一 结论 稍 觉 有 些 出 人 意料 . 

44. 由 于 下 连续 ,不 难看 出 :对 任 给 ?>0, 可 找到 三 点 wm<a< 
Qazs 使 4s 一 一 72; 生计) 一 p<Fla). 念 记 一 里 io 
为 的 次 序 统计 最, 作 区 间 估 计 .7Cz) 一 [入 
一 a 一 /2, 一 a 十 1/2] ,其 长 为 4 而 

PO ETCKR)) = Pela t+ Om i/2 Ret [2) 

=Pola — {1/2 4 十 [2). 
因为 as 一 @ 一 1 人 2 而 之 4 之 as 有 a 一 1/2 太 qq1y 帮 Fla 一 1/2) 志 FF 
(qa) 之 pp. 同 理 Flta 二 1/2) 汪 p， 由 大 数 律 知 , 当 充分 大 时 
Po Zai/2) al2, Polb, > at/2) a2, 
因而 Po la 一 /2 所 如 和 a 十 [12) 宇 1 一 a, 证 毕 . 

4 特 ， 仍 成 立 , 平 凡 . 设 {ai} 为 F 的 跳 唉 点 集 ,存在 a€ {a;} ,使 
Fl{a}) = maxF({a;}), 如 果 这 样 的 a 有 和 多 个 , 选 4 为 其 最 小 者 , 定 
类 二 mint | 失 ( 训 二 5 1 各 和) 一 nF(fa)) | 过 人 ( 共 (A) 为 
集 4 所 会 元 素 个 数 ), 作 区 间 征 计 Jr 一 [ 色 一 ea 一 0 及 一 ae 十 0 (长 
为 07. 由 大 数 律 , 易 网 Pi(pE .FTCX)]->1 当 >co 对 昌 ERI 一 臻 
(事实 上 PE J(X)) 与 8 无 关 ). 

46. HH， 令 旭 二 a 十 3iLi 二 1 待定 , 设 [LACx) ;B(x)1 一 J 
(z) 是 8 的 一 届 一 a; 荆 ) 估 计 ， 必 要 时 延长 C(x), 可 设 T(x) 一 [多 一 
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了 /2, 凡 十 志 /2, 因 而 有 
1 一 a 委 PK — L/2 0 SO +L/2) 
一 Pa CO. 工 /2 毛皮 二 放 十 Lr/2), 
注意 集 Si 二 { 了 :让 一 半 A2 扫 有 (cz) 扫 有 十 工 /2 无 公共 点 ， 不 难 证 明 ， 
当 ea 一 co 时 有 
sup{ | Pa CA} — Pe (A)|:AE BB.} 一 0 (9) 
< 沟 R” 中 -一 访 Borel 集 的 在 域 . 事实 上 , 记 A 二 O00 ， 旭 | 
(PCA) — Po CA)| SIPo A NA) 
一 Pa (4d 门 4 十 了 (4， — A) 
二) 0， 
因 
lim®B/8, 二 1， 
这 证 明了 《9) 式 . 由 (9) 式 知 , 当 a 充分 大 时 有 
1 a Pl) Pa(S) + 1/N; 放 Pi(5) 守 1 一 a 1/N. 
由 于 向 | 9 > 四 和 两 两 无 公共 点 ,有 (a 充分 大 时 ) 
1 守 DPs (3 NO 0) 一 1 


因 1 一 a>0; 取 NN>2/(1 一 ;再 取 a 充分 大 ,由 上 式 得 出 矛盾 ,如 
证 法 党 人 类似. 由 于 ee-”I(zx>0)dz 的 支撑 无 限 , 细 节 上 有 些 非 本 
质 出 入 . 

推 而 广 之 ,可 对 一 般 刻 度 参 数 族 9 7Cz70dz,O>o0 证 明 同一 
结论 

c. 取 & 一 3 一 1 ,用 同样 的 证 法 处 理 . 记 4; 一 {x 二 
Cr rd) Bor ES 1 NN; Ma). 
注意 到 Po .xa(XESD)—Po (XEA), Pe a(XES) = Pog 0d (KX 
ES) ,Rsup{ {Ps (tB)— PeltB) IBEW 0 BHO. 

同 定 理 7. 6; 设 存在 6 的 (一 a 四 估计 [一 2/2, 如 十 112] 寺 J 
(x). 取 @ 充分 大 ,使 2aoiios/ Yn > 上 按 定 理 7.6, 在 8 的 一 切 置 
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信和 系数 不 小 于 1 一 a 的 区 间 舍 计 立 (xz) 的 类 中 , 叭 有 [ 叉 ,~ oowwvs/ 
Yn ,四 ,十 oouerz/ Vn] 使 supE17CX) | 达到 最 小 故 应 有 sdpE|7 
(| 宇 200uwaf Yn > 站 这 与 17 Cx) | 二 i 邓 盾 . 

前 一 证 明 可 推广 到 一 般 位 置 刻度 参数 族 | | (9€ Re> 
0, 有 密度) 的 情形 ,后 一 证 法 不 行 . 

47. 设 Ri yiid, ,一 NN (9,0:),0ER',o>0, 要 作 g (Co) 二 
loge 的 区 间 估 计 . 当 nn 一 2 时 , | 站 ,一 Xs|/e 的 分 布 与 (9,9) 无关, 该 
分 布 连续 旦 其 支撑 为 (0,o), 故 存在 常数 5>1,; 使 PC (XX 一 
及 ;|/o 志 6) 一 1 一 a， 此 可 写 为 

五 (一 log < log|X), — X;| — logoe logb) =1— a, 
因此 , 令 /=2logs [log | 一 了 ;| 一 22 ,log |X 一 了 :| 十 1/2] 为 (1 一 
4; 站 估计 ,nn 二 1 的 情况 较 麻烦 

设 n==1, 且 对 某 个 1 一 a 站 0 及 [<ooyJ(x)==[o(x) 一 1/2,6 
(zr) 十 112] 为 logs 的 (1 一 a 四 估计 ， 找 有 充分 大 ,使 

m({xo(r) A}) > 0, 
因而 集 {z;akz) 袜 一 站 有 全 密 点 六 尾 给 50, 当 go 半 0 充分 小 时 ， 


有 
ml{rolr) Lh |r| /2 6 O09. 


C10) 
取 e>0 充分 小 ,有 >0 充分 大 ,使 
[made {a/2, 
| hurTIdr ~ oa)?, (11) 
| 节 | 家 


fs 为 No) 的 密度 . 

找 a 充分 大 ,使 eesa>expb 人 2 十 站) Ca 一 < 邻 上 
=a' i127 T= [iloga—il/2,—ilogatl/2] /i=l 由 
a 的 选择 , 知 了 ,了 T,,… 两 两 无 公共 点 , 且 了 工 内 之 点 小 于 一 4, 记 太 二 
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k/ (a—1), 

现 设 ~N(B,ol "为 全 glo 站 一 一 iloga EJ(r) ,x 必 满 足 
oT ED. 记 Ay= {zo ET |r—b A ,As = {rT:0(7) EL | 
I 一 5 之 A}. 有 


| wardr < (1 — a}/2, 


Ee 
为 使 PosiCAiU A)1 一 必须 Pis1CA2) 这 和 一 027)/2, 按 (11) 
的 第 一 式 , 这 必须 zwCAs) 守 s/a:， 由 于 4 一 1 2 两 两 无 公共 
点 ,应 有 


zz( UAs) > e/ (0 — 1). (C12) 


而 按 (10) 式 ,考虑 到 4 的 选择 ,应 有 m{ Uhs) < 248 = 2k(a 一 
1 '8. 若 取 6 一 6/ 饮 (回忆 6 可 取得 任意 小 ,而 s,k 都 是 随 1 一 a 而 
定 下 的 ) ,将 与 (12) 式 矛 盾 . 证 毕 . 

48. 设 若 不 然 , 对 某 个 概率 测度 d6(b) ,将 有 


+a Vn 
C2ry” “| I exp| 一 pe 一 0 dec0) 
1 


Rt J 


> hm | exp[— 寺 Dz — 0)) de), 
一 1 


此 处 瑚 (z) 六 1 一 ea、 此 式 可 写 为 ( 令 az 一 yy Yat=8 再 把 8 改 
团 为 及 d( 的 一 dECBA Vn )》 次 (9 一 严 CyAw (1)): 


1 三 ” 站 on 
py 一 0)48(0) > Rly) | phy 一 2)d4866)， 


1 — a 
ty) 守 1]， 必 有 (Cy) 二 1 且 上 式 成 立 等 导 ,a. e, 工 于 yEL 不然， 
左边 对 y 在 及: 上 积分 为 1 而 右边 积分 大 于 1, 牙 盾 . 这 样 ,有 


| me 80) = | py — OE), a.0. Lsy ER 


(13) 


Tu 过 won)， 以 加 及 和 7 记 


V Zr 


此 处 0) 一 
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独立 随机 变量 ,分 别 具 分 布 gH TI dr PCr)dz, 和 和 de,fo 六 和 了 分 
别 为 其 特征 函数 . 由 (13) 式 得 记 GFD 一 有 0D 了 0 , 故 f000) 一 丰 
59 在 0 的 邻 域内 成 半 ， 由 于 让; 记 ( 当 把 # 视 为 生变 数 时 ) 是 解析 函 
数 ,由 此 将 得 二 所 ,因而 训 , 加 同 分 布 . 这 当然 不 可 能 ,因而 证 明 
了 所 说 的 结果 . 

49. 设 样本 天 ,,，… ,XX, iid. ,一 Po,Pse 定义 为 


Pt{0}) = 1/2, dPotir) = 3pdx ,0 < 


找 寺 充分 大 ,使 人 a 十 1)2 “<a, 作 8 的 区 间 和 合计 如 下 : 当 存 在 ea 使 并 
(A 一 0) 这 2 时 , 令 J(Cz) 一 [a 一 0,a 十 0j( 长 为 0); 理 则 
令 J(tr)=[0 一 0,0 十 0]. 显然 有 Po(BE .rz 一 1 一 2-(a 十 1 
一 4， 嚼 一 方面 ,对 有 的 任 一 点 佑 计 &, 有 
BC 一 609 站 | | ee ad sd 
但 在 第 二 章 31 题 已 证 明 
1 Li § 2 
sup Fr | | en 一 0) 村 rd 一 oo, 

明 所 欲 证 . 

S50. &. 平凡 , 平凡 ( 例 ?7.9 即 为 一 合 , 计 算 一 下 )，z8。 有 ( 初 一 


看 有 些 出 人 意 表 ) ,全 成 立 等 号 的 例子 是 :dPs(x)= f(x)dz,9E€ 
《0,1/2) Cl/2,1) ,而 


2 0<c<p 
fatx) = 1 当 0 < < 1/2; 
45， 1]— < 人 1l, 
1 (14》 
万 (z) = 3 当 172<2< 1， 
4— 0 dril, 


先 验 分 布 是 
dé(0) = (2 一 40)7100 < 0 < 1/2) 
688 


十 (4 一 2)7012 < 0 < 1))d0. 
令 1 一 a 二 3/4, 取 区 间 人 计 

jry = [rs1/2]， 当 0< 守 + 守 1/2， 

[172,z]， 当 1/2 < 工 扎 1. 
此 例 怎 看 有 些 茫 然 , 实 则 从 图 25 看 即 可 了 然 于 心 . 图 中 给 出 
了 (9,X) 联 合 密度 在 各 处 的 取 值 ,由 此 导出 (C14) 并 启示 Cz) 的 配 
置 . 此 图 是 构造 本 例 的 trick 所 在 ， 
是 先 有 图 后 有 表达 式 (14). 其 所 以 
(1,D 去 掉 6 一 1/2, 是 因为 若 不 去 掉 它 , 则 
» Pis(1/2€ J( 及 )) 二 1, 而 右边 等 导 
将 不 成 立 ， 加 入 #8=1/2 得 到 “ 右 不 
等 左 等 * 的 例 . 也 可 物 造 出 “ 右 等 左 

BN 不 等 ”的 例子 , 留 给 读者 . 
51，a. 给 定 1 一 c>>0. 指定 a 
” 1 uaf (1—0), 令 hh(0) =exp((0— 
图 25 a)?/2) 当 a9<<0. 把 疡 对 称 延 拓 
到 (0, 一 a), 再 连续 对 称 地 延 拓 于 R: 使 之 在 0 为 单 峰 ,使 


六 aa oo,M aD | apdz 作为 先 验 密 度 , 记 为 h(). 
当 样 本 为 a 时 ,hi.(0)exp (一 Ca 一 的 :12) 在 [a, 一 a] 内 为 常数 
<， 而 在 [a ， 一 a 外 小 于 €, 因为 21al > Host (1 — a), 可 知 对 任何 
其 长 为 2zwz 的 区 间 了 都 有 
fa Cexo 一 F(a 一 0 db 


Ua hexp| 一 Ba dy, 
这 表明 若 J (xz) 为 最 短 严格 (1 一 a)Bayes 置信 区 间 ; 则 | (a) | > 
2usz、 由 于 |J(x)| 显 然 是 zz 的 连续 函数 , 知 在 a 的 邻 域 内 有 
7Czyil2zo ,这些 z 的 集 其 概率 -大 于 0， 
b. 据 产 为 单 峰 , 不 难 证 明 ; 可 找到 c,d,d 二 c 十 2w64; 使 有 C0,) 实 
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cB) 当 EE (cyd) ,0; 巨 [c,d]1( 这 不 依赖 a 连续 )， 念 如 一 (ce 十 可 7 
2 ,显然 有 


可 
| htexp 


/人 eyexp 


> [exp 一 六 (zs 一 ?| de 


/| esl 一 地 Cz 一 0):] do 1 a, 
因而 14 (xo) 1 之 2uor， 由 连续 性 , 知 在 xz 的 邻 域内 也 有 |J(x) | 过 


Dtar2. 
注 “ 若 不 限制 站 为 单 峰 ,有 否 可 能 |J(xr) | 总 守 2wws 且 {x: [J 
(7X) | 之 2xw2} 的 工 测 度 大 于 0? 直观 上 觉得 不 行 ,还 不 知 如 何 证 明 . 
52, 8 只 取 土 1 两 值 ,而 六 分布 为 


一 二 一 Dj Tclzi < ]))， 


一 冯 (z _- 0)* dg 


一 到 (xm _- :de 


B=1: f(r) 一 cexp 


召 一 一 1: fx) =e exp 


一 计 + Ddz| < DD, 


< 一 ( 久 (2) 一 172) -1 取 1 一 a 二 B01) 一 于 (一 1) 二 0, 6826 , 先 验 分 布 
Et 一 人 (一 1 一 172， 
易 知 :一 个 置信 系数 1 一 & 的 Neyman 置信 区 间 为 
JE 一 [1 当 和 有 了 二 1 一 [一 1 当 一 1 一 工 所 0， 
其 长 恒 为 0. 但 
maxrKe -Da est D2) fe 12 十 e- +D2y 
一 人 1 十 er) 1， 

当 |z|<0. 3828 时 有 (1 十 e 1 <0.6826、 对 这 种 4,J (zx) 必须 
涵盖 士 1 两 点 ,因而 | (x)|=2. 为 构造 8 连续 取 值 的 例子 ,可 以 此 
为 基础 略 加 修改 如 下 :8E (一 1 一 e, 一 1 二 OU 一 sy,1 十 ey), f(z) 


一 去 Cz 一 0 1 一 2<z<D) 当 16 一 11<ey(z) 一 cexp 


一 CeXD 
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| 一 二 (0 1(9<x<9 十 2),d&(0) 有 密度 (4e) 于 (一 1 一 6， 一 1 


十 Ej UC 一 5;1 十 5) 内 ;他 处 为 0。 则 8 的 一 个 乍 信和 系数 1 一 a 的 
Neyman 区 间 估 计 J" (x) 为 
1 一 [1 一 sl 十 E], 当 E 妥 了 工 拉 1 十 8i 

一 [一 1 一 旨 一 1 十 避 , 当 一 1 一 上 乏 工 所 一 6 

二 [一 1 十 x;l 十 Xj: 当 |xl 之 4. 
有 jz)| 一 2 当 |z| 产 ez) 一 2 当 |zl<s 但 是 , 当 e 守 0 
充分 小 时 ,由 上 例 , 基 于 连续 性 的 考虑 , 当 |zi 委 e 时 ,7Cz) 应 包含 
《一 1 一 5; 一] 十 或 吕 一 gy1 十 8) 的 全 部 以 及 另 一 区 间 之 一 部 , 故 |J 
(7) | 沁 2. 而 当 |z| 半 2 时 ,J(z) 也 必须 包含 上 述 两 区 间 之 一 , 故 1J 
(zx) | 空中 ,因此 总 有 |7z| 衬 | 5z)| 且 在 | 字 | 委 es 时 成 立 严格 不 
等 号 . 

本 例 优 于 开始 那个 例子 之 处 在 于 ,.r(z) 的 Bayes 置信 系数 严格 
地 为 1 一 sa, 而 上 例 则 被 迫 为 1， 

本 题 的 idea 在 于 证 先 验 分 布 分 成 两 个 截然 分 开 的 部 分 ,以 迫使 
Bayes 区 间 增 加 跨 庶 . 但 这 一 分 散 也 同样 使 Neyman 置信 区 间 变 长 
了 ,这 就 要 看 看 能 否 在 夹杂 中 挤 出 一 点 余地 . 

53. a, 平 几 , Bb. 下 |) | 一 2 3201 一 aa 十 (2r) lexp 
(一 w2/2)) ,用 第 一 章 25 题 


S4. 算出 后 验 分 布 为 
I 
有 和 十 了 + i ,去 于 可 
3 


故 Bayes 区 间 估 计 有 :< 十 c 的 形状 ,c 与 样本 有 关 , 故 不 妨 写 为 


加 
A 二 (2 t+ | 4 的 形状 ,4 选择 之 ,使 后 验 风险 


人 中 


Cl nt De Vg Gtrtndo 
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2 172 
二 [+ 了 TH dv 


fr 十 1) 
ha 十 下 十 荆 Az 十 为 十 2 
xT| /Tr | as) 
达到 最 小 记 g (0 二 mgi(t) 十 玫 var[3)/r 全 到 ,=E 


《 XA-_1) ;而 
0 -fd 
i 记 tn:g tn) =infa te). 技 适 当前 zr 汪 0, 使 
tn 一 如 Ca 2) 7 YY nn 一 1). 
这 种 mm 必定 存在 ;此 因 0 汪 g1(2) #40 当 +z 丰 co( 参 考 定理 7,6 的 证 
明 }. 取 区 间 估 计 总 士 避 -Cay23s7 wnt 一 1) ,其 风险 为 一 常数 RR 二 
2g(t。 1(a/2)/ Ynln 一 1))， 下 一 步 就 是 证 明 : 在 先 验 分 布 DCN， 


X10,T) 之 下 的 Bayes 解 , 即 


nei nc? 172 
nt 十 1 十 dlsdgsT)1 机 十 5 十 nr 乡 


其 Bayes 风险 的 上 极限 ( 当 加 y 0 0,zr 一 co) 不 超过 玉 , 此 处 z 
(az 为 使 (15) 式 达到 最 小 的 & 这 证 明 不 难 ,只 须 注 意 到 , 当 册 
0 y0roo 时 ,函数 (15) 在 da3B0 处 对 4 一 致 地 收 敏 千 5(Cz). 
最 后 还 剩 下 一 点 是 证 明 当 为 ， 0 加， 0,rco 时 


2 1 上 
ED 


这 里 卫 " 表 未 在 先 验 分 布 万 (0 下 求 期 望 ， 这 一 步 容 易 ， 留 给 
读者 完成 (可 利用 


SS 区 | 2 十 9 十 


Cn De Yo tndo 


可 一 1 


nr: 
rnr 1) 
而 FE(IRI/M NEI/otl/ vn ). 
55. 与 定理 7.8 的 证 明 相 似 . 
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U2 
< 十 YA 十 cj 屋 | 


56、 先 取 nr 一 2 的 情况 . 记 glz) =e-, 所 要 求证 明 的 事实 可 


归结 为 :车 abc 都 大 于 0 昌 {yat] 一 站 jdt.] qd, 则 ob> 
cz 且 等 号 当 目 仅 当 a 一 5 一 c 时 成 立 . 这 可 以 转化 为 下 述 等 价 的 全 
题 : 当 ab 二 c? 时 必 有 
fhe 
等 号 只 在 < 一 5 一 < 时 成 立 . 不 妨 设 ac>>b, 故 a2>e 
ce 


记 _Ffa) = fe dj adt， 疡 tc. 有 
[a 


， 一 1 2 2 , , 
(Ca) = ee" ”1 ed — Ce 2a ad， 
0 Er 


0 

只 须 证 当 ac 时 有 户 (e)<0.， 令 一 和 /cz 转化 为 

cf YE 

re | ad 一 | 

b b 

记 (Cz) 二 有 一 左 . 因 >1, 有 es<e ie， 把 其 中 的 一 个 
e 2 换 为 e““ ,经 计算 得 

t oO i a Ei | | 

?> 它 +| 各 十 和 zj 


as 人 
一 所 于 dt 
[4 


Ve 
e :dti,x 1， 


ir 3 
et :2dr 
a 


[a 四 _ 
e /erp < 2 


2 2 ef Wr 
> | c ; 十 和 下 一 1 ee ee 一 /2 十 
2 2 0 


空 


车; + Sz>1, 则 上 式 >0. 否则 ,利用 | otngicel Vi, 
得 
下 性 一 cr ee 全 一 cy2 
D> ee “| Ei ete ’ 1)>0, 

此 处 又 用 了 eie-r i 并 注意 el 一 & 当 a>0, 

证 明了 所 一 之 的 情况 ,一般 nm 显然 . 因 若 1a a, 不 全 
相同 而 # 守 2; 则 国定 1 一 os)1 一 四 5 设 wm 天 ww) 由 已 证 部 分 ,将 
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evas 调 至 相同 ,可 降低 了 wns 之 值 . 由 此 可 知 ， I 的 最 小 值 


必 在 且 只 在 wa ，…，a- 全 相同 时 达到 . 
后 -类 语 显然 , 因 若 记 


一 {Dr CD),S, 一 { |; | dr] 二; 人}， 
上 
| 四 一 HA 了 工 ， i 
而 gli = | ra = (27) exp| 站 , 记 4 一 3 Ss3B 


一 S: 一 S1, 有 | gd = | mu 因 YD > yD) 当 : € 4 而 i EB, 知 
A 的 体积 必 小 于 B 之 体积 , 即 本 的 体积 小 于 SS， 的 体积 ， 


注 ”由 后 一 结果 得 到 Cax Ca [r 


WO 
57. a. 问题 归结 为 在 条 件 (1 一 4) (1 一) 二 (1 一 的 限制 下 ， 

使 (ar 下 一 1) Ces 下 一 1) 最 小 . 令 t= 二 al ”3 一 ol ”转化 为 在 人 1L 一 x") 
《1 一 y) 二 const 的 限制 下 ,使 (x 一 17)Cy 一 1) 最 小 (0<x<1,0 
<y<1), 这 可 以 用 乘 数 法 解决 ,证 明 必 须 z 二 y 即 a 二 2. 这 个 证 
法 还 不 能 严格 地 肯定 达到 景 小 值 , 可 以 这 样 证 :在 (1 一 x") (1 一 y") 
二 const 之 下 有 dy/dz 二 一 2 一 yA/Ay (一 2")) ,而 在 Cw! 
一 ])Cy :一 1) 二 const， 的 限制 下 则 有 dy/dx= 二 一 y( 一 y)/x(1 一 
ZX), 设 + 之 y, 则 有 

y(1 一 号 一 

x yy 

=k(rT,y) 1, 
这 表明 车 z<<yyz 增加 一 个 很 小 的 量 4x 到 * 十 4Az, 相 应 地 ?> 减 为 
y 一 Ay 以 维持 《1 一 x) 一 y*) 二 const; 则 yy 近似 地 人 须 减 为 y 一 kAy 
以 维持 (x 一 1)(y 一 1) 不 变 , 现 y 只 缩 到 yy 一 Ay, 故 (zx! 一 1) 
Cy! 一 1 有 下 降 . 这 表明 ,只 要 z<<y; 就 可 以 在 维持 (1 一 x") (1 一 
>) 不 变 的 条 件 下 使 (x-! 一 1) ty ! 一 1) 下 降 . 由 对 称 性 ,这 结论 对 
B94 


一 17m 


邓 + | < 


Ty 也 对 . 故 当 且 羽 当 zz 一 y* 即 人 1 一 三 时 ,大 到 最 小 值 . 
五 这 相当 于 拒 c, 使 王 (c 委 27?S2) 王 1 一 a 此 处 后 yiid ,有 


1i2n 
密度 nr" 了 (0<z<<1ydz. 简单 计算 给 出 c 二 | | 加 


¢， 车 找 S51 ,使 PO!1,w 1 Es 二 1 一 &, 则 得 到 (60) 的 (1 
一 中 置信 域 SX ,站 一 {MxayMyv): (wv)E51}， 其 面积 1S(X， 
了 1 一 MxMy15S11. 故 要 使 1S1 | 尽量 小 . 念 人 1 ;7 有 联合 密度 

EH 0) 一 Ho) DT 1 > 1)dudv. 
故 要 把 wo 小 值 纳入 51, 如 图 26 中 阴影 部 分 所 示 ,c 由 关系 式 
c 十 mc logc—=ea 
确定 ,而 |3, | 一 clogc 一 < 十 1. 

4. 不 可 , 且 不 说 还 有 些 置 信 域 不 角 
必 基 于 (CM, MM,), 即 使 在 基于 CM,， 
M,) 的 置信 域 类 中 , 它 的 面积 也 不 可 
能 对 一 切 祥 本 一 致 最 小 ， 这 在 理论 上 
由 第 34 题 保 证 ,也 有 第 53 题 的 印证 . 
另外 ,直接 看 ,可 以 把 S51 下 得 与 (@， 
四) 有 关 :3 一 Si 多)， 这 时 ,由 (8 。 
MO/My) EE SC 所 确定 的 置信 图 26 
域 , 即 由 上 述 关系 解 出 的 (8 ,9.)E 5,CM,,N,) ,对 某 些 CM. ,2M,}) 可 
以 有 比 c 中 决定 的 置信 域 更 小 的 面积 . 

s*. 取 损 失 函 数 节 (8 , 员 ,3) 一 15170 册 十 zz 2)ES)， 取 
先 验 分 布 CC aa)e sa 四 2 (00052700)d9dp,, 仿 
定理 7.6 的 证 法 ,可 证 得 c 中 类 定 的 置信 域 为 Minimax 的 . 或者， 
取 先 验 分 布 C8 -TU0< Di ,让 <)dpdp, 今 1>co 也 可 以 . 证 明 是 
平凡 的 ,但 有 些 繁琐 . 

注 1. 循 着 解 题 中 的 想法 ,对 铸 , 了 样本 淖 不 同 的 情况 也 易 处 
理 ， 有 趣 的 基 , 当 人 样本 量 不 同时 ; 题 中 的 解 不 是 Hy. 这 
与 第 56 题 不 同 ,在 第 56 题 ,即使 每 个 总 体 NC,1) 抽 取 的 桩 本 量 
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Lt 


不 同 ,问题 的 解 不 受 影响 ， 
2. 由 本 题 看 出 ,在 多 个 参数 场合 ,使 置信 域 面 积 小 不 见得 有 
多 大 意义 .、 置信 域 形状 之 规则 在 应 用 上 当然 更 受 重视 . 


58. 到 e>0 充分 小 ,使 车 |I| 去 =, 则 | fdx < a/2. 找 c 充分 


天 ,使 | /fdr 之 1 一 0/2. 令 Y=(X 一 0)/X, 来 计算 POY|<e). 
令 葬 一 {一 0)/o, 定 有 密度 ,而 了 = 全 /( 评 一 8/0), 故 由 e 及 6 的 
选择 ,有 
PalY| > oe) Po dol 
PIR ee lY| ye) 
a/2+ PolX| > ee) Ea/2 + a/2 一 wy 

国 而 Peat 了 | 所 0) 宇 1 一 wy 即 Poe(|(X 一 力 / 叉 | 壕 c) 实 1 一 a. 因而 
[XxX 一 c| 蔷 |, 苹 十 c| 久 | 有 筷 信 系数 不 小 于 1 一 a. 

注 总 体 有 密度 的 条 件 不 必要 ， 只 要 有 处 处 连续 的 分 布 ,上 
面 论证 就 有 效 ， 

59. qa， 当 a>m 时 ,8 的 各 一 0) 置 信 区 间 存 在 的 证 明 与 上 题 相 
伺 , 只 有 一 个 细节 上 的 不 同 , 设 参 数值 为 (9,o). 当 久 =0 时 有 六 二 
乡 ,而 区 间 [ 生 一 <| 芒 | ,和 十 cl 各 门 在 和 一 9 时, 必 包含 点 如 因此 , 即 
使 6 为 下 的 跳 获 点 也 不 足 谍 ,这 是 在 计算 wm 时 把 a 一 0 排除 在 外 
的 原因 ， 其 次 是 注意 到 ; 任 给 Sm>0 必 存 在 se>0, 使 当 区 闻 了 之 长 
不 超过 时 ,有 (ti 一 {0}))<aot&. 

现 设 a<ao. 设 [L4Cz) BCz) 为 8 的 一 区 闻 佑 计 , 取 定 mm 记忆 
二 max(|A(lzo)1l,|1BCro)|)， 找 4 关 0 合 Fifa)) 二 mw. 取 包 ,使 

min(ro OO— a 0 max(rob) Ya To., 
照 这 个 取 法 ; 必 存 在 oo>0, 使 goa TO, Oro 有 

Pos CH €E [ACO BCT)D) SE 1 ~ Po. (KX = zo) 
一 1 一 PCX 一 ao) 一 1 一 Be 一 1 一 oo， 

敬 e 置 信和 系数 达 不 到 1 一 a. 

达到 1 一 & 的 一 个 岗子 是 :对 某 个 司 F(ta}) 二 a 的 a, 在 a 的 
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某 邻 域 内 除 4 外 ,无 已 的 支撑 点 , 旦 下 的 支撑 集 有 界 . 达 不 到 
1 一 ww 的 一 个 例子 是 :六 在 集 {as} 外 有 椒 处 大 村 0 的 密度 f(x)dr 
论证 与 前 述 相似 . 

下 仍 以 fa 沁 王 的 跳 是 点 集 ， 记 mm 一 maxtFffarh :EE 社 1)， 
则 当 1 一 a 之 ]--om 时 ,的 (1 一 国 置 信 区 间 存 在 , 当 1 一 co>1 一 mm 
时 不 存在 .1 一 a 一 1 一 % 时 ,两 种 可 能 性 都 存在 . 

先 设 1 一 ac 1 一 a， 我 e 守 0 充分 小 ,使 当 区 间 工 之 长 1 了 | 志和 
时 ,FCD<e. 由 的 定居 碟 em 知 这 种 < 存在 ， 现 取 区 人 间 估 计 
[0,1 区 |/ej], 存 

Paslo SE |X|/) = Pale SE IX + 0/0|) 

二 1 Fil— d/o — es, d/o + eI >1— a, 
如 所 和 欲 证 . 苦 w<m , 取 a ,使 天 (ta 一 oo 记 B800)=c, 找 o>e 并 
取 负 使 aoa 十 如 二 9, 则 

Po (ou E [AC(X), BOX)D 

= Patoo E [LACoX + 0}, BoR t+ 1) 
El 一 局 (有 一 @ 二 1 一 有 所] 一 和 
因而 = 的 (1 一 所 置信 区 间 不 存在 , 与 8 的 情况 不 同 之 钼 是 :a 的 定义 
中 不 排除 0 如 0 是 开 的 踏 茎 点 , 则 它 与 其 余 跳 既 点 有 同等 作用 )， 
0 一 ao) 芯 信 区 间 存 在 与 不 存在 的 例子 也 与 4 的 情况 相似 ， 
ct. 找 s0 使 集 瑟 一 (zz)e 的 到 测度 大 于 0. 找 瑟 的 全 


密 点 9， 我 sj >0 充分 小 ,便当 jals2a 时 [faz < (1 — oy/2. 
找 ! 0 充分 大 ,使 | wr dr 过 《一 /2, 1 一 a 为 给 定 的 置信 水 


|x 
平 ; 找 & 放 0 充分 小 ,使 
[{z:T EEE, — AA/ (6) 
现 取 wm, 使 0<<oso<es 且 aog<es、 则 
Pa (50 € LACKY, BCX)D SE Peo C00 > ACK)) 


一 Pontloo 这 AtooXX 二 起) 么 Po 送信 
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+Pol|X| EON+ EE). 
因为 oof<s,, 按 (16) 式 有 
{yy E Ey — HR) /20 < &, 

因此 

{x:lz| ED or EE CIrrT ECG,IG| ?a. 
因此 
Pa to E [LACXYI BCXID) SE Po |X| ED) + PX EO). 
按 a& 和 i 的 取 法 , 右 端 两 项 各 小 于 (1 一 2)/2, 于 是 [A(X),BCX)] 
的 置信 水 平 小 于 1 一 a. 这 证 明了 ;so 的 任何 区 闻 估 计 不 能 有 大 于 0 
的 置信 系数 ， 

注 4CX)>0 的 条 件 可 以 减弱 为 | {zx :ACz)>>0)| 半 0. 又 对 一 
般 分 布 F( 不 必 对 工 测 度 有 密度 ) ,条 件 为 FOr ACz)>0}) 守 0; 凡 
满足 这 条 件 的 ,e 的 置信 区 问 [4 Cx) ,BCx)], 具 能 有 置信 系数 0. 

60， 前 一 其 言 显然 , 因 若 9 有 一 致 相合 点 估计 和 二 总 (XI,…， 
和 , 则 supePe( | 名 一 8| 汪 ey 一 0 对 任何 se>>0. 于 是 可 找 出 一 串 e 4 
0, 使 supsPof1p 一 8| >>s) 一 0, 因 而 骨 信 区 间 [& 一 s ,名 十 sj] 的 置信 
系数 趋 于 1 ,而 长 2s.->0. 后 一 断言 也 平凡 :车 [4 (XXX ，B。 
(和 1 下] 是 9 之 一 相合 区 间 估 计 , 则 易 验 证 :4., 有 ,或 其 间 的 任 
一 点 ,例如 (4. 十 B)72 ,都 是 2 的 相合 点 估计 . 

5b. 第 一 断言 的 反 便 是 及 ，,… 和 ii 这 ,一 No ,估计 只 区 
间 佑 计 素 , 土 t_1 Co/2)ss/Yn 是 相合 区 间 俏 计 ; 此 处 S$. = 


1 中 _ 1 
CC — 双 ] ,而 w 选择 之 便 wy0, 但 二 Cey23/ 


天 一 工 
Ya 一 0. 8 的 一 致 相合 点 估计 不 存在 . 因 若 不 然 , 则 在 ”充分 大 
时 ,会 存在 2 的 固定 长 而 置信 系数 >0 的 区 间 估 计 , 而 与 第 46 题 巴 
天. 

第 二 断言 的 友 例 略 难 构思 一 点 ， 设 天 天。iid ,~ 一 Poe、。Ps 定 


又 为 :Po ~ 1 9 
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的 -一 个 相合 点 估计 条 吉 下 : 记 甩 ,5S, 如 前 , 若 S 1 一 3, 令 记 = 
及 ; 否则 令 

bp | 一 (KR, -1) 1,] < 下 ,< 2， 

" 0 ”， 其 他 . 
六 的 相合 性 请 读者 验证 ， 现 设 [A, (区 飞 。) (Xe 为 
#8 的 区 间 估 计 , 其 置信 系数 1 一 a.->1. 记 

Se 一 Tri 
以 Jw 记 在 Pe 下 (ZL…; 叉 小 的 密度 ; 则 fo 一 所 当 姑 > 一 2, 破 当 一 
8 充分 太 时 ,有 (Scheffe 定理 ) | [fa fuldz < 过 a,/2 因而 |P， 
(C50) 一 PelSw) | 之 wy/2. 设 这 分 大 铬 名 之 1/41 则 PyC5Sw) 守 1 一 
1/4 二 3/4( 对 上 述 一 86 充分 大 的 办 ,因而 有 P11(5w)>>3/4 一 178==5/ 
8， 由 于 忆 (09 ) 蒂 374, 故 

了 PS Sn) 5/8 二 3/A— 1 = 3/8, 
而 对 Sw 人 门 S5 内 的 Crs 5 [A Cri 2 有 (Cryzj 同 时 
涵盖 2 和 1 两 点 ,而 ge<<0, 故 
Pi(B, — A, > 1) 之 378， 
这 证 明 “B, 一 A 一 0 in pr. P,* 不 真 ,因而 8 的 相合 区 间 售 计 不 存 
在 . 

61， 考 虑 集合 {9 所 抽 ,oS&56} 的 信任 概率 ,为 此 要 找 出 与 此 集合 
相应 的 、(7. 33) 式 中 的 4. 因 &= Yn ( 台 一 全 jc,9 一 se 由 8 三 外 
有 有 Ya /oo= vn: 故 

A= {ED Vn /s/o). 
利用 ,7 独立 ,有 


Pag ld bo 0) 一 | repdsar 
站 |: a| Vn (XC— 09 cptexp| 一 = lz]dy， 
so 3 


在 积分 号 下 对 4 求 导 , 然 后 对 这 积分 求 对 m 的 导数 , 即 得 信任 密度 
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在 (名 ,00) 点 之 值 ,结果 与 (7. 34) 一 致 

#2, 10 AT maxX 'M,—maxY,,ét—M./0, 7M/ 则 5 ,7 
儿 立 ,分 别 有 密 度 me" 700<&<1) 和 nr 17(0<<F 过 1). 现 有 

OC— 0 = M,/y— M./é, 

MyM 视 为 常数 ，M-/E 和 My/ 分 别 有 和 密度 Mw TCM 和 
Mo “Ttv>M,}. 由 此 即 不 难 求 出 吕 一 色 的 信任 分 布 ,以 决定 名 一 
9 的 信任 区 间 ， 

注 用 第 5 章 1s.20 题 的 方法 ,把 该 两 题 推广 到 检验 六 一 总 委 
C4+ 估 一 由 >C 站 一 站 六 2 二 让 一 页 < 二 4 以 及 亢 一 疝 一 Ce 及 一 页 天 2 的 
情形 ,可 证 前 两 个 问题 有 相似 UMP 检验 ,后 一 问题 有 相似 UMPU 
检验 但 无 相似 UMP 检验 ， 由 此 可 作出 在 Neyman 意义 下 ,名 一 所 
的 UMA 置信 和 界 , 及 UMAU 置信 区 间 , 其 计算 比 用 信任 推断 法 刻 
简单 些 . 


第 八 章 


1. 一 般 , 设 方程 4z 一 5 有 解 , 记 zo 一 455, 则 Az 二 5 的 通 解 为 
Xo 十 (1 一 4*A)Z,2Z 任意 . 有 
| xz 十 (他 一 4 全 21 
= zo | OA- AYZI?I+22 0 一 4+ AY'z, 
因 4+4 对 称 , 有 (一 4+47 一 7 一 4+4 而 加 一 4+8 帮 2Z50T 一 
A A)' ro=22' (A1 —AtAAT 0 一 22Z047 一 4 一 0 因而 |z 十 
(1 一 47 4)Z | * 实 xo 1 ,如 所 向 证 ， 


2.4. 当 cB 可 人 时 ,有 B=cB 填 Dbeis (bb,)! 二 cS- 
1 


X' .因为 med| S16e,) 一 0, 知 co 中 位 无 偏 ,b. arY 中 位 无 偏 充 要 


条 件 为 a' 久 一 c' , 故 问 题 转化 为 
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minE | > ie; 
上 


此 问题 必 有 解 ,因为 lim Fj 2jae| 一 =， 事实 上 , 记 上 二 


;约束 a'Ro=e! 


min (EE| ae| :al 一直 , 显 见 和 之 0, 故 E| Dac | 之 人 ah 


一 避 , 当 al 一 oo, 又 下 | > ae | 为 < 的 连续 函数 , 故 得 证 ， 此 解 
当 e 为 正 态 时 就 是 LSE, 但 当 e 为 均匀 分 布 R( 一 csay 时 则 不 是 ,这 
从 当 @ ~ RC 540) 时 ,F| > ae| 不 是 证 a || 的 函数 看 出 (例如 ， 


沪 " 庆 "和 Q,0,,0) 这 两 个 a 给 出 不 同 的 值 ). c. 
由 二 显然 . 例如 ,把 ;的 公共 分 布 限 制 在 分 布 族 { 玉 : 玉 有 均值 0, 为 
正 态 或 均匀 }. 

3，1? 一 2 显然 若 2" 成 立 , 则 品 8 显然 只 通过 XP 依赖 8, 妈 由 
ECY) 礁 一 雇 定 (在 e 的 分 布 定 下 的 前 提 下 ) , 故 2 一 3" ,由 3 知 cE 
PC 即 c 一 Xia 故 CarXS XY, 与 S$ 选择 无 美 ( 因 XS XX 
为 向 x(X) 的 投影 阵 ) , 故 3"=>4° 最 后 ,的 通 解 为 wy 十 (1 一 SS) 
Z ,车 cp 与 请 的 选择 无 关 , 必 有 f7 一 3S 35) 一 0, 即 < 一 c3 3 一 
(e'sS XDRa ZX 如 ecGEAR) 而 ay 为 c8 的 无 偏 估计 , 故 4 一 
1°, 


4. 1 二 2" 显然 ， 车 2* 成 立 , 则 在 H8 一 0 时 8 只 与 XP 有 关 ， 
加 而 | | 8 二 0=>c'P= 二 0, 由 此 知 存在 a;8 使 c' 二 a 外 十 六 碳 , 故 2 一 


3?. 现 设 c 二 gi 苹 十 六 ; 则 cB=a'XB 十 BHB, 故 当 B8==0 时 op 
= 一 ea XpB, 即 cp 只 依赖 和 8 一 EC7) , 故 3 过 4 为 证 4°=>5°, 先 注意 
4"->3?" ,理由 与 2 全 3?" 同 , 故 由 全 知 ca 二 BH, 而 cB=a' XB 
HB=a' XB, 但 XB 是 Y 在 空间 (XP: 理 8 二 0) 内 的 投影 ,与 8 的 取 
法 无 关 , 故 cB 一 a XX 有 也 与 的 取 法 无 关 , 这 证 明了 4" 二 5°"， 为 证 
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5"-~>1*, 写 出 (8. 42) 的 通 解 
四 -一人 -2 (| 
若 cB 与 8 取 法 无 关 , 则 有 
让 | [7 下-。 


Ca 0 Hy 

Ss—H! 
De yo 一 (2H ;5),; 由 上 式 得 c= 二 &S 十 WH 二 a' XX 十 PH， 
其 中 a 一 2 ,由 此 知 ECce' 站 = 二 ec 当 HB 一 0, 即 5" 一 1”， 

s.， 考虑 只 有 常数 项 的 线性 模型 也 一 Be ,1s 委 im 若 e 一 民 
(一 oa), 8 的 LSE, 即 了 , 非 MVUE. 若 e 分 布 族 为 一 切 均 值 为 0， 
方差 非 0 有 限 的 分 布 族 , 则 LSE 为 MYUE. 这 两 个 例子 对 一 般 模 
型 (8.5) 仍 有 效 ,但 证 明 要 复杂 些 . 

BCIIBC TO ， 、 

5 四 四 ;| 一 | 。 7| ,得 三 个 等 式 , 解 之 妈 得 为 证 后 
一 结果 ,直接 验证 (A 十 a'a}CA™!' 一 A laa 4 二 ad ic) 一 了 


me 
7. a. 例 如 , 算 记 的 方差, 记 5 一 | 网 ,mn; 按 上 题 ,S51 的 


(1; 元 为 Gn 一 CD C7 因 天 所 moCDTIC 之 0 知 它 所 和 , 故 
得 证 . 8. 由 a 知 , 欲 Var() 一 /ny 必须 C=04m 一 n,m 一 n 表示 
下 第 1 列 各 元 只 能 为 十 1 是 与 其 他 各 列 正 交 ,因此 ,和 欲 Var (8B.) 一 
jilsis 和 oa) 必须 只 须 世 各 元 为 士 1] 且 各 列 正 交 ,这 种 方 阵 称 为 
Hadamard 方 阵 ， 对 一 8 二 22, 先 按 ( 士 1 , 士 1; 土 1) 排 出 三 列 4,B，、 
C, 外 加 一 列 全 为 1 ,如 图 27. 再 算 4B( 把 4.8 两 列 同位 元 相 乘 )， 
AC、,BC、,ABC 各 列 , 共 得 8 列 , 显 然 是 Hadamard 方 阵 ， 对 一 般 = 一 
2", 先 按 ( 土 1, 二 1,"…, 土 1) 


4 B © AB AC BC ABC 
1 1 1 1 1 1 I 1 
1 1 1 —1 1 一 1 一 1 一 上 

1 一 1 1 一 1 1 一 1 一 1 


702 


1 1 1 i 1 1 i 1 
1 一 1 1 1 一 一 1 1 一 ] 
1 一 1 1 一 1 一 1 1 1 1 
1 一 上 一 1 1 1 一 1 一 1 1 
1 一 1 一 上 —1 ] 1 1 一 
图 27 
列 出 A A 各 列 , 加 上 全 为 1 的 1 列 , 再 算 4 各 列 (1 


11) , 统 共 得 1 十 3” 一 2 二 列 . ec. 平 
几 . dd. 设 nn 一 2m,m 为 奇数 . 拿 前 三 列 来 看 ,调动 次 序 , 不 妨 设 前 两 
列 同位 元 构成 的 对 子 依次 是 (1D,… ,1,1),( 一 ] ,一 1),-…* (一 
1;C— DC ml) O11 11,1). 把 (1 ,1)， 
(一 1, 一 1) 两 种 对 子 称 " 前 半 有 段 ”, 其 余 称 “后 半 段 ”, 由 1、2 列 正 交 ， 
知 前 、 后 段 各 有 7 了 个 对 子 , 现 记 前 3 列 各 元 为 il sin rT li , 
记 

2) 亲民 105a 一 @y 了 ts 一 五 ， 人 一 一 了 已. 
则 由 各 列 正 交 , 知 a 十 6 二 90,4 一 6 一 0,; 故 5 一 0. 但 rzs 一 士 1 而 后 
半 段 个 数 mx 为 奇数 ,这 不 可 能 . 

注 此 处 证 明了 更 强 的 结果 :者 不 为 4 的 倍数, 不 要 说 4 阶 
Hadamard 和 阵 ,即使 3 列 也 作 不 成 . 

8. 5 为 偶数 时 显然 . = 为 奇数 时 分 几 步 进行 :(D 证 明 至 多 只 能 
有 一 个 zj; 在 (ta; 拉 内 (着 x ,Xs 都 在 (as) 内 , 且 之 xs 找 40 充 
分 小 ,以 zi 一 4 代 zima+4 代 za 可 使 2 (Cz; 一 3)* 增 加 )，@ 若 
只 有 辐 在 (ea 六 内 , 设 志 zs 中 ,等 于 < 的 个 数 分 别 为 二 和 
nz; 证 明 ; 若 吉 扩 rn2; 改 训 为 4a 车 和 i>zz: 则 疏 工 为 5, 可 使 > (x 
一 丈 )2 增加 - 全 故 可 设 z=a 或 6 对 一 切 i， 直接 计算 ,只 在 等 于 a 
的 个 数 为 (n 士 1)/2 时 ，>， (zx; 一 》? 达到 最 大 . 

9. ga. HBA=HS-X'Y, 有 COV (HA) HS X'XS  H'e, 针 
HB 可 估 , 有 下 一 AX, 故 COV (HP) 一 AXS-X'XS-H'o:. 利用 
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XS XK 有 COV HA HS ba 和 Moep=0> Var 
Ce 一 0=>e Se 二 0,; 峡 cB 可 悄 , 有 一 a'XX, 帮 a'RS  X'a=0. 
且 基 SX' 为 pCX) 的 投影 阵 , 上 式 表明 4] yx(X) 因 而 0 一 a XX 一 0， 
与 < 径 0 矛盾 ,ec 若 存 在 必 使 cH 二 0; 则 按 58, 必 有 cd 正二 0, 再 出 
17 各 行 线 性 无 关 , 得 < 一 0. 

10， 和 化 归 模 型 (8. 16) 后 ,ce'8 是 否 可 信和 ;就 取决 于 (ec ,0)' 是否 属 
于 gx( 玉 ,其 中 


这 只 与 (x 一 区 :+ 一 区 有关 . 
11. 2. 以 dim( 有 A) 记 线性 空间 4 的 维 数 .有 
dim{ XB8.HB — 0) 一 dim [7 8.HB =— "| 
pi 
不 妨 设 豆 各 行 线 性 无 关 . 取 如 ,使 | 为 满 秩 方 阵 . 令 忆 一 


HI-! 
(a) ee = 0)= (Ii) ?ere = 


(7 ac : op 一 |- 的 区 2 


因此 dim|| rz] 8:H8=0)=rkCxs). 又 


其 1 六 玉 ， 芭 ， 
ax) = |?) = 0 |= 上 ceo rks) 


结合 以 上 诸 式 即 得 证 . 六 为 要 求 约束 五 8=0 不 过 紧 ; 应 有 dim 
{RB:HB=0} 一 rk(XX)}, 由 ;有 1 芒 


x 
| 二 zk( 玉 } 十 rk CH)， 为 约 
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1 人 1 _. 芝 1 
束 718=0 不 过 松 ,| 8 一 | “| 至 多 内 能 有 一 解 ,. 故 应 有 水 | | = 


pCX 的 列 数 ) ,因此 条 件 为 


XX! 
户 二 TK py| — k(xX)y 十 IE 五) 


写成 空间 的 形式 ,为 AKCXCIRACTT ) 二 RR,. 

12. ECP'AP) = Za,E CPB) 一 2 ai(BiBit oCov CB, B)) 一 
BA48 上 atr(S 4) 故 只 在 tr(S LUD 一 0 时 , 放 4B 才 是 PP 4p 的 
无 偏 估计 .车 此 条 件 不 满足 ,修正 为 4p 一 trCS 'A) 即 可 . 

13. cP 的 无 和 偏 佑 计 可 表 为 a oY 十 a 了 ,其 中 aoY 一 cB 而 a'Y 
为 六 的 无 偏 估计 ,其 充 要 条 件 为 xsE pl (CX)，p1( 玉 ) 的 维 数 为 一 
rf 二 rkCX)， 在 Ap 人 中 找 m 一 > 个 组 性 无 关 的 向 旦 as… a,， 
往 证 :* 一 r 十 1 个 估计 

goY sao ct a YY ,me ,Cas 十 如 

线性 无 关 , 且 “8 的 任 … 无 偏 佑 计 必 为 它们 的 线性 组 合 ， 后 者 显然 . 


为 证 前 者 , 设 coao 十 Sea, 十 &) 一 《en 十 … 十 上 06o 十 Seca, 
一 0, 若 6 = co 十 + 十 c 天 0 则 有 an 和 一 > ai 而 ao 了 一 一 
2 全 o7， 右边 的 期 望 为 0, 而 左边 期 望 为 cp, 故 8 二 0, 因而 < 


-0, 与 假定 矛盾 , 故 6 一 0, 因而 ca = 0. 由 wa 线性 天 


关 知 局 一 光一 co 一 0 再 由 一 0 知 训 一 0. 这 证 明了 线性 无 关 
性 . 因此 ,一 共 最 多 有 一 7 十 1 个 线性 无 关 的 线性 无 偏 估计 ， 

14. E(B = ECX RD) TX YT) = CXR) KR) Ko 
(Ko KIB= (1 AYB= B+ ABss A= CX Kn) XX, 
欲 Bo 为 无 偏 , 充 要 条 件 为 Xn, 苹 (wBew 一 0， 这 在 以 下 两 种 情况 下 
出 现 ,QD Ben =0. 这 表明 模型 Y=X Bte 本 来 就 正确 . (2h Xa 
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Xo 一 0. 从 设计 的 观点 看 ,这 表明 PB,、Biw 这 两 部 分 效应 有 可 吉 
性 ,一 者 的 佑 计 不 爱 另 者 有 无 的 干扰 ， 
15. ea, 因 4 >0,4i 存 在 ， 易 见 


i 0 A Als 1 AniAs 内 上 | 
AAA 了 A 42 0 1 0 B 


由 此 得 出 
A | 7! | 一 和 | 0 | | 了 | 
同 A 0 了 0 Bl AAi 了 
把 厂 边 矩阵 乘 出 即 得 所 要 结果 . 2. 由 ea, 有 
网 ed 了 
二 人 一 
bo KR KK 


1 《和 有 0) CR KT IK NB NK NR KR) 1 * 
新 关 


cov| 


其 中 B=X' Xs — KR ay Ro CK N00) RK' Kn. 因此 
COV (CB) = oR KR) + oAB-!'A 
= COV 十 oz4B-14: 
4 见 14 题 , 由 于 48-14' 六 0, 知 COV(pa COV(A) ,等 导 当 
且 仅 当 4 一 0, 或 等 价 地 ,三 一 0, 与 14 题 所 得 一 样 . 这 说 明 当 
两 部 分 的 设计 正 交 时 ,一 部 分 的 去 贸 不 影响 另 一 部 分 的 估计 及 其 精 
度 ， 

注 ”用 模型 X86 代替 了 XB8, 等 于 舍弃 一 部 分 自 变量 .上 题 及 
本 题 撞 述 了 在 舍弃 一 部 分 自 变量 时 ,对 估计 剩 下 的 自 变 量 的 回归 系 
数 的 两 种 相互 矛盾 的 影响 :合计 有 了 偏差 (不 好 的 一 面 ), 但 估计 的 
协 方差 阵 缩小 了 (好 的 一 面 )， 综 合 起 来 ,估计 的 均 方 误差 可 能 上 
升 ,也 可 能 下 降 . 若是 后 者 , 则 说 明 精 简 一 些 次 要 的 自 变量 , 确 能 带 
米 收益 说明 在 建立 线性 回归 模型 时 ,不 一 定 自 变量 收 进来 得 人 印 多 
您 好 . 

16. 4q. 若 nn 半 r; 则 EI. 一 |? oY a>0mn oo 因 


zt 十 1 
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此 总 均 方 收 伍 , 故 必 以 概率 收敛 (到 钙 , 不 能 为 0, 事 实 上 ,任意 固 


NN, 记 轴 = yae, 则 由 Fatou 引 理 :FE >)aej 一 Elim 腾 ] 去 
N+1 N+1 I 
EE ~™ 多 
limE(R) 一 wDa?. 车 = 二 0; 则 Djaie, 一 一 aei 才 
wi N+1 1 


“De 一 下 | >a) = El Pea) See 
因 De 二 ,上 式 令 N 一 将 得 Da 世 0, 与 41,424" 不 全 为 
0 矛盾 . 5 有 忆 = Siae 十 有 若 S.45 到 co 而 及 相合 , 则 将 
有 >a 一 0, 与 a 矛盾 . 


17. a. 由 S12 一 c 之 oo, 知 对 固定 的 i 一 1 2 序列 人 ;2 
六 说 有 界 . 用 对 角 线 方法 ,可 抽出 = 的 子 列 tn} ,使 Lim 二 存在 


有 限 . 不 妨 设 {rn} 就 是 {n .加 见 了 有一 < 此 因 一 方面 对 固定 的 
并 ， 有 及 之 中 成 当 n 之 全 令 w 一 oo 得 2) 生 六 tm DN ， 

男 一 方面, 按 候 定 了 后 >> > ,全 w 一 co 有 用 六 ns 
六 和 ,对 任何 令 4c 得 忆 导 < 二 者 结合 ,得 天 一 因 
0 之 c 之 oo0, 按 上 题 ,有 二 Dae 不 ss 为 0 往 证 & 三 De 
一 和 in pr 国定 入 , 往 证 sup { 沁 抱 坟 之 入 十 1 一 如 0 当 NN 


cc. 事实 上 , > 后 一 > 1h 一 让)h3, 当 入 很 大 因而 n 很 大 时 ,右边 
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Sm n EE 
El — él: =E( DG — he Ds — het Due)’ 
1 由 二 1 il 


= Ds + Dh) 


1 NHIl 十 1 


三 oA 十 有; 十 A;) 


当 no0 时, Al 一 0， Ai— 0, 又 A 2 Dt) 


点 十 1 和 上 


[各 十 >) 好) , 取 N 充分 大 可 使 此 项 任意 小 ,这 证 明了 a 


Bb， 易 见 若 记 ain= (x To 1p MA any， 
Com Br 为 am 向 -和 的 接 影 , 则 (5 天。 了 一 am 一 和 ,这 由 LSE 


的 残 差 公式 看 出 ， 由 此 可 知 , 若 xz 二, 则 > 及 一 上 aw 一 gi 上 ?而 
看 是 丰 
Daw 一 二 | 其 中 .A0i, 因此 DR 才 Wp. 
( 33 嫩 ] “= sz! 的 (1,1) 元 由 第 6 题 4 得 出 . 事实 EL, yj 一 


n 


2 太一 天 Ti 天 ,而 据 第 6 题 ea, 右边 的 倒数 正 是 S-: 的 (1,1) 


浊 - 


c. 有 忆 一 有 +STD2rze 记 aa 一 >) 码 , 用 第 6 题 a, 有 
] 上 
ta 一 KH 天) 一 如] 下/ 再。 — a KK',)-! 


其 ¥ 


本 Sue 
到 >》 ) riei 尘 ， 。 于 是 
: D> Te 


S71 一 
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| | i K'.(H. — a kK',) 了 
有 一 启 十 2 | a KEKk, a i 2 


KH. — a KK’,) /a 
一 《1 — aT'kK’, ,HRIOKR', (再 ,一 人 改天》 Va 一 下 下 
= Ki — a HIKEK CH, CT — a MR RK’.)) 
/a — KH IK,) 
= K's/ (a 一 下 "万 天) 
故 由 hw 的 定义 及 台 得 
一 六 二 > (zl — K'sH; Te a — K' HIK.) 


= Shue, 1 Dp. 
d. 由 Bc 立即 推出 ，e. 找 向 量 c,,… ,cj ,使 方 阵 


cp 

为 满 秩 . 令 请 = D8, 把 模型 了 一 XB 十 e 转换 为 Y 一 十 e 一 
(XD 17) 十 e， 对 此 模型 ,ce'8 为 三 的 第 一 分 量 , 而 其 矩阵 富 信 一 
CD70D)'S,D7 ,而 ( 生 ' 训 ) 1! 的 (1;1) 元 为 DS 的 (1,1) 元 ; 即 c 
Ss 1c、 故 由 d 立即 得 出 所 要 的 结论 . 

注 ” 以 上 证 明 假 定 了 S$,' 存在 . 稍 加 修改 ,可 去 掉 这 条 件 , 只 
要 c'8 可知 即 可 Ce Sie 故 为 c'Sic)， 

二 ,例如 ,也 一 18 十 ez 一 1,25ei 独立 ,分 布 为 

PIG 一 0 一 1 一 全 
Ple= Vi)}= Ple<m— Vi)~1/2i]1. 


有 Fe 一 0,Var(e) 一 1, 与 i 无关. 因 5, 一 1i-: 不 趋 于 co, 知 有 的 
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LSE 不 为 相合 , 现 考 虚 估 计 wnY,， 有 
nY, = n(n Pte} = P+ ne, 
而 Pines=0)=P(le=0)=1—n =1, 和 NnY,P in pr.. 
19， 有 二 了 一. 记 一 0 十 ,LB 一 记 )， 政 为 要 避 相合 ,只 须 运 
(一 让 一 0 in pz. 就行， 因 ECB 一 PB 一 0, 只 须 证 


Var (zf. — B)) 一 于 下 > Ce — a) 0 


由 记 相合 知 > (z, 一 去)* -> co, 由 此 易 推出 上 式 . 

注 此 结果 对 8 为 p 六 1 维 时 也 成 立 , 关 键 在 于 证 明 以 下 的 矩阵 
结果 ; 记 1', 一 Dx, 一 Zai 一 志 ) 则 当 了 7 一 0 时 ,有 
ETE 0 

20. 重 如 , 设 了 一 zi8 十 ei,P 为 一 维和 一 17V 全 一 1，2，… 
设 ei,es，*…iid. ,其 公共 分 布 有 密度 f(z) 一 const. 1 lz| > 
DD), 则 Ee 二 0,Elel*<<co 对 任何 >0, 但 Ele|:=o0,8 的 LSE 


为 所 = 二 B+S.1D ze 有 Plle| > Sr) Pel > vilogn) 
1 

主 const. logi/ Glogin)， 攻 Sp le| > Sf) BB const. log In 

， > logi/i 一 某 常数 a > 0. 故 按 所 引 结果 , S7! > 1zei 不依 概率 收 


敏 于 0, 而 启 不 为 弱 相 合 . 但 S, 一 31-!1 oo 当 n 一 oo. 


注 进一步 研究 表明 ,在 e iid 但 只 有 fl 所 r<<2) 阶 矩 时 ,要 求 
sS 0 有 一 徙 速度 可 保证 馈 弱 相 合 ,例如 ,要 求 5;: 1 一 0 
Cn 2， 但 这 不 是 必要 条 件 ， 充 要 条 件 不 只 与 5, 在 关 , 其 详 可 
参看 作者 的 文章 心中 国 科 学 》4 辑 ,1995 年 ,349 一 358). 
21. a. 是 概率 论 中 周知 结果 ,5.c 平 几 ( 用 Schwartz 不 等 式 , 有 
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5 | 2 于?r3S er, 故 maxb< | a ?dd *0). 

22. 把 叉 写 为 (Xi : 买 m) ,区 wy 有 上 一 1 列 . 则 
KR K's 8B 
XX KX "|= Le pl 

xy 
XY EA 
先 假定 并 满 秩 , 则 5S” 存在 有 


B: CA 
ee 


s—xx= | 


C0 DD,| |é, 
BIC [op 
CCD) CD 


RSS; = Y'Y — ,8B-1é, 
有 RSSi 一 RSS==#'1(B1 一 BT D8 十 2 .Ci& 十 人 :D6， 另 一 方面 ， 
有 a 三 (By 遍 ) = 二 0 十 D6， 因为 由 第 6 题 & 有 8=(B, 一 
C.D,C',) 1, 有 . 
a'Dria = CDIC 十 2 CDT'Dé, + FDD'D,éE, 
= EB, — BOé + 2 C6 十 名 Diles 一 RSSa 一 RSS 
一 非 列 满 秩 的 情 帝 ,用 四 块 广义 道 ,通过 类 似 但 更 麻烦 的 论证 ， 
也 可 证 明 同 一 结果 . 另 一 种 不 涉及 繁复 计算 的 方法 ,是 巧妙 地 利用 
极限 过 渡 , 
设 C8, 其 中 C' 一 {ter 二 ca) ;在 模型 了 一 区 8 十 e 下 可 佑 , 则 在 
在 矩阵 4 ,使 C= 一 4 和 找 一 中 矩阵 五 .一 0 ,满足 条 件 :和 十 五 。 列 满 
秩 ,AH, 一 0, 这 种 矩阵 的 存在 显然 , 记 久 ,二 久 十 Hn; 则 C= AX。， 
在 模型 了 一 XX.B 十 e 之 下 ;C8 的 LSE 为 
Cp, = 4X S27 RY , S. = XK' ,XN.. 
左 035 和。 是 向 CCK) 的 投影 阵 , 芝 55 XnY 为 了 向 p(X。) 的 投 
影 。 因 为 及。 一 了 苹 , 有 CK 一 plRR) ,邦人 RSIR'nY 了 YS X'Y 
而 CP AXS- XY 一 CS- 了 了 一 CAB, 基 模 型 Y 了 一 名 Bp 十 e 之 下 CB 
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的 LSE. 故 COVICB JJ 一 COVCCPBI， 显然 ,在 异型 了 一 XB8Te 和 
一 Xe 之 下 的 RSS,RSS RSS RSS ,请 足 RSS。 RSS， 
RSS。n 一 RSSwn{ 这 由 碱 差 平方 和 条 由 Y 对 有 关 空 间 的 投影 所 决定 
这 一 点 看 出 }， 由 已 证 的 部 分 ,有 RSS,p 一 RSS, 二 (CACCOV 
(CBA CR) 念 m9, 知 此 式 去 掉 zm 后 仍 成 立 ， 于 是 完成 
了 证 明 . 

上 上述 牙 理 行 文 上 看 去 像 是 哪 嗪 ,但 在 概念 上 ,只 不 过 脑子 里 - - 
内 念 . 证 明 最 后 用 到 了 在 关 列 满 秩 情况 下 ,对 一 般 线性 候 设 C8 二 0 
的 公式 


RSS.. 一 RSS = CACOV CP /ot) -1 CA) 
可 以 通过 适当 变换 ,化 归 C8 二 CB ,…,8,)' 的 情形 , 见 17 题 e 的 解 . 
23， 计 算 Var(& 十 x 让，(8. 59) 左 边 ( 乘 上 呈 ) 是 一 种 结果 ， 另 
一 种 算法 是 ,4 十 xz 有 = 了 -zz 一 二 7 有, 因 COV(Z ,站 一 0, 有 Var 
十 (和 一 了 1 有 一 War(7) 十 人 一 ZICOWCB Or 一 了 一 oa 十 (一 
nn | 加 


xs zx) 用 抵 阵 算法 , 则 注意 3 一 


1,, 用 第 6 题 a 算出 S 再 化 简 即 可 . 

24， 取 c= 二 Xa;y 则 cB 可 导 . 其 LSE 为 cB 二 a XS 和 TY， 
SX'ia 为 a 在 -W(X}) 的 投影 , 国 a 全 (XH), 玻 了 SKC'a 一 a, 因 
此 cB 二 (CXS-X'a) 了 二 a'Y, 明 所 窜 证 . 


25. ey 可 。 Fy pad stl'S YT 找 >0; 合 xz1 十 ca 一 


2e > Vd PFCosCG 十 SC 十 P))2， 只 要 三, 线性 无 
关 , 这 种 = 总 存在 (?)， 则 当 声 属于 集 
{fastB al Ee Eicd lta — BE 
fe — ec],i=1,2}=4 
时 ,有 122ELB 士 co liEd ;但 并 非 对 一 切 1 (by 14y) 都 有 
BELBFc 事实 上 :一 下 十 二 这 就 不 成 立 . 因此 PU7CB 一 站)| 
了 1 3 


(1 人 所 dd) 之 1 一 十 P(BE 4) ,而 后 一 项 大 于 0. 

26， 记 各 一 上 (一 站 ACT 
则 易 见 7s 的 分 布 与 如 及 = 都 无 关 旦 其 分 布 有 密度 ,这 可 视 为 一 种 
多 维 # 分 布 . 因此 存在 cE 040,00), 使 PU$/s | 和 cy1 扫 ; 委 d) 一 1 一 


a。， 因 而 同时 区 间 佑 计 六 8 一 eV PS WA BB 二 ce AAS- 1 
sd ,具有 精确 的 联合 置信 系数 1 一 w. 

注 若 要 把 这 个 方法 付 诸 实施 ,比方 说 对 六 8= 记 1; 委 训 的 特 
例 ， 就 必须 对 max | 和 1 造 表 ,其 中 (6 5 一 NC0,A), (Bn， 
5.) 与 s 独 亚 ,Cn 一 户 )3 一 从 :A 为 一 户 阶 正定 阵 , 其 主 对 前 元 为 1. 
这 涉及 大 量 参 数 , 在 操作 上 难于 实行 . 

27. 记 A=CHS-H'D)~',€ 二 =H(B 一 科 /s, 则 & 有 密度 


一 名 | fisyds 


Blt) = Const » | stexp 
[nd 


这 里 /(s) 是 | 1 以 ,的 密度 函数 由 此 看 出 , 的 密度 g (4) 是 


所 一 六 
tAt 的 严 降 消 数 ， 这 样 ,如 果 在 Re 中 有 两 个 区 域 4 一 {t,t' Atzssce)} 及 
8, 使 | gdt = gdt, 则 必 有 |B) 之 141(]B1:B 的 体积 ), 等 号 当 且 
仅 当 4=8. 
28. 平凡 . 
29， 以 户 记 (了 ,… ,了 ,) 的 概率 测度 ， 在 R* 中 找 一 个 体积 为 1 
的 有 界 集 4, 以 工 记 其 上 的 Lebesgue 测度 . 记忆 "一 户 X 攻 , 它 是 RR 
XA 上 的 概率 测度 ， 对 任 给 e>0 可 找到 M,<co ,使 已 (D >1 一 
,其 中 
D.={(Y ro) €E Rxo €E A,|AC(Y, zo) | 
< |BOY Ao) | SM.) 
记 GOYD)= {zr A YT) ED.} ,用 Fubini 定理 ,由 P’* (CD) 
1 一 &; 易 见 昌 二 {Y :L(G(OY)) 宕 112) 满足 PCH) 守 1 一 2e, 记 人 MM 一 
M + sup lz'o| ye 一 六 因为 当 LCGG(O)0 时 ， 
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CC7) 中 必 包 含 无 穷 个 zxo ,对 YE 豆 有 
Pir, EE [ACY ,x0) ,BOY , Zo) | :To EE R*|Y) 
PlY,E [LATY ,xo) ;BY ,zo0) :Xo EE GUY)) 
Ee 0 

并 《CC 为 集 C 中 所 含 点 数 . 由 此 可 知 

PT E [A(Y x BO ro) :zo E RY) EPOY EE HY 2e 
因 s>0 可 取得 任意 小 , 知 上 式 左 边 为 0， 
30. 在 zx 点 处 的 预测 方差 为 sz zi 十 有 ,其 和 为 


{x 十 yzs-tzr]， 有 ziS-iz 一 DYtrCes i) 一 


StrCS iz) 一 tf Sazr] 一 tr(SS 1) 一 tr 一 关于 是 
得 证 ,对 带 常数 项 的 情况 ,zx; 点 椒 预 测 方 差 为 (1 十 rn 十 《xi 一 


S51 一 ,其 中 $, 一 2 《mi 一 5) 《x 一 z)'. 仿照 上 述 算法 ,得 其 
和 为 一 (a 十 1 十 十 )， 因 这 时 连 常数 项 有 p 十 1 个 参数 ,故此 结果 实质 
上 是 前 一 结果 的 特例 . 

31， 把 从 矩阵 匀 中 去 掉 x;' 那 一 行 所 得 矩阵 记 为 X6», 则 PB 一 
(Xo Xc) 1Xo' 了 ,有 Ka KO—0N KO— zz. 故 由 第 各 题 的 五 ,并 
记号 一 大 天 19 一 刁 o os， 有 

由 一 有 一 SA 一 下 
此 式 右 乘 x;, 并 注意 x zi 二 有 ha; 易 得 S71ix= 二 《一 hs}y571x;, 现 
记 了 oe 为 从 了 一 (了 ，… 7。) 中 删 去 六 所 得 的 向 量 , 有 
P=5-1X0'Yo 十 3- 了， 


SG ， :9-1 
=Bo Xo Yo +t Sy, 


= fo — Sr SKY + SrY.. 
记 A=Y,— x Bu, ;把 Bw, 移 到 左边 ,两 边 左 乘 如 ;有 
宇 一 全 一 一 Ri 十 heY: = ht 
?14 


由 此 得 和 一 和/ 一 AD) 如 所 欲 证 . 
32. 沿用 上 题记 号 ,有 
{nO 一 思 一 1)84, = 3 (CY; 一 zi Be )? 


一 1 天 
一 >) CeY, 一 工 /有 十 Crip xi Bn))’ 本 《2 一 EA 
j=} 
按 上 题 ， 有 zipP—zri pe 一 一 了 全 ri + aS ziY. 记 互 
=RR XK) IR' = hy)sy 有 ri — x Po=— hr Poy— YY) = hi 
入， 因此 ,利用 二 /AO— he) ;有 


(np Do = D6 + hd/ — he) — HH/ — hy) 


J 一 上 


右边 第 一 项 展开 求 和 ,结果 为 


no pI 2 Rd /ha) 十 PASOF/ CL 一 下 和 
j=1 J 一 1 

易 见 > An6i 二 0; 因 为 它 是 右 (Y 一 和 让) 的 第 i 元 ,而 

i=1 

H(Y — XP) = XS-'X'(Y — XP = XA — XP=0 
又 9 188 二 Bi ,因为 它 是 HH'=XS- 1X'XS-1X' 一 XS"1K'=H 

j= | 
的 愤 , 旨 元 ,综合 以 上 ,得 
np oo po mi/ — hs) 
= a prise= (np— ro 


如 所 欲 证 . 

33, a. 先 证 充分 性 . 记 c=686 一 a. 因 a&'Y 为 LSE, 有 a EA 
(XY). 国 ECe 了 一生 8 一 0, 知 ec -U(X)， 豆 应 有 a'Gec 一 0, 因 而 
Wargay) = VartaY + oY) 

=Var{a'Y) + Var{te'Y) + 20:a'Ge 
—Var(ta'Y) + Vartc'Y) 
因 #Yy 为 BLUE, 应 有 Varty) 委 Vartary) ,前 Vartcy) 一 0, 即 
了 15 


ere 二 0. 固守 0; 敌 c=0;, 旭 a 了 一 WY 反之 , 若 存 在 aE .和 
(2X) 及 dE.Ht (RE) 使 a'G4d 关 0; 则 由 a€- 克 V(X), 知 a'Y 为 某 个 可 
倘 函 数 o8 的 LSE(24 题 )， 由 dl-(X), 知 drY 为 9 的 无 偏 居 
计 , 且 COV (CeaY,d'Y} 关 0. 由 第 二 章 的 结果 , 知 存在 充分 小 的 4 使 
Ca 二 ad)'Y( 仍 为 cB 的 无 偏 估计 的 方差 小 于 a'Y 的 方差 , 故 c 8 的 
BLUE 不 重合 于 其 LSE. 

5B， 先 证 充分 性 , 设 aE.ACRY yc -HCXD), 则 GaE U(X}) 礁 
(Gay ce 一 0 即 a'Ge 二 0, 因 此 a 中 的 充分 条 件 满 足 . 为 证 必要 性 , 设 
存在 eaE K(X) 使 GaE.HAX), 因 Ga .A(K), 必 存在 c| -4 
《 亏 ) 使 (Ca ce 天 0, 即 a'Gc 半 0, 因此 上 题 的 必要 条 件 不 满足 . ec. 在 
:三 7 中 找 基 底 @ ，… ,a, 并 在 . 克 l ( 训 ) 中 找 w 一 7 个 向 量 a41， 
一 ,0 使，… a 构成 肪 * 之 一 基底 , 令 已 一 (om 设 有 A 为 
阶 对 角 阵 ,其 主 对 角 元 都 守 0. 则 C= PAP' 满 足 所 述 条 件 , 且 显然 G 
>0. 

34. a. 必须 证 明 ,矩阵 
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的 秩 为 I 十 J 十 1, 且 最 后 两 列 不 能 通过 前 IJ 列 线性 表 出 ， 为 证 第 一 
断言 ,以 coc crdis sds 分 别 乘 A 之 第 1.2… 了 十 了 十 1 列 ， 
令 其 和 为 0, 则 有 
+e+ d= 0,1RiRl, 1<j< nD 一 0， > 一 0 

由 前 一 组 等 式 , 知 c 一 … 一 cr 中 一 “二 dj, 结 合 后 一 组 等 式 知 6 一 
dj 一 0, 因 而 cc 也 为 0, 这 证 明了 44 的 I 十 J 十 1 个 列 线性 无 关 , 故 有 
秩 了 十 十 工 , 对 后 一 断言 ,车 存在 Cl Cr cw: 司 以 它 
们 依次 乘 4 之 前 77 行 相 加 ,其 和 为 4 的 第 17 十 1; 则 易 凡 


2 2 一 了 ， 2 一 1,1 扫 所 了 
由 后 一 组 等 式 得 > >ycv 一 0 ,与 前 一 等 式 矛盾 , &. 由 于 a, 在 对 此 
模型 解 方程 组 (8. 42) 时 ,可 令 其 中 的 4 为 0,; 这 样 ,计算 对 ,ai,6; 
的 偏 导数 并 命 之 为 0, 得 


DD 0 Ds 0, 1 i 
i= 


i=1 j=1 


东 >。 = > 二 0, 易 解 得 人 二 了 ,4 一 也. 一 了 已 


和 2 = Ol EI YA ao—b,, 
结合 约 
—Y，, 从 而 算出 SSe. 要 算 SS, ,在 ai 一 … 一 4 之 下 , 解 方程 


了 了 

2 2 一 4 一 区 一 0， yo, —A—6) = Oli 

结合 约束 28; 二 0 , 解 出 x.5; 如 前 (这 显示 设计 的 正 交 性 :mv 久之 
1 

LSE 不 因 a; 是 否 出 现 而 异 》, 由 此 就 不 难 算出 SS ,如 课文 中 所 示 . 
35,&a. 举例 而 言 , 从 设计 矩阵 中 挑 遇 两 列 上 和 ?: 列 管 eu 
列 管 1， 按 表 的 正 交 性 ,# 列 中 有 c 个 1, 一 1)c 个 0,#9 列 有 a 个 
1; 《no 一 1)d 个 0. 经 中 心 化 后 ,SE 列 中 有 cc 个 1 一 n7! ,tm 一 1)e 个 一 
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11,7 列 中 有 4 个 1 一 n71y (ns 一 1)4 个 一 nz1, 有 是 列 中 那 c 个 1 一 
ni ! 的 位 置 中 ,有 d /ns 个 1—ns 一 好 /个 一 三 ;而 二 列 那 5 
一 ])c 个 一 x7' 可 分 成 下 一 1 组 ,每 组 在 ? 列 中 对 应 的 数 的 情况 亦 如 
上 ,因此 ,#.7 两 列 各 对 应 数 之 积 之 和 为 

CL nd ny) ns tt CC— nr} — dna}) 
+ ta — DC— nd 一 了 As 十 《一 天 TD 一 dr =0 
这 证 明了 所 说 的 结果 .6b. 设 该 正 交 表 有 关 列 ,各 列 最 大 元 分 别 为 
训 ， 943 行 数 为 n， 如 果 第 1 行 中 各 列 的 数字 依次 为 1,…,&; 则 
定义 一 个 N(0, 了 ) 变 量 Y,.…, 设 所 定义 的 个 Y 独立 ,考古 

7 P=) + + 
A A A 


此 处 ,例如 ,了 ,为 > DY Ya/ aa) 7 为 六 个 入 值 之 平 


均 , 由 设计 之 正 变性 , 易 证 右边 关 十 1 项 相互 独立 ,平方 和 为 


"1 
了 > (了 一 了 2 = pt DF, — PY + 


A n=1 


tm DF PY Di + (ko D7) 


惟一 


把 上 式 写 为 

龟 一 旬 十 … 十 驴 十 印 
则 由 诸 Y iid, ~N (0,D), 知 Q~XiQ 盖 六 L111 Qi 1， 
Qi, 独立， 故 由 31.4* 笑 等 阵 与 光 分 布 的 关系 *”, 知 Qs 也 有 允 
分 布 忆 -1, 且 


nC—1l= Dm 1)+t (no— 1) 
， 1 
故 >, (Cr 一 所 一 1, 如 所 欲 证 . 


注 @ 可 以 为 06, 这 时 = 一 1 一 >) (ao 一 1). 这 种 正 交 表 称 为 
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完全 的 ， 又 本 题 也 很 容易 用 纯 代 数 的 方法 去 证 明 . 

30，4. 记 起 一 (全 i RO P 一 站 (第 ) r=rk (NX, 由 一 中 写 ) 
Ni 为 pn 在 gx 内 的 正 交 补 ， 所 要 证 明 的 
事实 可 表 为 :对 了 YE, 以 Yi 记 Y 在 N; 内 的 投影 若 对 任何 YE yp 
有 

Y= 十 十 
则 必 有 Ni—= p(X,) ， 17. 首先 , 记 六 为 MN; 的 维 数 , 必 有 有 i 十 


+rni=r. 事实 上 ,首先 ， r= 不 能 大 于 7 因 若 >r, 则 必 存 
在 ;天 7 使 Ni 站 RN, 不 仅 由 0 向量 构成 ,在 Ni 站 Ni 中 取 一 非 0 向 
量 Y, 则 | 开本 二 2) 中 Y; 上 :将 不 成 立 . 其 次 ,不 能 小 于 r, 因 若 


不 然 ,x(N4U…UND 为 的 真子 空间 . 在 中 取 一 非 0 向量 了 
重 直 于 MCNIU… UN ,上 式 也 将 不 成 立 , 故 = 一 

其 次 ,对 任何 ;天 疡 必 有 N: | 和 N,。 不然 ,从 N, 中 取向 量 了 不 
正 交 于 N,, 上 式 将 不 成 立 ， 因 此 ,Ni 上 w(UN,) ,但 后 者 与 pCX.) 


正 交 , 套 由 一 7 知 p(XDCN, 但 DrOX) 守 7, 知 必 有 CX) 
二 NN;, 证 毕 . | 

bb. 由 8 可 估 ; 知 X; 的 任 一 列 不 能 道 过 为 一 (XX ; X,) 的 其 他 
各 列 线性 表 出 ,由 此 可 知 ,X';P 各 行 线性 无 关 , 事 实 上 ,以 wi 记 
X's 的 第 i 行 ,wi 在 ACE) 内 的 投影 ( 邵 Pu) 记 为 名; 风 vs 
必 线 性 无 关 (r 为 Xs 的 列 数 ). 事实 上 , 记 wi==w 一 w,, 若 存 在 不 全 


为 0 的 常数 Gps 使 Dew 一 0; 则 Dem, 一 Yo 一 由。 但 


wi 人 ACID 故 Dy cae, E K(X1), 因 而 由 De 一 DJ em 二 0 知 
1 1 1 


某 个 uw 可 通过 (X, ; X,) 中 除外 其 他 各 列 向 量 线性 表 出 ,而 这 如 
前 指出 ,与 肠 的 可 估 了 矛盾 ， 
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